Calcul stochastique et finance
Examen du 11 juin 2025 (8h30-11h00)

Options européenne et américaine

On se place dans le cadre du modele de Black&Scholes sur l'intervalle de temps [0, 7.
On considére un marché financier qui comporte un actif sans risque de prix SY = e’ &
Iinstant t et un actif risqué de prix S; a 'instant ¢ dont I’évolution est régie par I’équation
différentielle stochastique

dSt == O'StdBt + MStdt, S(] = S0

ou ¢ > 0 est la volatilité, u € R le rendement et sy > 0 le cours initial de I'actif. On
reup _ (r=w)?T
notera IP* la probabilité de densité e 7 B0 par rapport a [P sous laquelle (W, =

By + 1) 4cp0,7) est un mouvement brownien. On note E l'espérance sous la probabilité

g

P et E* celle sous la probabilité P*. On considere une fonction de payoff ¢ : R} — R

réguliere t.q. sup,~g % < .

1. Exprimer la valeur V; en t € [0, 7] de 'option européenne d’échéance T et de payoff
©(S7) sous la forme d’une espérance conditionnelle.
2. En déduire que V; = v(t, S;) pour une fonction v(¢, x) a préciser sous forme d’espérance.
3. Quelle est la composition du portefeuille de couverture de 'option a l'instant ¢t €
10,777
4. Quelle est ’équation aux dérivées partielles satisfaite par la fonction v 7
On pose u(t, z) = O (t, z) et Y(z) = —ifgo”(x)—rmgo’(x)—krgo(a:) pour (¢, ) € [0, T] xR
et on suppose que la fonction d,u(t, ) est bornée sur [0,7] x R.

5. Vérifier que u est solution de I’équation aux dérivées partielles

Opu(t, z) + # eat(t, @) + rxdyu(t, x) — ru(t,z) =0, (t,2) € [0,T] x R
w(T,x) = Y(x), v € RY
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6. Pour (s,z) € [0,T] x R%, calculer d(e " u(t + s, SF)) ou Sf = 2=t ot en

déduire que u(s,z) = E*[e " T=9)y(S2_)].
On suppose que la fonction v est négative.

7. En déduire que pour tout (s,z) € [0,T] x RY, dsv(s,z) < 0 et v(s,z) > ¢(x).
Comment comparer Vj et le prix initial de I'option américaine d’échéance T' et dont
l'acheteur regoit ¢(Ss) s'il I'exerce a l'instant s € [0,77] ?

8. En quel sens généralisé I'inégalité ¢ < 0 est-t-elle vraie dans le cas ¢(z) = (z — K) T
lorsque r» > 07

(Sur)-martingale exponentielle
Soit (Wy)¢>0 un Fi-mouvement brownien sous P et (6;);c(o,r) un processus Fi-adapté tel
que P(fOT 02dt < +o00) = 1. On pose Z; = elo 0sAWs—3 Jg 3ds pour t € [0,T7.

1. Que dire des trajectoires [0,T] 5 t — Z; ? En déduire que P(fOT(HtZt)th < 4o00) = 1.

Pour n € N*, on pose 7, = inf{t € [0,T] : fg(BSZS)st > n} avec convention inf () = +o0.

2. Justifier que lim,, o, P(7, = +00) = 1.



10.

Calculer dZ;, en déduire que Zip,, = 1 + fg Lis<r,}0sZsdWs puis que (Zt/\rn)te[o,T}
est une martingale.

Soit t € [0,7]. Montrer que E[Z;] < 1. En appliquant le lemme de Fatou pour
I'espérance conditionnelle, vérifier que pour s € [0, t], E[Z|Fs] < Zs.

Lorsque E[Z;] < 1, que valent E[sup,c(o 4 Zs] et E[fg(03Z5)2ds] ?

Lorsque E[Zr] = 1, vérifier que pour tout ¢t € [0,T], Z; = E[Z7p|F;]. Que peut-on
alors dire de (Zt);c(o, 7

On rappelle le critere de Novikov : si (ﬁt)te[O,T} un processus Fi-adapté tel que
T T T
E [e% Jo ’ﬁdt} < 400, alors E [efo dedWi—3 [y ﬂgdt} = 1. On suppose 'existence de 0 =

ft’““ 92dt:|

to <t <---<tg TtelsqueIEI[e2 < oo pour tout k € {0,--- , K — 1}.

(a) Soit k € {0,--- , K—1}. Que vaut E [ t’““} ? En déduire que E [ o |ftk} =

z
(b) Remarquer que Zp = é(zol tZ’“t“ et en déduire E[Z7].
k

On suppose que le processus (0;);c[o,7] est borné au sens ot P (supte[O,T] 16| < 7) =1

pour une constante v € [0, +o0o[. Remarquer que Z? < eJo 20s4Ws =3 [5(205)%ds+5t gy
déduire que E[(6,Z,)%] < 27 puis que (Zt)iejo,1) est une martingale.
On suppose dans cette question que le processus (Qt)te[O,T} est continu et, pour
n € N*, on pose v, = inf{t € [0,7T] : |6;] > n} avec la convention inf () = +oo.

(a) Que vaut E[Z7pp,]7?
Soit P, la probabilité de densité dP” = Zrpp, par rapport a P.

(b) Vérifier que E[Zr15,—yoy] = 1 — P, (7, < T). En déduire que P, (i, < T)

admet une limite pour n — oo et que E[Z7] = 1 — limy, 00 Py, (7, < T)).

(c) Que peut-on dire de (Bf* = W; — OtAﬁ” 0sds).ejo,r) sous P, ?
On suppose dans cette question que 0; = f(W;) pour une fonction f : R — R
lipschitzienne.

(a) Vérifier que (0;);c(0,7] est continu.

(b) Quel résultat assure l’existence d’une unique solution pour I’'EDS

t
Xt = Wt —|—/ f(Xs)dS, t e [O,T]?
0

Comme W; = B} —i—f(fm/" f(Wy)ds, on en déduit que sous Py, (Wi, )tefo,r]) @ méme
loi que (Xt/\un)te[o,T] sous P ot v, = inf{t € [0,T] : | f(X})| > n}.
(¢) Vérifier que P,,(, < T) = P(v, < T) puis que E[Z7] = 1.
d) Pour 0 < s < t < T, comparer E[Z2|F] et Z2. En déduire que t — E[Z?] est
(d) , comp i F q i
croissante sur [0, 7.
(e) On suppose que f(z) = ax avec a > 0. Vérifier que Z7 = ee(Wi—t)=a® [y Wids,

Pour s € [0,¢], rappeler la loi conditionnelle de Wi sachant Wy, en deduire
2

que E[W2|W;] = 2 Wt + (t ) puis que E[Z2|W;] > el W " En
déduire que si a — a—t > 21t, E[Z?] = +oo. Conclure que si o > Q\f, alors
pour E[Z?] = 400 pour t € [320‘(,T]



