Méthodes mathématiques pour la finance :
Résumé sur 'intégrale stochastique

Sur un espace de probabilité (2, F,P) muni d’une filtration (F;)i>0, soit (Wi)i>0 un Fi-
mouvement brownien standard.

Intégrale stochastique : Soit 7" > 0 déterministe et (Hy);cjor) un processus JFi-

adapté tel que P (fOT H2dt < oo) = 1. Alors on peut construire (f(f HsdWs)ejo,m)
comme processus JFi-adapté continu.

Linéarité : Si (I:It)te[o,T] est un autre processus F-adapté tel que P (fOT Hdt < oo) =
let A €R,

t t t
vt € [0, 77, / (HS+)\HS)dW5—/ HdeS—l—)\/ HdW,.
0 0 0

Isométrie d’It6, martingale, moments : Si E (f(;[ Hfdt) < 00, (fot HydWs)epo,m

est une F;-martingale centrée i.e. E ( fot H deS) = 0 vérifiant 'isométrie

t
vt € [0,T], <(/ HdW) ) IE(/ Hfds)
0
T
et E| sup (/ H dW) <A4E (/ Hfds) par 'inégalité de Doob.
t€[0,7] 0

Notons que pour t € [0,T] et Hy = Zf;é hy 1]tkvtk+1](t) processus élémentaire avec 0 = tg < t; <tp < ... <ty =T et

hj, variable aléatoire Ft), -mesurable bornée, [Ut H dWg = Zﬁ;é hk<Wt/\tk+1 - Wt/\tk ), somme pour laquelle I’égalité

p—1 2 p—1
E ((Z hk(Wintg 1 — Winey, )) ) => E(hE)(t A g1 — t Aty)

k=0 k=0
a été établie au TD3. Comme SP_3E(h2)(t Aty — t A ty) = [EE(H2)ds la propriété d’isométrie en découle. Pour
s € [0, t], en notant j l’indice dans {0,1,..., p — 1} tel que s € [tj,t;j 1], la propriété de martingale découle de
p—1 j—1
E > heWenty g — Wen)|Fs| = D0 hae(Wey g — Wey ) + by (B[Wene, o |1 Fs] =We ) + Z Elhg B[Winty, 1 — Wity | Fey ] | Fs]
k=0 k=0 N —e k=j+1

W EWiAty 11 —Wint, 1=0

= 3 h(Wantyyy — Waney) =/0 HpdW,

Arrét : SiT est un Fi-temps d’arrét a valeurs dans [0, T, fOT H,dW, = f(;[ Lis<ry HsdWs.



Processus d’Itd : X; = X + fg K.ds + fot H,dW,, t >0 ou
— X est Fy-mesurable,
— (Kt)t>0 est un processus Fi-adapté tel que V¢ > 0, P (fot |Ks|ds < oo) =1,

— (Hi)t>0 est un processus Fy-adapté tel que V¢ > 0, P (fg H2ds < oo) =1,

La décomposition est unique : lié a

n—1 (k+1)t/n 2 t
E Z / HsdWg =K (/ HY ds) par isométrie alors que
kt/n 0

k=0
n=l / (k+1)t/n 2 t tog

E Z / Kgsds < —E (/ K ds) par ’inégalité de Cauchy-Schwarz.
E=0 kt/n n 0 ’

Formule d’It6 : Soit f : R? 3 (t,2) — f(t,x) € R une fonction C*? (continiiment
dérivable par rapport a t et deux fois continiment dérivable par rapport a z). Alors
vt > 0,

¢ ¢ 1t

t, X;) = X s , Xg)d - , X dXs — O , Xg)d < X >4,

ft, Xy) = £(0, o)+/08f(s )s+/08f(s ) +2/0() f(s, X5)d < X >
Kods+HsdW, H2ds

Le terme en rouge vient de la variation quadratique du mouvement brownien (c’est
un terme supplémentaire par rapport au calcul différentiel et intégral usuel).

Lorsque le processus d’Ité est le mouvement brownien (W¢);>q lui-méme, en écrivant une somme télescopique puis en
effectuant un dévelopement de Taylor, on obtient

n—1
Ft W) = £(0,0) = D7 (F((k+ 1t/n, Wip1yen) — Fot/n, Wiy )
k=0
n—1 +
= 3 0 f(kt/n, Wi yn)t/n "2 [Tous(s wiyds
k=0 0
n—1 _ "t
n o0
+ 3 00 Fkt/m, Wi ) (Wit 1) /m — Wt jn) =% [" 00 (s, Woyaw,
k=0
1 = 2 n—oo 1 t
+3 D Owa f(kt/m, Wi 1) Wia1yeyn — Wit /n) — 5/0 Oza f(s, Ws)ds
k=0
+ Rp, 280 0.

— la premiére convergence est la convergence presque sire d’une somme de Riemann vers l'intégrale correpondante et
repose sur la continuité du mouvement brownien,
— la seconde convergence découle de la construction de l’intégrale stochastique,

— la troisieme convergence est une généralisation de la convergence de Zz;é (W(k+1)t/n — Wkt/n)2 vers t vue en TD3,
— la quatriéme convergence découle de I'ordre (t/n)3/2 des plus gros termes négligés %(W(k-}—l)t/n = Wgi/n) et

(Wikt1)t/n — Wit n)3.



