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Chapitre 1

Introduction : probabilité sur un
espace fini

Historiquement, le calcul des probabilités s’est développé a partir du XVII® siecle autour
des problemes de jeux dans des situations ou le nombre de cas possibles est fini. Les
développements plus récents concernant des espaces non nécessairement finis nécessitent
les outils techniques de la théorie de la mesure. Mais on peut introduire simplement sur
les espaces finis toutes les notions importantes de probabilités sans avoir besoin de cet
outillage.

1.1 Probabilité sur un espace fini, événements

1.1.1 Définitions

On s’intéresse a une expérience aléatoire qui conduit a la réalisation d’un seul résultat
parmi un nombre fini de résultats possibles wy,ws, ..., w,. On note Q@ = {wy,ws, ..., w,}
I’ensemble de ces résultats.

Exemple 1.1.1. — Jet d’une piece a pile ou face : Q = {P, F'}.
— Jet d'un dé : Q = {1,2,3,4,5,6}.

Si on mesure la fréquence d’apparition du résultat wy au cours d’un grand nombre de
répétitions de I'expérience i.e. on calcule le rapport Fj = % du nombre Ny d’expériences
dont le résultat est wy sur le nombre total d’expériences N, on constate qu’elle fluctue de
moins en moins. La limite p, > 0 de F}, lorsque N — +o0 correspond a la notion intuitive
de probabilité.

On appelle événement une partie A de §2. La fréquence de A c’est-a-dire la proportion
d’expériences dont le résultat est dans A est égale a >, ., Fi. On est donc amené a
associer la probabilité » 7, . px & I'événement A.

Comme la fréquence de © vaut 1, en passant & la limite, on obtient Y ,_, py = 1.

Définition 1.1.2. Une probabilité P sur un ensemble fini Q = {wy,ws,...,w,} est une
pondération pi,pa,...,p, des éléments de cet ensemble t.q.

Vi<k<n, p,>0 et Zpkzl.
k=1

1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION : PROBABILITE SUR UN ESPACE FINI

On attribue a tout événement A C ) le nombre

P(A) = Y p

kwg€A

qui est appelé probabilité de I’événement A.

Exemple 1.1.3. Jet de deux dés a six faces : Q = {(4,7) : 1 <i,j < 6} ou ¢ désigne la
valeur de la face supérieure du premier dé et j celle du second.
Pour des raisons de symétrie (si les dés ne sont pas pipés), on munit {2 de la pondération

suivante :

.. 1
V1<i4,5<6, puj = T

Soit A I'événement : les valeurs des deux dés sont identiques.

A:KM%@%HNMMetMMZka:—:

i=1

On note S la somme des deux dés et {S = k} I"événement {(i,j) : S(i,7) = k}. On a
S(i,7) =i+ j. Donc

(S=20 ={(11)} P(S = 2) = 1/36
{s=3 ={(12),21)} P(S =3) =1/18
{S=4} =1{(1,3),(2,2),(3,1)} P(S =4)=1/12
{S=5} ={(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)} P(S=5)=1/9
(S=6) = {(1.5).(2.4).(3.3).(4.2), (5.1)} P(S = 6) — 5,36
{527} :{(176)7(275)7(3’4>7(4>3)7(572)’(6’1)} P(S:,?) = 1/6
(5=8 ={@6).(35) (44 (5.3.(6.2)  BS=8) =530
{§=9} =1{(3,6),(4,5),(5,4),(6,3)} P(S=9)=1/9
(S =10} = {(4.6).(5.5) (6.4)} P(S = 10) = 1/12
{S = 11} = {(5,6), (6,5)} P(S = 11) = 1/18
(S =12} ={(6.6)) P(S = 12) = 1/36

Terminologie concernant les événements :
— Si P(A) =0, I'événement A est dit négligeable.
— SiP(A) =1, il est dit presque str.
— On appelle événement contraire de A et on note A¢ I’événement 2\ A.

— Si A, B C Q, I'événement A et B (réalisé lorsque A et B le sont) est noté AN B.

— L’événement A ou B (réalisé lorsque A ou B le sont) est noté AU B.

Probabilité de I’événement AU B :

Par définition, P(AU B) = >, caupPk- Comme AU B est égal a 'union disjointe
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A

(ANB)U(ANB)U (A°N B),

P(AUB)= >  pe+ > pet >

k:wreANBe k:wpeANB k:wp€A°NB
=< E Pk + E pk>+< E Dk + E pk>_ E Pk
k:wi€ANBC k:wpEANB kwg€eANB k:wp€ANB k:wp€EANB
= E Dk + E Dk — E Dk
kwp€A k:wr€B k:wgp€ANB

=P(A) +P(B) —P(AN B).

Ainsi

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Fonction indicatrice :

On appelle fonction indicatrice de 'événement A la fonction 14 : © — {0,1} définie
par

1l siweA

Yw € €, 1A(w):{ .
0 sinon.

Exercice 1.1.4. Quel est 'événement {w : 14(w) X 1g(w) = 1} que l'on note aussi de

fagon condensée {14 x 1p =1}7

Conclure que

| 1anp =14 x 1p.|

Montrer également que

Iae=1—-14 et laup=1la+1p—lans.
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1.1.2 Probabilités uniformes

Dans le cas ou les symétries font que tous les résultats possibles wy,ws, . ..w, jouent
le méme role, ces résultats doivent avoir la méme pondération 1/Card (€2). On dit alors
qu’il sont équiprobables.

On a alors pour tout événement A C €2,

- 1 ~ Card (4)
P(A) = Z Card (Q)  Card ()

kiwg€A

Cette probabilité P s’appelle probabilité uniforme sur §2.

Exemple 1.1.5. Dans le cas du jet de deux dés non pipés, Q = {(¢,7) : 1 <1i,j <6} est
muni de la probabilité uniforme.

Remarque 1.1.6. Si on s’intéresse a la somme des deux dés, on peut choisir ) =
{2,3,4...,12}, ensemble des valeurs prises par cette somme. Mais faute de propriétés
de symétrie, on ne sait pas munir cet espace d’une probabilité naturelle.

Dans l'exemple 1.1.3, en travaillant sur l'espace plus gros {(i,7) : 1 < 4,5 < 6} des
couples des valeurs des deux dés muni de la probabilité uniforme, nous avons pu construire
la pondération naturelle sur les valeurs de la somme des deux dés. Cette pondération n’a
rien d’uniforme.

Cet exemple permet de bien comprendre I'importance du choix de ’espace de probabilité
sur lequel on travaille.

Dans le cas des probabilités uniformes, les calculs se ramenent a du dénombrement.

Rappels de dénombrement

On se donne n, k € N* avec k < n.
— Le nombre de permutations d’un ensemble a n éléments est n!.

— De fagon plus générale, le nombre d’injections d’un ensemble a k éléments dans un
ensemble a n éléments est

Afl:(nﬁ—!k)!:n(n—l)...(n—k—i—l).

Le facteur n (resp. n — 1,..., resp. n — k + 1) vient du choix de I'image du 1°" (resp
2¢...., k°) élément.

— Le nombre de parties a k éléments d’un ensemble a n éléments est
n\ n!
k) kl(n—Ek)

Exercice résolu 1.1.7. Dans une classe de n < 365 éleves, quelle est la probabilité de
I’événement : “2 éléves au moins sont nés le méme jour” que l’on note A ?
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On choisit comme espace de probabilité Q = {f : [1,n] — [1,365]} ou pour 1 < i < n,
f (i) représente le jour d’anniversaire du ieéme éleve dans 'ordre alphabétique.
Meéme si les naissances ne sont pas vraiment équiréparties au long de ’année, on munit 2
de la probabilité uniforme. On a Card (§2) = 365™.
Pour calculer la probabilité de A, on peut calculer la probabilité de I’événement contraire
A° : “tous les éleves ont des dates d’anniversaire différentes”. En effet comme AU A¢ = Q

et AN A =10,
P(AU A% =P(A) + P(A°) —P(AN A°) = P(A) =1 —-P(A°).
On a A° = {f :[1,n] — [1,365] injective}. Donc Card (A¢) = Al et
 Card (A% 365! 365 364 365 —n + 1

P(A%) = _ _ 365 364 365-n+l
(A) = Card ()~ @365 —n)mes 365 <365 < 365
et
PA) =102 304 S mntl
365 365 365

On peut vérifier que des que n > 23, cette probabilité est supérieure a 1/2.

1.2 Probabilité conditionnelle et indépendance

1.2.1 Probabilité conditionnelle

La notion de probabilité conditionnelle permet de prendre en compte l'information
dont on dispose (& savoir qu'un événement B est réalisé) pour actualiser la probabilité
que l'on donne a un événement A :

Définition 1.2.1. Soit Q muni d’une probabilité¢ P et A, B C ). La probabilité condition-
nelle de l’événement A sachant ’événement B est notée P(A|B) et définie par

S E

Remarque 1.2.2. Lorsque l'on sait que I'événement B est réalisé, il est naturel d’affecter
a I’événement A un poids proportionnel a P(AN B), ce qui justifie le choix du numérateur
dans la définition précédente. Le dénominateur P(B) = P(2 N B) est une constante de
normalisation qui assure que P(Q2|B) = 1.

Exercice résolu 1.2.3. 1. Dans une famille qui comporte deuzx enfants, l'un est une
fille. On cherche la probabilité que l’autre soit un gargon.
On choisit Q = {F'F, FG,GF, GG} ou par exemple F'G signifie que I’ainé des enfants
est une fille et le second un gargon.
Cet espace est muni de la probabilité uniforme. On note

A = {un des enfants est un gargon} = { FFG,GF, GG}
B = {un des enfants est une fille} = {F'F, FG,GF}.

On a P(B) = aqtl = 2. Comme AN B ={FG,GF}, P(ANB) = “5sl4e8 = L.

Donc la probabilité recherchée est

P(ANB) 1/2 2

P(AIB) = P(B)  3/4 3
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2. On suppose maintenant que l’ainé des enfants est une fille. On veut alors connaitre
la probabilité pour que l’autre soit un garcon.

En reprenant la démarche ci-dessus, on obtient que cette probabilité vaut 1/2.

Dans certains problemes, ce sont les probabilités conditionnelles que ’on connait na-
turellement et on est amené a utiliser la définition sous la forme

P(AN B) = P(A|B)P(B)

qui se généralise en

X P(Am_1|_/41 N...N Am_g) ce ]P(AQlAl)]P)(Al),

pour m événements Aq, ..., A,,.

Exercice résolu 1.2.4. Parmi 10 pieces mécaniques, 4 sont défectueuses. On prend
successivement deuz pieces au hasard dans le lot (sans remise). Quelle est la probabilité
pour que les deux pieces soient correctes.

On note A; I'événement la premiere piece est bonne et As I’'événement la seconde piece
est bonne.
Comme, au départ, il y a 6 pieces bonnes sur 10, P(A;) = 6/10 = 3/5. Lorsque 'on a
retiré une piece bonne, il reste 5 pieces bonnes sur 9. D’ou P(A3|A;) = 5/9. On conclut
que la probabilité cherchée est

P(A; N Ay) = P(As| A1)P(Ay) = %

O | Ot
ot w

X

On peut retrouver ce résultat en munissant I’espace
) = {sous-ensembles comportant 2 pieces de I’ensemble des 10 pieces}
de la probabilité uniforme. L’événement dont on cherche la probabilité est
A = {sous-ensembles comportant 2 pieces de ’ensemble des 6 piéces correctes}.

On a alors .
P(A)_Card(A)_ () 682 6x5 1
- Card (Q) () 1014120 10x9 3

Enfin le résultat suivant qui porte le nom de formule de Bayes est souvent utile.

Proposition 1.2.5. Soit By, ..., By, une partition de Q) (i.e. des sous-ensembles disjoints
de Q2 dont la réunion est Q) et A C Q t.q. P(A) > 0. Alors pour tout 1 <i < m,

P(A|B;)P(B:)
P(Bi|A) = =m :
2 j=1 P(A|B;)P(B;)
Démonstration : Le numérateur du second membre est égal a P(A N B;). Le

dénominateur vaut Z;nzl P(ANB;) et comme les B; forment une partition de €2 il est égal
a P(A). Donc le second membre est bien égal a P(AN B;)/P(A). O
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Exercice 1.2.6. Pour dépister une maladie, on applique un test sanguin. Si le patient
est atteint, le test donne un résultat positif dans 99% des cas. Mais le test est également
positif pour 2% des personnes en bonne santé. La proportion de personnes malades dans
la population soumise au test est de 1073, Calculer la probabilité pour qu'un patient soit
en bonne santé sachant que le résultat de son test est positif.

Exercice 1.2.7. Alors qu’ils ne représentent que 13% de la population, les jeunes de 18

a 24 ans représentent 30% des tués sur la route. A Taide de ces données vérifier qu’un
jeune a 2.87 fois plus de risque de mourir sur la route qu’'un autre usager.

1.2.2 Indépendance

Définition 1.2.8. Soit 2 muni d’une probabilité P. Deux événements A et B sont dits
mdépendants si

P(AN B) = P(A) x P(B).

Remarque 1.2.9. L’indépendance de A et B se caractérise aussi par les relations
P(A|B) = P(A) ou P(B|A) = P(B), c’est-a-dire que la probabilité donnée a 1’événement
A (resp. B) n’est pas modifiée par I'information que 1'événement B (resp. A) est réalisé.

Définition 1.2.10. m événements A;, ..., A,, sont dits indépendants si
VIc{l,...,m}, P (ﬂAZ) =[P4
iel iel

Attention

— 1l ne suffit pas que P(A; N Ay N...NA,) =12, P(4;) pour que les événements
soient indépendants.

— Pour que 3 événements soient indépendants, il ne suffit pas qu’il soient 2 a 2
indépendants.

Exemple 1.2.11. Jet de deux pieces a Pile ou Face : Q = {PP, PF,FP,FF} ou par
exemple PF signifie que la premiere piece donne Pile et la seconde Face. Cet espace est
muni de la probabilité uniforme.

On note A I'événement “la premiere piece donne Pile”, B 1’événement “la seconde piece
donne Face” et C' I'événement “les deux pieces donnent le méme résultat”.

A ={PPPF} P(A) =1/2
B ={PF FF} P(B) =1/2
= {PP,FF} P(C) =1/2
ANB ={PF} P(ANB) =1/4 =P(A)P(B)
AnC ={PP} P(ANC) =1/4 =PAPC)
BNnC ={FF} P(BNC) = 1/4 =P(B)P(C)
ANnBNC =10 P(ANBNC) = # P(A)P(B)P(C).

Ainsi les événements A, B et C' sont 2 & 2 indépendants mais pas indépendants.
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1.3 Exercices

Exercice 1.3.1. Deux événements A et B disjoints (AN B = ()) et de probabilités non
nulles peuvent-ils étre indépendants ?

Exercice 1.3.2. On tire successivement et sans remise 4 lettres du mot “ATTACHANT”.
Quelle est la probabilité d’obtenir “CHAT” ?

Exercice 1.3.3. Eugene et Diogene ont ['habitude de se retrouver chaque semaine autour
d’un verre et de décider a pile ou face qui regle ’addition. Eugene se lamente d’avoir payé
les quatre dernieres additions. Diogene lui propose alors de modifier la regle. Il propose a
Eugene de lancer 5 fois la piece et de ne payer que si apparait une suite d’au moins 3 piles
consécutifs ou de 3 faces consécutifs. Eugene se félicite d’avoir un si bon ami. A tort ou
a raison ?

Exercice corrigé 1.3.4. Vous jouez a deux a la roulette russe avec un revolver doté
d’un barillet tournant qui comporte six emplacements pour les balles. Chaque fois que
I’on presse la détente, le barillet tourne d'un cran. Deux balles sont insérées cote a cote
dans le barillet qui est ensuite positionné au hasard. Votre adversaire place le premier le
canon du revolver contre sa tempe, presse la détente ... et reste en vie. Grand seigneur, il
vous propose de faire tourner a nouveau le barillet au hasard avant de tirer a votre tour.
Que décidez-vous ?

Exercice 1.3.5. Une personne rentre chez elle apres une soirée un peu trop arrosée. Elle
ne sait plus laquelle des n clés qui se trouvent dans sa poche ouvre la porte de son domicile.
Elle essaie donc les clés successivement. Déterminer la probabilité pour que la k-ieme clé
soit la bonne (1 <k < n).

Exercice 1.3.6. On note T la valeur obtenue lors du jet d'un dé a douze faces (numérotées
de 1 & 12) et S le total obtenu lors du jet de deux dés a six faces (numérotées de 1 a
6). Calculez P(S > T'), P(S =T) et P(S < T). Dans un jeu a deux joueurs ou celui qui
obtient le plus grand total gagne, on vous propose de choisir entre le dé a douze faces et
les deux dés a six faces. Quel est votre choix ?

Exercice 1.3.7. Soient Ay, A, ..., A, des événements. Montrer la formule du crible (ou

formule de Poincaré)

n

]P)( LnJ Az) = Z(—l)k+1pk ou P = Z P(A“ N Az‘g N...N AZk)
=1

k=1 1< <ia <. <ip<n

On pourra commencer par établir que pour n > 2,

P(QAZ) = P(A,) +IP’(:011AZ-> —IP(U(AmAn)).

=1

Exercice corrigé 1.3.8. L’inspecteur chargé d’une enquéte criminelle est a un certain
stade convaincu & 60% de la culpabilité d’un suspect. Une nouvelle piece a conviction
permet soudain d’affirmer que le criminel est gaucher. Or 7% des individus dans la popu-
lation sont gauchers. Comment l'inspecteur doit-il réapprécier la culpabilité du suspect,
s’il se trouve que le suspect est gaucher ?
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Exercice 1.3.9. Trois chasseurs tirent en méme temps sur un éléphant lors d’un safari. La
béte meurt atteinte par deux balles. On estime la valeur d’un chasseur par sa probabilité
d’atteindre la cible en un coup. Ces probabilités sont respectivement }1, % et %. Trouver
pour chacun des chasseurs, la probabilité d’avoir raté 1'éléphant.

Exercice 1.3.10. On dispose d’'une carte comportant 2 faces rouges, d’'une carte com-
portant une face rouge et une face blanche et d’une carte comportant 2 faces blanches.
Une des trois cartes est tirée au sort et une des faces de cette carte (également choisie au
hasard) est exposée. Cette face est rouge. On vous demande de parier sur la couleur de la
face cachée. Choisissez-vous rouge ou blanc?

Exercice 1.3.11. La couleur des yeux d’une personne est déterminée par 2 genes dont
I'un est transmis par le pere et 'autre par la mere. On suppose qu’il y a deux formes
possibles pour les genes : la forme B (bleue) et la forme M (marron). La forme B est
récessive c’est a dire qu’une personne qui a le génotype BM ou MB a les yeux marrons.
Vos parents ont tous deux les yeux marrons mais votre sceur a les yeux bleus. Quelle
est la probabilité pour que vous ayez les yeux marrons? On suppose en plus que votre
conjoint a les yeux bleus tandis que votre premier enfant a les yeux marrons. Quelle est
la probabilité pour que votre second enfant ait les yeux bleus ?
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1.4 Résumé

e Soit A, B C Q.

P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AN B).

Pour B = A¢, cette égalité se récrit

P(A) = 1 — P(A°).

e Pour A, B C (), on appelle probabilité conditionnelle de 1’événement A sachant
I’événement B le nombre

P(AN B)

PAIB) = —5 5

e Les événements Aq,..., A,, sont dits indépendants si
VI C[l,m], P (ﬂ Ai> =[P4
iel iel

En particulier les événements A et B sont dits indépendants si

P(AN B) = P(A) x P(B).




Chapitre 2

Variables aléatoires discretes

2.1 Espace de probabilité

Dans le cas d'un espace () fini, nous avons défini un événement comme une partie
quelconque de 2. Mais si on souhaite modéliser le temps de premiere obtention de Pile
dans une suite de jets d'une piece & Pile ou Face, on choisit naturellement Q = {P, F}N",
ensemble qui n’est pas dénombrable (un ensemble est dénombrable s’il existe une surjec-
tion de N sur cet ensemble). Lorsque €2 n’est pas dénombrable, pour pouvoir construire
une probabilité qui satisfasse des propriétés intuitives, il est nécessaire de restreindre les
événements que 'on considere a une sous-classe de P(€2) appelée tribu.

Il est naturel de demander que si A et B sont dans cette sous-classe alors A°, AU B et
AN B le sont aussi. Dans la définition d’une tribu, on demande méme la stabilité par
union ou intersection dénombrable :

Définition 2.1.1. Une tribu A sur €2 est une classe de parties de 2 qui vérifie les trois
propriétés suivantes :

i) 0,0 € A.

ii) Ac A= A°c A

iii) i (A;)ier est une famille dénombrable d’éléments de A alors | J,.; Ai et (;e; Ai sont
dans A.

On appelle événements les éléments de A.

Exemple 2.1.2. — {0, Q} est la plus petite tribu sur . On Pappelle tribu grossiére.
— P(Q) est la plus grosse tribu sur Q. On Pappelle tribu discréte.
— SiACQ,{0,A, A, Q} est une tribu sur Q.

Définition 2.1.3. Soit Q muni d’une tribu A. On appelle probabilité sur (Q, A) une

application P : A — [0, 1] qui vérifie

i) P(Q2) =1.

il) Si (A;)ier est une famille dénombrable d’éléments de A deux a deux disjoints (Vi #
jeI, AinA;=10) alors

IP(UAZ) = P(A).

el el

11
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Le triplet (2, A, P) s’appelle un espace de probabilité, la propriété ii) la o-additivité.

Dans toute la suite de ce cours, nous travaillerons sans le spécifier nécessairement
systématiquement sur un espace de probabilité (£2,.4,P). Nous pourrons également
considérer sans inquiétude que toutes les parties de €2 qui nous intéressent sont des
événements (i.e. sont dans A). En effet, s’il est difficile de construire une probabilité
sur 2 muni de la tribu discrete P(2) des que Q n’est pas dénombrable, en revanche on
peut le faire sur €2 muni d’une tribu suffisamment grosse pour qu’elle contienne tous les
sous-ensembles de () définis sans 'aide de I'axiome du choix.

Enfin, en utilisant la propriété de o-additivité ii), on peut facilement vérifier que 'on a
toujours pour tout couple d’événements A et B :

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AN B).

Les définitions de la probabilité conditionnelle de A sachant B et celle de I'indépendance
des événements données au chapitre précédent restent également valables. Comme nous
pouvons maintenant étre amenés a considérer des familles infinies d’événements, nous
précisons simplement qu’une telle famille est indépendante si toute sous-famille finie ’est.

2.2 Variables aléatoires discretes

2.2.1 Rappel sur les manipulations de séries

Si pour tout k € N, a; > 0 alors la somme partielle >")'_, aj admet lorsque n — +o00

une limite dans R U {400} notée ),  ax. En outre, on peut changer 'ordre des termes
de la série sans changer la limite : pour toute bijection o : N = N, >\ o) = D pen k-
Si la série de terme général (ax)ren est absolument convergente au sens ot ), lax| <
+00, alors elle convergente au sens ou y_,_; a; admet lorsque n — 400 une limite finie
notée Y, .y ax et pour toute bijection o : N — N, > k) = D_jen O-
Soit maintenant F un ensemble dénombrable et (a,).er € RY. Si F est fini, la définition
de ) @, ne pose aucun probleme. Si F' est infini, alors il existe une bijection f : N — F
et > ren lafa| ne dépend pas de cette bijection puisque si g : N — F' désigne une autre
bijection alors 0 = f~' o g : N = N est une bijection et >, .\ |ag)| = D pen [as | =
Y ken |@f]- On pose donc - _plaz| = >, o lapw| pour f bijection quelconque de N
sur F. Dans le cas o1 ) __p|a,| < +00, la famille (a,),cr est dite sommable et de méme
que précédemment, on peut définir ) _.a, comme ), asx ou [ est une bijection
quelconque de N sur F.

Théoréme 2.2.1. Soit F' et G deuzx ensembles dénombrables.

— S (A(z)) @ y)crxa est une famille de nombres positifs, alors

> =3 (Saen) = X (S )

(z,y)eFXG zeF NyeG yeG “zeF

Cela signifie que les trois membres sont soit simultanément finis et égaux soit si-
multanément égauzr a +00.

— Si(a(y)) @yerxc est sommable au sens ot Y, e gy |gy)| < 00, alors Uégalité
précédente reste vraie.
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2.2.2 Définition

Définition 2.2.2. On appelle variable aléatoire discréte une application X : Q@ — F ou F
est un ensemble dénombrable. Pour x € F, on note de fagon concise {X = x} [’événement
{weQ: X(w) =x}. La famille des nombres (P(X = x)).er s’appelle la loi de X.

Remarque 2.2.3. — En toute rigueur, pour pouvoir considérer (P(X = z))ep, il
faut imposer dans la définition que Vz € F, {X =z} € A.
— En général I'ensemble F' est égal a N ou Z ou a une partie de Z.

— Notons que ({X = z}),er est une famille dénombrable d’événements deux a deux
disjoints t.q. (J,cp{X = 2} = Q. Donc par la propriété de o-additivité,

Y P(X=1)=P (U{sz}) =P(Q) =1.

zeF z€EF

Exemple 2.2.4. — Dans le cas du jet de deux dés, la somme S des deux dés est une
variable aléatoire discrete a valeurs dans F' = {2,3,...,12} dont nous avons calculé
la loi dans I'exemple 1.1.3 :

P(S =2) =P(S =12) = 1/36 P(S =3) =P(S = 11) = 1/18
P(S =4)=P(S=10)=1/12 P(S=5)=P(S = 9) = 1/9
P(S =6)=P(S =8) =5/36 P(S=7)=1/6.

Il faut noter que la loi de S est la probabilité naturelle dont on doit munir I’ensemble
{2,3,...,12} lorsque l'on s’intéresse a la somme de deux dés.

— Soit A C © un événement. Sa fonction indicatrice 1,4 : 2 — {0, 1} définie par

1siweAd

0 sinon

Vw € Q, 14(w) = {

est une variable aléatoire discrete de loi :

P(1y=1)=P(A) et P(14=0)=1—P(A).

2.2.3 Indépendance

Définition 2.2.5. — Deux variables aléatoires discretes X et'Y a valeurs respective-
ment dans F' et G sont dites indépendantes si

Vee F,Vye G, P( X =z,Y =y) =P(X =x2) x P(Y =y).

— n variables aléatoires discrétes X, Xo, ..., X, a valeurs respectivement dans I,
Es, ... F, sont dites indépendantes si

Yoy € Py, Vo, € By, P(Xy =2, X, =2,) = [[P(Xi =2).|  (21)
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— Une famille quelconque de variables aléatoires discrétes est dite indépendante si
toute sous-famille finie [’est.
Exemple 2.2.6. Jet de 2 dés : Q = {(4,7) : 1 < 4,7 < 6} muni de la probabilité

uniforme. Si on note X; la valeur du premier dé et X5 celle du second, on a X;(i,j) =i
et Xo(7,j) = j. On vérifie facilement que

V1<i<6, P(X;=i)=P(Xy=1) =

ce qui n’a rien de surprenant. Comme

1 1 1
V1 SZ,] < 6, ]P(Xl :i,XQ :]) = — ==X = :P(Xl :Z) X ]P(XQ :]),
36 6 6
les variables X; et X5 sont indépendantes.
Remarque 2.2.7. — Il peut sembler étonnant que dans la définition de

I'indépendance de n variables aléatoires discretes, contrairement a celle de
I'indépendance des événements (définition 1.2.10), on ne regarde pas de propriétés
portant sur des sous-ensembles des n variables. La raison est la suivante : en som-
mant par exemple sur z, € F, I’égalité (2.1), et en utilisant la propriété de o-
additivité on obtient

]P)(Xl =T1,y... 7Xn71 = xnben € Fn) = P(Xl = .’]}'1) .. .P(Xn,1 = QCn,l)]P)(Xn < Fn)

n—1
1.e. P(Xl = T1,... aXn—l = xn—l) = H ]P)(XZ = Z’i),
=1

c’est-a-~dire une relation analogue a (2.1) mais dans laquelle la variable X, a disparu.
De fagon plus générale pour 1 < d < n, P(X; = x1,..., Xy = x4) = Hle P(X; =
— La remarque précédente permet de montrer que si les variables aléatoires discretes

Xq,..., X, sont indépendantes, pour 1 < d < n, les deux variables aléatoires
discretes (X7, ..., Xq) et (Xg41,...,X,) sont indépendantes : en effet,

P((X1,.. ., Xa) = (21, o, 2)P(Xists s Xn) = @y s T0))

n

d
=[[PXi=2) ] PX; =2)) =P(Xy =21,..., X, = 1)
i=1

Jj=d+1
Ce résultat se généralise bien str de la fagon suivante : Vm € {1,...,n — 1},
V1 < dy < dy < ... < dp < n, les variables aléatoires discretes (Xi,...,Xq,),

(Xaya1s -y Xag)y ooy (Xay 111, - -+, Xa,) et (Xg,,41,---,X,) sont indépendantes.

2.2.4 Lois discretes usuelles

Ce sont des lois qui portent sur F' C N.
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Loi de Bernoulli de parameétre p € [0, 1]

On dit que X suit la loi de Bernoulli de parametre p et on note X ~ B(p) si :

PX=1)=pet P(X=0)=1—p.

On a alors

vz € {0,1}, P(X =2) =p"(1 —p)'™® (convention : 0° = 1).

Exemple 2.2.8. Si A est un événement, 14 ~ B(P(A)).

0.24-

ool P(S = n)

0.164

0.12-

0.08+

0.04—

0.00 ‘ ‘ l ‘ ‘

-1 1 3 5 7 9 11
n

F1GURE 2.1 — Loi binomiale de parametres n = 10 et p = 0.3.
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Loi binomiale de parametres n € N* et p € [0, 1]

C’est la loi de la somme S = X; + ...+ X,, de n variables de Bernoulli de parametre
p indépendantes X7, ..., X,,. On a alors pour k € FF = {0,...,n},

P(S=k)=P(X;+..+X,=k)=P U X=X, =2}

z;€{0,1}
r1+...+xn=k

= Y P(Xy=ua,..., X, =1x,) par o-additivité,
= Z P(X; =x)...P(X, = z,) par indépendance des X,

_ Z p$1++l"n(1 o p>n_751_"'_$" d’apr\es (22),

z;€{0,1}
x1+...+Tn=k

= pF(1 —p)"*Card ({(z1,...,2,) € {0,1}": 2y +... +x, = k})
= (Z) P —p)" .

Le cardinal de {(z1,...,z,) € {0,1}" : @1 + ...+ x, = k} est (}) car I'application de
cet ensemble dans celui des parties de {1,...,n} a k éléments qui a (x1,...,z,) associe
{i : z; = 1} est une bijection.

n

SivV0 <k <n, ]P’(S:k):(k

) p*(1 —p)" ", on note S ~ B(n,p).

La loi binomiale de parametres n = 10 et p = 0.3 est représentée sur la figure 2.1.

Loi de Poisson de parametre A > 0

On dit que N suit la loi de Poisson de parametre A > 0 et on note N ~ P(A) si

)\n
VneN, P(N =n) = exp(—/\)—'.
n!

La loi de Poisson de parametre A = 2.5 est représentée sur la figure 2.2.

Loi géométrique de parametre p €0, 1]

C’est la loi du temps de premier succes dans une suite d’expériences aléatoires
indépendantes ou la probabilité de succes est p.
Une telle suite se modélise a 1'aide d’une suite (X;);>1 de variables indépendantes et iden-
tiquement distribuées (abréviation : I.I.D.) suivant la loi de Bernoulli de parametre p.
L’événement “la ieme expérience est un succes” s’écrit alors {X; = 1} et le temps T' de
premier succes est donné par

T=inf{i>1: X, =1}.
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0.28

0.24

0.2&7 P(N =n)

0.16

012

0.081

0.04

0,00

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
n

FIGURE 2.2 — Loi de Poisson de parametre A = 2.5.

Pour k£ > 1, en utilisant I'indépendance des X; on obtient

P(T=k) =P(X,=0,..., X1 =0,X; = 1)
=P(X,=0)...P(X)_1 =0)P(Xr =1) = (1 —p)p.

SiVk € N*, P(T = k) = p(1 — p)*~%, on note T' ~ Geo(p).

On vérifie que

PTeN)=> P(T=k=p) (1-p*'=p> (1-p)

keN* keN* leN

1

:pmzl.

La loi géométrique de parametre p = 0.39 est représentée sur la figure 2.3.
Exercice 2.2.9. Soit S ~ Geo(p) et T' ~ Geo(q) deux variables indépendantes. On cherche
la loi de Z = min(S,T).

1. Pour k € N*, calculer P(S > k).

2. En déduire P(Z > k).

3. Quelle est la loi de Z 7

4. Retrouver ce résultat en raisonnant en termes de temps de premier succes.

2.2.5 Loi marginale

Si X est une variable aléatoire discrete a valeurs dans F' et Y une variable discrete a
valeur dans G alors, comme le produit de deux ensembles dénombrables est dénombrable,
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0.4
0.3
0.2 P(T =n)
0.1
0.0+ ‘ — 1 1 —r
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n

FIGURE 2.3 — Loi géométrique de parametre p = 0.39.

(X,Y) est une variable aléatoire discrete a valeurs dans F' x GG. Mais la connaissance de
la loi de X et de la loi de Y ne suffit pas a connaitre la loi de (X,Y). Il faut rajouter
de l'information comme par exemple le caractere indépendant de X et Y qui entraine
P(X,Y) = (z,y)) = P(X = 2)P(Y = y) pour obtenir la loi du couple.

Exemple 2.2.10. Soit X ~ B(1/2). Alors il est facile de voir que Y =1 — X ~ B(1/2).

. . . L
Ainsi Y a méme loi que X, ce que 'on note aussi Y = X.
Donc les premieres coordonnées des couples (X, X) et (X,Y) ont méme loi de méme que
les secondes coordonnées. Mais les deux couples n’ont bien stir pas la méme loi :

P((X,Y) = (1,0)) = B(X = 1) = £ 0= P((X, X) = (1,0))

En revanche, si I'on connait la loi du couple discret (X,Y) on en déduit la loi de X (et
celle de Y') par la formule dite de la loi marginale :

Proposition 2.2.11. Soit (X,Y') un couple discret a valeurs dans F x G. Alors

VeeF P(X =2)=) P(X=uY=y).

yeG

On somme sur les valeurs prises par la variable Y dont on souhaite se débarrasser.

Démonstration : Le résultat se déduit de la propriété de o-additivité en remarquant
que {X = z} est I'union disjointe de la famille dénombrable {X = z.Y = y},cq. O
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Remarque 2.2.12. Sila loi de (X,Y") se met sous forme produit i.e.
V(z,y) € F x G, P(X =2,V =y) = cu(z)v(y),
alors les variables X et Y sont indépendantes de lois respectives (pu(x)/ > cp (@) zer

et (V(Y)/ X yea?V))yec-
En effet, comme Z(w,yy/)eFXc]P’(X =2Y =9y) =1,

/() (5)

y'eG
La formule de la loi marginale permet de vérifier que P(X = z) = p(x)/ >, cppu(2’) et
P(Y =y) =v(y)/ X eqv(y) et on abien P(X =2,V =y) =P(X =2) x P(Y = y).

2.3 Espérance et variance

2.3.1 Espérance

Définition 2.3.1. Soit X : Q@ — F C R une variable aléatoire discrete a valeurs réelles.
Elle est dite intégrable si ) |2|P(X = x) < 4+00. Dans ce cas, on définit son espérance
E(X) par

E(X) =) aP(X =ux).

zeF

Remarque 2.3.2. — Le caractere intégrable et ’espérance d’une variable aléatoire ne
dépendent que de sa loi : X £V = E(X)=E(Y).
— Si on note |F| = {|z|: x € F}, alors
Y P(X =)= (yPX =y)+|-yP(X =—y)= > yP(X|=y).
el ye|F| yE|F|
Donc X est intégrable si et seulement si | X | est et dans ce cas, |[E(X)| < E(|X]).

— E(1) = 1. Plus généralement, ’espérance d'une constante est égale a cette constante.

— Soit A un événement. Sa fonction indicatrice qui est a valeurs dans {0,1} est bien
sur intégrable et

Ainsi 'espérance de la fonction indicatrice d’un événement est égale a la probabilité
de cet événement. On peut donc dire que la notion d’espérance prolonge celle de
probabilité.

Exemple 2.3.3. — Si X ~ B(p),

E(X)=1xP(X =1)+0xP(X =0) = p.
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— SiY ~P(Y),
A" A1 2k
E(Y) =D _nexp(-N)T7 = Aexp(=}) 3 gy = Aexp(=4) D _ 77 = A
— Si Z ~ Geo(p),
E(Z) =Y np(l—p)" " =p(—f(p) ou f(z)=> (1-z)"= i
neN* keN
) _, L1
D'ou E(Z) =p el

Le fait que le temps moyen d’attente du premier succes décroisse avec la probabilité
de succes est parfaitement intuitif.

Propriétés 2.3.4. 1. Linéarité : si X et Y sont deuxr variables discrétes a valeurs
réelles intégrables et X € R, alors X + \Y est intégrable et

E(X + \Y) = E(X) + AE(Y).

2. Condition suffisante d'intégrabilité : Si X et Y deux variables aléatoires discretes
réelles t.q. P(|X| < |Y]) =1 et Y est intégrable, alors X l’est aussi.

3. Positivité : si X est une variable aléatoire discréte intégrable et presque surement
positive au sens ou P(X > 0) =1 alors

e E(X)>0.
e E(X)=0=P(X =0)=1 (On dit alors que X est presque stirement nulle).

4. Croissance : si X et'Y sont deux variables intégrables t.q. P(X > Y) = 1 alors
E(X) > E(Y).

Exercice 2.3.5. Soit Y ~ B(n,p). Montrer sans calcul que E(Y') = np.

Démonstration :

Linéarité : Si F' et G désignent les ensembles dénombrables dans lesquels X et Y prennent
leurs valeurs, alors Z = X + A\Y est une variable aléatoire discrete a valeurs dans H =
{z+ Xy : (z,y) € F x G}. En utilisant le fait que pour z € H, I"événement {Z = z} est
'union disjointe de la famille dénombrable {X = 2,Y = y}(z)crxGotry=2, O Obtient
par o-additivité que

P(Z=2z)= Y PX=zY=y= > lanaPX=12Y=y. (23)

(z,i)fFXG (x,y)EFXG
T+Ay=z2

Vérifions d’abord 'intégrabilité de Z : en utilisant (2.3) et le Théoreme de Fubini 2.2.1,
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on a
YEPEZ=2=>"1z1 > = P(X =2,V =y)
z€H z€H (z,y)eFxG

= Z Z 1{x+/\y:z}|x + )\y“P)(X =Y = y)

2€H (z,y)eFxG

= Y (Z 1{x+Ay_z}> 2+ M\|P(X =2, =y)

(z,y)eFXG \z€H
= Y |+ MPX =zY =y
(z,y)EFXG
< > (2l + DB =2,Y =y)
(z,y)EFXG
= 2> PX =2,Y =)+ A |y ) P(X =2,Y =y)
zeF yeG yeG zeF
= Z |z|P(X = x) + || Z ly|P(Y = y) d’apres la proposition 2.2.11.
zeF yeG

Le dernier membre est fini par intégrabilité de X et Y.

Pour montrer que E(Z) = E(X) + AE(Y), on reprend le calcul que 'on vient d’effectuer
en enlevant les valeurs absolues.

C.S. d’intégrabilité :

Soit X et Y deux variables aléatoires discretes réelles a valeurs respectives dans F' et GG
t.q. P(|X] < |Y]) = 1. Alors V(z,y) € F x G t.q. |z| > |y|, P(X = 2,Y =y) = 0. En
utilisant la formule de la loi marginale, on en déduit que

dPX =x)= Y |[PX=zY=y)

zeF (z,y)eFXG
< D) WPX =Y =y) =) PV =y).
(z,y)eFXG yeG

Donc si Y est intégrable, alors X I'est aussi.

Positivité et croissance :
Si X est intégrable, par définition E(X) = > _.2P(X = z). Si en outre P(X > 0) =1
alors

P(X <0)=) P(X=1x)=0 dob E(X)=) aP(X =z).

z€F zeF
<0 >0

Ainsi E(X) > 0.

On en déduit en outre que si E(X) = 0, alors Vo € FN|0,4+oo[, P(X = x) = 0, ce qui

entraine que P(X > 0) = Zzeg P(X =2)=0puisP(X =0) =P(X >0)—-P(X >0) = 1.
>

Lorsque X et Y intégrables vérifient P(X > Y) = 1, alors P(X —Y > 0) = 1 ce qui

entraine E(X —Y) > 0. On en déduit par linéarité de I’espérance que

E(X)=E(X — V) +E(Y) > E(Y).
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O

Le résultat suivant qui exprime 'espérance de f(X) en fonction de la loi de X est tres
utile en pratique.

Théoréme 2.3.6. Soit X : 2 — F une variable aléatoire discréte et f: F — R. Alors
la variable f(X) est intégrable si et seulement si ) . |f(z)P(X = x) < +o0 et alors,

E(f(X)) =) f@)P(X =2).

zeF

Remarque 2.3.7. — Si [ est bornée sur F alors ) _.|f(x)P(X = z) <
sup,ep | f(x)] et f(X) est intégrable.

— E(f(X)) ne dépend que de laloide X : X £Y = E(f(X)) =E(f(Y)).

Démonstration : La variable aléatoire Y = f(X) est discrete a valeurs dans f(F).

YWY =y = >yl > PX =12)=) [f@)P(X =x).
)

yef(F yef(F) f(zf)iy zeF
D’ou la caractérisation de I'intégrabilité de f(X). Dans le cas ou cette variable aléatoire
est effectivement intégrable, on peut reprendre le calcul précédent en enlevant les valeurs
absolues pour obtenir 'expression désirée de son espérance. ([l

La caractérisation suivante de 'indépendance au travers des espérances fait intervenir un
produit. D’une fagon tres générale I'indépendance permet d’effectuer des factorisations et
il est bon d’avoir en téte le lien “indépendance = produit”.

Proposition 2.3.8. Soient X etY deux variables aléatoires discréetes a valeurs respecti-
vement dans F et G.

1. 8i X etY sont indépendantes alors pour toutes fonctions f : FF —- R et g: G — R
t.q. f(X) et g(Y') sont intégrables, alors f(X)g(Y) est intégrable et

E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(9(Y)).

2. Inversement, si pour toutes fonctions f : FF — R et g : G — R bornées,
E(f(X)g(Y)) =E(f(X))E(g(Y)), alors X etY sont indépendantes.

Démonstration :
1. Supposons f(X) et g(Y) intégrables avec X et Y indépendantes. L’indépendance en-
tralne que

Y. @wPX =zY=y= > [f(@)llgy)PX =2)P(Y =y)

(z,y)EFXG (z,y)EFXG
= (Z |f ()| P(X = x)) (Z l9(y)[P(Y = y)) :
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Le dernier membre est fini par intégrabilité de f(X) et g(Y') et d’apres le théoreme 2.3.6.
Toujours d’apres ce résultat, on en déduit que f(X)g(Y) est intégrable. En reprenant le
calcul qui précede sans valeurs absolues, on conclut que I'espérance du produit est égale
au produit des espérances.

2. Pour x € F et y € G, on introduit les fonctions bornées f(w) = L=z et g(2) = L.y
En utilisant la remarque 2.3.2, I’égalité de 1’énoncé se récrit

PX =z,Y =y) =P(X =2)P(Y =vy).

O

Exercice 2.3.9. Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires discretes
indépendantes a valeurs respectives dans F et G, et ¢ : FF — F', ¢ : G — G’ alors
les variables ¢(X) et ¥(Y) sont indépendantes.

2.3.2 Variance

Définition 2.3.10. — Soit X : Q — F' C R une variable aléatoire discréete a valeurs
réelles. Alors X est dite de carré intégrable si X? est intégrable i.e. si

ZQ:Q]P’(X = x) < +o0.

zeF

Dans ce cas, on définit la variance de X par

Var(X) = E((X — E(X))?).

— La racine carrée de la variance est appelée écart-type.

Remarque 2.3.11. — Si X est de carré intégrable alors comme |X| < (1 + X?)/2,
d’apres la condition suffisante d’intégrabilité donnée dans les propriétés 2.3.4, cette
variable est intégrable ce qui donne un sens a E(X). En outre, par linéarité de
espérance, (X —E(X))? = X? —2E(X)X 4+ E(X)? est intégrable. Ainsi la variance
est bien définie.

— La variance et I’écart-type mesurent 1’étalement de la variable aléatoire X autour
de son espérance : plus ils sont grands et plus X est étalée.

Exercice 2.3.12. — Montrer que

Var(X) = E(X?) — (E(X))2. (2.4)

— Montrer que Va,b € R, Var(aX + b) = a*Var(X).

Remarque 2.3.13. — L’expression (2.4) et la remarque 2.3.7 impliquent que la va-
riance d’une variable aléatoire ne dépend que de sa loi : X Ly — Var(X) =
Var(Y).

— Comme par positivité de 'espérance Var(X) > 0, I'égalité (2.4) entraine que
E(X?) > (E(X))%
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Dans I’énoncé suivant, I’hypothese d’indépendance est essentielle. Pour une fois, elle
ne permet pas une factorisation mais une sommation :

Proposition 2.3.14. Soit Xy,..., X, des variables aléatoires de carré intégrable. Alors
X1+ ...+ X, est de carré intégrable et

si les X; sont indépendantes, alors Var(X; + ...+ X,,) = ZVar(Xi).
i=1

Démonstration : Le fait que la somme X; + ...+ X, est de carré intégrable découle
de I'inégalité (X7 + ...+ X,,)? < n(X7 + -+ X2). Par linéarité de l'espérance,

n

Var(X; + ...+ X,,) =E (Z(Xz - E(Xz)>>

=E <Z(X¢ —E(X3))(X; — IE()Q))) :

SiY et Z sont deux variables de carré intégrable, comme |Y Z| < (Y?+2?)/2, leur produit
Y Z est intégrable. Donc chaque terme (X; — E(X;))(X; — E(Xj;)) est intégrable et par
linéarité de ’espérance,

Var(X; + ...+ X,,) = ZVal“(Xi) + Z ZE (X — E(X)(X; — E(X;)))

J#i
On conclut en remarquant que par indépendance des variables Xy, ..., X,,, pour i # j,
E((Xi — E(Xi)(X; — E(X;))) = E(X; — E(X;))E(X; — E(X;)) = 0.
O
Exercice 2.3.15. Calculer la variance d’une variable de Bernoulli de parametre p, d'une

variable binomiale de parametres n et p, d’'une variable de Poisson de parametre A et
d’une variable géométrique de parametre p.

2.4 Fonction génératrice
des variables aléatoires entieres

Définition 2.4.1. Soit X : Q2 — N une variable aléatoire discréte a valeurs entiéres. On
appelle fonction génératrice de X la fonction gx : [—1,1] — R définie par

gx(s) = E(s*) = Z s"P(X = n).

neN
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Exemple 2.4.2. — Si X ~ B(n,p),
ox(6) = E) = 3o (o —p = o ()
— SiY ~ Geo(p)
= gN: s"p(1—p)" " =ps r;N*((l—p)S)”‘l = ps %ZN((l—p)S)k =T 1 o (]198_ s
— Si N~ PN,

gN(s):Zs"e_’\ = _)‘Z =MD,

neN neN

Comme ) P(X =n) =1 < +o0, la série entiere ) s"P(X =n) = gx(s) a un
rayon de convergence supérieur ou égal a 1, est C* sur | — 1, 1] et continue sur [—1,1].

En particulier si on note gg() sa dérivée d’ordre k, on a

®) o
VkeN, P(X = k) = ngl( ),
ce qui implique la premiere des propriétés suivantes.
Propriétés 2.4.3. 1. La fonction génémtrice d’une wvariable aléatoire entiére ca-

ractérise sa loi - si X,Y : Q= N, alors X £V & Vs € [—1,1], gx(s) = gv(s).

2. Pour k € N*, limg ;- gg()(s) = skt X (n=1)x...x(n—-k+1)P(X =n) ou
les deux membres sont a valeurs dans Ry U{+oco}. En particulier, X est intégrable
ssi limg_1- g (s) < 400 et dans ce cas, E(X) = limy_,1- ¢ (s).

Démonstration : Pour démontrer la seconde assertion, on pose a, = lg>pn X ... X
(n—k+ 1)P(X =n). Pour s €] — 1, 1], on a alors ggﬁ)(s) =3 en ans" R
Si ) ey @n = +00, On remarque que

ny 2l 1 &
Vi > k, Vs € 27V mR) 1], ggﬁ)(S) > ;ansn—k > gm—k;an > 5 ;am

ce qui li (k) (o) —
qui assure que limg ;- gy’ (s) = +00.
Si Y en tn < +00, YRy >k, Vs € [0,1],

OSZ%—QX Z (1—s"" —i—ZanS(l— "1kZan+Zan

neN n=1 n>ni neN n>ni

On conclut en remarquant que le second terme du membre de droite est arbitrairement
petit pour ny assez grand tandis qu’a n; fixé, le premier terme tend vers 0 lorsque s — 1.
O

Un des principaux intéréts de la fonction génératrice est qu’elle permet tres facilement de
caractériser la loi de la somme de variables aléatoires entieres indépendantes. En effet si X
et Y sont de telles variables et s € [—1, 1], alors d’apres la proposition 2.3.8, E(sX*Y) =
E(s¥sY) = E(s*)E(sY), ce qui démontre le résultat suivant.
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Proposition 2.4.4. 5i X : Q —- N et Y : Q — N sont indépendantes alors

Vs € [=1,1], gx1v(s) = gx(s) X gv(s).
Exercice résolu 2.4.5. Soit (X;);>1 wune suite de wvariables aléatoires entiéres

indépendantes et identiquement distribuées et N wune wvariable aléatoire entiere
indépendante de la suite. On pose

5 Xi+...+ Xy si N eN*
l0siN=0

Exprimer gs en fonction de gx, et gy. En déduire la loi de S lorsque N suit la loi
géométrique de parametre p et les X; la loi géométrique de paramétre q.

La somme définissant S est doublement aléatoire puisque les X; sont aléatoires mais
I'indice terminal de sommation N est aussi aléatoire. Pour effectuer le calcul, on va
décomposer 'espérance donnant la fonction génératrice de S sur les valeurs prises par
cet indice en remarquant que ), 1{ny=n} = 1 puis utiliser les propriétés d’indépendance
entre les différentes variables aléatoires. Ainsi,

—E (Z 1{N:n}55> - )+ ) _E (1{N n}Hs )

neN neN*
=Y P(N =n)gx, (s)" = gn(gx,(5)).
neN
Dans le cas particulier évoqué dans 'énoncé, gy (s) = ﬁ, gx,(s) = m et
qus ) pgs pgs
1—(1—q)s
gS S) = — = = .
() 1— e 1-(1—g)s—(1—-plgs 1-(1-pg)s

On reconnait la fonction génératrice de la loi géométrique de parametre pg et on conclut
que S ~ Geo(pq).

2.5 Loi et espérance conditionnelles

Définition 2.5.1. Soient X etY deuz variables aléatoires discrétes a valeurs respectives
dans F et G. Pour y € G, on appelle loi conditionnelle de X sachant Y = y la famille
des nombres (P(X = z|Y = ¥)),cp-

Remarque 2.5.2. D’apres la définition 1.2.1, on a
P(X ==x,Y =vy)

PX =2lY =y) = PY =y)
P(X = z) sinon.

si P(Y =) >0

Comme d’apres la proposition 2.2.11, >° _.P(X = 2,Y = y) = P(Y = y), lorsque
P(Y =y)>0,0na

S PX=aly =) =) P(XP(:Yx’:Z): v _ ZIP’ —y)=1.

zeF zeF zGF

Dans le cas ou P(Y = y) = 0, cette propriété reste vraie puisque ) _.P(X = z|Y =
Y) =2 per P(X =2) = 1.
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Proposition 2.5.3. Les variables X et'Y sont indépendantes si et seulement si la lot
conditionnelle de X sachantY =y ne dépend pas de y € G.

Démonstration : Il est immédiat de vérifier la condition nécessaire. Nous allons donc
nous concentrer sur la condition suflisante.
Par hypothese, pour tout = € F, il existe u(x) t.q. Vy € G,

P(X = afY =) = (). (2.5)

A z fixé, en multipliant cette égalité par P(Y = y) et en sommant sur y € G, on obtient
P(X = x) = pu(x). Donc (2.5) se récrit

PX=2Y =y =PX =2)PY =y).

0

Définition 2.5.4. Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans F' et
G respectivement et f : F x G — R telle que f(X,Y) est intégrable.

On appelle espérance conditionnelle de f(X,Y) sachant Y et on note E(f(X,Y)|Y) la
variable aléatoire discréte

E(f(X,V)Y) =v(Y) o Yy e G, d(y) =D fla,y)P(X ==Y =y).

zeF

Lorsque X est a valeurs réelles intégrable, pour le choix f(x,y) = z, on obtient le

Cas particulier : |[E(X|Y) =¢(Y) ou Yy € G, ¢(y) = ZxIP’(X =z|Y =vy).

zeF

Remarque 2.5.5. — Notons que dans le cas général,

> (Z |f(z,y)[P(X =2V = y)) P(Y=y)= Y |f(z.y)|P(X =2Y =y)

yeG \zeF zeFyeG

— E|f(X,Y)] < +oo. (2.6)

On en déduit que 'ensemble A = {y € G: Y . |f(z,y)|P(X = 2|V = y) = 400}
sur lequel 1(y) n'est pas défini vérifie P(Y € A) = > o 1a(y)P(Y = y) = 0.
Ainsi les variables aléatoires ¥ (Y) et donc E(f(X,Y)|Y) sont bien définies avec
probabilité 1.

— Lorsque X et Y sont indépendantes, E(f(X,Y)|Y) = ¢(Y) ou ¢(y) = E(f(X,v))
pour tout y € G.

Proposition 2.5.6. On suppose que f(X,Y) est intégrable. Pour toute fonction g :
G — R telle que f(X,Y)g(Y) est intégrable, la variable aléatoire E(f(X,Y)|Y)g(Y) est
intégrable et on a

EE( (X, Y)Y)g(Y)) = E(f(X,Y)g(Y))-
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Démonstration : L’intégrabilité de E(f(X,Y)|Y)g(Y) se démontre en remarquant que

poury € G, [¥(y)g(y)| < l9(W)| > ,er |f(,y)|P(X = 2]Y = y) puis en raisonnant comme
dans (2.6). En outre,

E(E(f(X.Y)|Y)g(Y) =Y g)y)PY =y)

yeG

=Y 9v) (Z fla.y)P(X =Y = 1/>> P(Y =y)
yeG zeF

= Y S )ewBX = 2.Y = y) = E(/(X.Y)g(¥))
zeFyeG

O

Corollaire 2.5.7. Si la variable f(X,Y) est intégrable, alors l’espérance conditionnelle
E(f(X,Y)|Y) Uest aussi et E(E(f(X,Y)|Y)) =E(f(X,Y)). En outre, si f(X,Y) est de
carré intégrable, E(f(X,Y)|Y) Uest aussi et Var(E(f(X,Y)|Y)) < Var(f(X,Y)).

Démonstration : La premiere assertion s’obtient en prenant g = 1 dans 'égalité de la
proposition 2.5.6. Supposons maintenant f(X,Y’) de carré intégrable. Par I'inégalité de
Cauchy-Schwarz et comme ) . P(X =z|Y =y) =1,

2
(X e VER =2V =iix VB =2V =3)) < ¥ P )X = alY = )1
zeF zeF
Donc E(f(X,Y)|Y)? <E(f*(X,Y)]Y). Comme E(f*(X,Y)|Y) est intégrable d’espérance
égale & E(f%(X,Y)), on déduit des propriétés 2.3.4 que E(f(X,Y)|Y)? est intégrable et
que

E(E(f(X,Y)[Y)?) <E(f}(X,Y)).

On conclut en soustrayant (E(E(f(X,Y)|Y)))* = (E(f(X,Y)))* & cette inégalité. O

Exercice résolu 2.5.8. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires I.1.D. (indépendantes
et identiquement distribuées) suivant la loi de Bernoulli de paramétre p €]0,1] et S =

Xy + ...+ X, leur somme. Pour s € [0,n], donner la loi conditionnelle de X, sachant
S = s et calculer E(X,]5).

Soit x € {0, 1}.

P(S=s) P(S = s)
_ P(Xl =T P(X2 Tt Xp =5 x) par indépendance des Xj;.

P(S = s)

P(X;=2,S=s) PXi=2,Xo+.. +X,=5—
P(X, = 38 = 5) = L ‘”SS ) _Ph=2 Xt 4 X =5—1)

On a P(X; =x)=p*(1—p)' =
La variable S suit la loi binomiale B(n, p) tandis que X5 + ...+ X, ~ B(n — 1,p). Donc
P(S=s)=(")p(1—p)" et

Osis—x=nous—x=—1,
(nfl)ps—g%l o p>nflfs+x sinon.

S—XT

P(X2+...+Xn:s—x):{
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Donc
Osis—x=nous—z=-—1
P(X; =x|S=s)= n:; n—1)! s n—s)! z —z s
= T L) e e e ) sinon

Ainsi pour = € {0,1}, P(X; = z|S = s) = (£)° (%)1_96.

On conclut que la loi conditionnelle de X; sachant S = s est la loi de Bernoulli de pa-
rametre s/n, ce qui est assez intuitif. Il faut remarquer qu’elle ne dépend pas du parametre
p de départ.

Enfin, comme 0 x P(X; = 0[S =) + 1 x P(X; = 1|S = s) = s/n, E(X;]S) = S/n.

2.6 Exercices

Exercice 2.6.1. Soit N une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de parametre
A > 0. Calculer E (15).

N+1

Exercice 2.6.2. Soient X et Y des variables indépendantes qui suivent des lois binomiales
de parametres respectifs (n,p) et (m,p). Quelle est la loi de la somme S = X +Y 7

Exercice 2.6.3. Dans la population, une proportion p << 1 d’individus est touchée par
une maladie. Lors du test sanguin qui permet de détecter cette maladie, on groupe les
échantillons de sang par lots de n > 2 : si le test est négatif, les n patients du lot sont
sains tandis que si le test est positif, on pratique n tests individuels pour déterminer quels
sont les patients atteints. Le cotut d’un test sera pris égal a 1.
1. Montrer que le cott moyen par individu est égal & C(n) =1+ < — (1 — p)". En
faisant un développement au premier ordre en utilisant np << 1, trouver la valeur
de n qui minimise ce cofit.

2. Dans le cas ou p = 0.01, calculer cette valeur optimale ainsi que I’économie réalisée
par rapport au cas n = 1 ou on teste le sang de chaque patient séparément.

Exercice corrigé 2.6.4. Un composant électronique a une durée de vie X qu’on mesure
en nombre entier d'unités de temps. On fait ’hypothese que, a chaque unité de temps, ce
composant a une probabilité p €]0, 1] de tomber en panne, de sorte que X ~ Geo(p). On
considere un autre composant dont la durée de vie Y est indépendante de X et de méme
loi. On pose
S=min(X,Y)etT =|X —-Y]|.

1. Que représentent S et T'7

2. Calculer P(S =set T'=1t) pour s > 1 et t >0 (distinguer t =0 de t > 1).

3. En déduire les lois de S et T puis E(T"). Quel est le nom de la loi de S7

4. Les variables aléatoires S et T sont-elles indépendantes ?

Exercice 2.6.5. 1. Pourn € N*, 0 < p < 1et k € N, on note b, ,(k) la probabilité
pour qu’une variable qui suit la loi binomiale de parametre (n, p) vaille k. De manieére
analogue, pour A > 0 et k£ € N, on note p,(k) la probabilité pour qu'une variable
qui suit la loi de Poisson de parametre A vaille k.

Montrer que si n — 400 et p — 0 avec np — A la loi de binomiale de parametre
(n,p) converge vers la loi de Poisson de parametre A au sens suivant :

Vk € N, lim b, (k) = pa(k).
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. . , . |
Indication : commencer par montrer que pour k € N fixé, lim,, , | o (n_”m =1.

2. Si X est une variable discrete distribuée suivant la loi de Poisson de parametre A,
calculer P(X =1|X > 1).
Dans une ville de 200000 personnes, un voleur a laissé une empreinte digitale de type
t. La police arrete un suspect dont les empreintes digitales sont de type t. Sachant
que la probabilité pour quune personne ait des empreintes de ce type est 5.107¢,
est-il raisonnable de condamner le suspect sur la foi de ce seul indice ?

3. Aux jeux olympiques de Sydney, 300 médailles d’or ont été mises en jeu.
En faisant I'hypothese que “le nombre de médailles d’or remportées par un
pays est proportionnel a sa population” que l'on traduit mathématiquement
en supposant que ce nombre est une variable binomiale de parametre (n =
300, p = population du pays/population mondiale), calculer la probabilité pour que
le nombre de médailles d’or remportées par les athletes francais soit supérieur ou
égal a 10 (la population francaise sera prise égale a 50 millions et la population
mondiale & 5 milliards). Que concluez-vous du fait que la France a remporté 13
médailles d’or 7

Exercice 2.6.6. Une urne contient n; boules blanches et ny boules noires.

1. On choisit simultanément au hasard n < n; + ny boules dans 'urne et on note N
le nombre de boules blanches obtenues. Pour k € {0,...,n}, calculer hy, ,, »,(k) =
P(N = k).

2. On tire successivement n boules sans remise dans 'urne. Vérifier que la loi du nombre
de boules blanches obtenues est la méme qu’a la question précédente. Cette loi porte
le nom de loi hypergéométrique de parametre (n,ny, ns).

ni
n1+n2

3. Déterminer la limite de hy, », n, (k) lorsque min(ny, ny) — 400 avec — p.

Exercice 2.6.7. On suppose que le nombre N de clients pendant une journée dans un
grand magasin suit la loi de Poisson de parametre A > 0.

Chaque client a une probabilité p de se faire voler son portefeuille et ce indépendamment
des autres clients, ce que l'on modelise a l'aide d’une suite (X;);>1 de variables I.I.D.
suivant la loi de Bernoulli de parametre p indépendante de N : X; = 1 si le ieme client se
fait dépouiller.

1. Exprimer le nombre V' de clients volés en fonction de NV et des X;.
2. Déterminer la loi de (V, N — V). En déduire la loi de V, celle de N — V. Ces deux

variables aléatoires sont-elles indépendantes ?

Exercice 2.6.8. On considere une suite (X;);>; de variables de Bernoulli de parametre p
(0 < p < 1) indépendantes (schéma de Bernoulli) et on s’intéresse aux temps d’apparition

TlO = mf{z 2 2, (Xi—laXi) = (1,0)} et Tll = mf{z 2 2, (Xi—17Xi) = (1, 1)}
des séquences “10” et “117.
1. Soit Ty = inf{s > 1, X; = 1}. Calculer P(Ty = k,Tio — T1 = [) et en déduire
Iespérance de Tig.

2. Calculer P(T1; = 2), puis montrer en distinguant les cas X; = 0, (X1, Xs) = (1,0)
et (X1, X2) = (1,1) que Vk > 3,

En déduire I'espérance de Ti;.
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3. On suppose p = 1/2. Comparer les espérances de Tjy et T1;. En remarquant que
{Th1 < T} = {X7,+1 = 1} et en découpant cet événement suivant les valeurs prises
par Ty, calculer P(T}; < Tyo). Commentaires ?

Exercice 2.6.9. 1. Soit X une variable aléatoire discrete qui suit la loi géométrique
de parametre p (0 < p < 1).
Montrer que X “n’a pas de mémoire”, c¢’est-a-dire que la loi conditionnelle de X —ny
sachant X > ngy ne dépend pas de ng > 0.

2. Inversement, caractériser la loi d'une variable aléatoire a valeurs dans N* qui “n’a
pas de mémoire”. On pourra pour cela montrer par récurrence que

Vi >1, P(X > k) =P(X >2)F

Exercice 2.6.10. Est-il possible de piper deux dés a 6 faces indépendants de facon a ce
que leur somme soit uniformément répartie sur {2,...,12} 7

Indication : on pourra commencer par montrer que si cela est possible, alors la fonction
génératrice associée au résultat de chacun des dés admet au moins deux racines réelles.

Exercice 2.6.11. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes distribuées res-
pectivement suivant les lois de Poisson de parametre A > 0 et de parametre 4 > 0. On
note S =X+Y.

1. Déterminer la loi de S.

2. Pour tout s € N déterminer la loi conditionnelle de X sachant S = s.

3. Donner E(X|S).

Probléme corrigé 2.6.12. Soit Ay, --- , A, une suite d’événements.

1. Montrer que 14,004, =1 —[[1=, (1 — 14,).
2. En déduire la formule de Poincaré :

P(AiU...UA) =) (=) Y P4, N...NA4,).

k=1 1<i1<...<ig<n

Application : Une personne écrit a n correspondants des lettres personnelles, met
chaque lettre dans une enveloppe, ferme les enveloppes, puis écrit les adresses au
hasard. On s’intéresse au nombre X,, de lettres qui parviennent a leur destinataire.
Pour 1 <i < n, on note A; I’événement : la lettre ¢ arrive a son destinataire.

3. Préciser I'espace fini €2 choisi pour modéliser le probleme ainsi que la probabilité P
dont il est muni.
Pour 1 <k <netl<i; <iy<...<i,<n,calculer P(4;, N...NA4;,).

4. En déduire P(X,, > 0) puis P(X,, = 0). Quel est le nombre de permutations o de
{1,...,n} sans point fixe i.e. telles que Vi € {1,...,n}, o(i) #i7
5. En déduire que pour 1 < k < net 1 < 41 < iy < ... < 1 < n,

n—k
(n—k)! (-t . .
P{X,=k}NnA,N...NA;,) = " ZEZO I puis donner la loi de X,,.

(_1)n—(k—1)
(k—Dl(n—(k—1))!
{1,...,n}. En déduire que E(X,) = 1. Retrouver ce résultat en remarquant que
Xn = Z?zl 1A¢'

6. Vérifier que kP(X, =k)=P(X,=k—1)—

pour k dans
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7. Soit X une variable de loi de Poisson de parametre 1. Vérifier que pour tout entier

o, lim, oo P(X,, = k) = P(X = k).

Probleme corrigé 2.6.13. Pour fidéliser ses clients, une marque de chocolat place dans
chaque tablette une piece d’un puzzle. Le puzzle est composé de n morceaux distincts.
Le morceau qui se trouve dans une tablette est supposé suivre une loi uniforme sur les
n morceaux possibles. Le client est supposé acheter les différentes tablettes au hasard.
On s’intéresse au nombre N d’achats a réaliser pour obtenir I’ensemble des morceaux du
puzzle.

Evénements

1. Pour 0 <m <n—1, que vaut P(N >m)?
2. On suppose maintenant m > n.

(a) Pour 1 < k < mn, on désigne par A" I'événement “la piece k n’a toujours pas
été obtenue au bout de m achats”. Calculer pour ky,... k. € {1,...,n} des
entiers distincts, la probabilité¢ P(A7' N...N A}?) (préciser 'espace fini 2 choisi
pour modéliser les pieces obtenues dans les m tablettes et la probabilité dont
il est muni).

(b) Montrer que {N > m} = U AT
k=1
(¢) En déduire que

r=1
+oo
3. En remarquant que pour tout [ € N, [ = Z 1{;>m}, montrer que
m=0

E(N) = iOIP’(N > m).

En déduire une expression pour cette espérance.
4. Donner la loi de N.

Variables aléatoires

La premiere piece ayant été découverte dans la premiere tablette (NV; = 1), on note N; le
nombre d’achats supplémentaires nécessaires a l'obtention d’une seconde piece, puis N3
le nombre d’achats supplémentaires nécessaires a ’obtention d’une troisieme, et ainsi de
suite.

1. Exprimer N en fonction de Ny,Ns, ..., N,.

2. On note X; le numéro de la i-eme piece de puzzle obtenue. Pour m > 1, montrer

que
n

{(Ny=m} = X1 =i, X =i, Xpy =i, Xpnp1 #}.

=1

3. Par hypothese, les X; sont des variables aléatoires indépendantes, de loi uniforme
sur {1,...,n}. En déduire la loi de Nj.
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4. Pour mg,m3 > 1, exprimer I'événement { Ny = my, N3 = m3} en fonction des X;.
Calculer sa probabilité et en déduire I'indépendance de Ny et Nj.

5. Justifier intuitivement que les N; sont des variables de loi géométrique et donner
leurs parametres.

6. En déduire une autre expression de l'espérance de N.

S ()0 -

r=1

7. Conclure que
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2.7 Résumé

e Variable aléatoire discrete X : 0 — F ou F est dénombrable.
La famille (P(X = z)),cr s’appelle la loi de X.

e Soit X et Y deux variables discretes a valeurs respectives dans F' et G.

- Loi marginale : Vx € F, P(X =2) =) _P(X ==z,Y =y).

yeG

- Loi conditionnelle de X sachant Y =y :

P(X =2,V = y))
P<Y = y) zeF

(IP’(X =Y =y) =

- Indépendance si Vo € F, Vy € G, P(X =2,V =y) = P(X = 2)P(Y = y)
<= la loi conditionnelle de X sachant Y = y ne dépend pas de y € G.

e Espérance et variance X : Q) — ' C R est dite

- intégrable si ) _p |7|/P(X = ) < 400 et alors |E(X) = ZxIP’(X =z).

zeF

- de carré intégrable si Y 2?P(X = z) < +00 et alors
Var(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) — E(X)%.

Propriétés :

Pour tout événement A, |P(A) = E(14).

Linéarité : E(X + \Y) = E(X) + AE(Y).

Croissance : P(X >Y) =1= E(X) > E(Y).

- X et Y indépendantes = E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)).

- Xi,..., X, indépendantes = Var(X; +... + X,,) = >, Var(X;).

e Espérance de f(X) : f(X) est intégrable ssi ) . |f(z)[P(X = ) < 400 et alors

E(f(X) =) f@)P(X = ).

zeF

e Fonction génératrice de X : Q@ — N : s € [—1,1] — gx(s) = E(s¥) caractérise
laloi de X. SiY : Q — N est indépendante de X, gx1y = gx X gy

e Espérance conditionnelle de f(X,Y) sachant Y (ou f(X,Y) intégrable) :

E(f(X,V)[Y)=¢(Y) ont Vy € G, d(y) = fla,y)P(X ==Y =y).

zeF

Vg: G =R, tq f(X,Y)g(Y) intég, E(E(f(X,Y)[Y)g(Y)) = E(f(X,Y)g(Y)).
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e Lois discretes usuelles :
Nom Loi E(X) | Var(X) 9x(s)
Bernoulli
B(p) PX=1)=p=1-P(X =0) p | p(l—=p) | 1-p+ps
binomiale
B(n,p) |[VO<k<n PX=k=_)p"0=p" %] np |np(—p) | (1—p+ps)"
Poisson
P(N) vn e N, P(X =n) =exp(—)\)2; A A M=)
géométrique
* _ _ n—1 1 1-p ps
Qeo(p) Vn eN ) ]P)(X - n) - p(l - p) P P2 I—(1—p)s




36

CHAPITRE 2. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES



Chapitre 3

Variables aléatoires a densité

Si on s’intéresse a un pneu de vélo crevé, en prenant la valve comme origine des angles,
intuitivement, la probabilité pour que ’abscisse angulaire du point de crevaison se trouve
dans Dintervalle [f1,05] ou 0 < 0; < 0, < 27 est égale a (fy — 6;)/27. On ne peut pas
modéliser cette abscisse angulaire a 1’aide d’une variable aléatoire discrete © a valeurs
dans F C [0,27]!. En revanche, le cadre des variables aléatoires & densité est tout a fait
adapté a la situation que nous venons de décrire.

Dans les calculs relatifs a ces variables aléatoires, les sommes manipulées dans le cas des
variables aléatoires discretes sont remplacées par des intégrales. Et lorsque 1’on s’intéresse
a un vecteur aléatoire a densité en dimension n, il est nécessaire de manipuler des intégrales
multiples posées sur R".

3.1 Manipulation d’intégrales multiples

3.1.1 Théoréme de Fubini

Théoréme 3.1.1. Soit f : R? — R.
— Si f est positive ,

RQf(:v,y)dxdyz/R(/Rf(fﬂ,y)dy> dx:A(/ﬂ@f(%y)daf) dy.

Cela signifie que les trois termes sont soit simultanément finis et égaux soit simul-
tanément égaur d +0oo.

— Si f est intégrable au sens ot [, |f(z,y)|dedy < +oo alors légalité ci-dessus
reste vraie.

Remarque 3.1.2. — Pour vérifier I'intégrabilité de f, on peut bien stur appliquer le
théoreme & la fonction positive | f].

— Ce résultat se généralise en dimension supérieure i.e. pour le calcul de I'intégrale
d’une fonction de n variables positive ou intégrable, 'ordre dans lequel on effectue
les intégrations sur chacune de ces variables est sans importance.

1. Soit en effet 0 t.q. P(©@ =0) > 0. Pour e < 7P(© =0)/2, on aP(O € [0 —¢,0+¢]) > P(O =0) >
2e/2m.

37
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Exemple 3.1.3. Soit f : [0, +o00[— [0, +0o0].

+o0 +oo
/ flety) / ffv+yd)dx
[0,400[x[0,400[ T TY 0 0 T+y

y
(T
!

/;oo /0 Z)d)dx
/0 - (ZZ ( / 1{Z>x}d:z:)d

= f()

0

Notons au passage I'intéret d’utiliser la fonction indicatrice 1,>,} pour éviter de faire des
erreurs sur le domaine d’intégration lors de I’échange des intégrales en x et en z.

3.1.2 Changement de variables

Soit ¢ une bijection continuement différentiable ainsi que son inverse ¢! d'un ouvert
O de R? sur un ouvert O’ de R?, f : R? — R bornée et g : R? — R intégrable.

/ fle ) da = O,f(y)g(sfl(y)) [Jac ¢~ (y)| dy,

ou

Jac ¢! (y) = Det (a(g—_l)i(y), 1<i,j < d) = 1/Det (%(w‘l(y)% 1<i,j< d) :

Yj Ox;

Remarque 3.1.4. En dimension d = 1, lorsque O =Ja, b] avec a < b et ¢ est strictement
décroissante alors O' =] (b), p(a)] et ¢! est décroissante si bien que |Jac ¢~ (y)| =
—(¢7")(y). Ainsi le second membre s’écrit

©(a) ©(b)
/ fy) 9(e™ () (= (@) (y))dy =/ F@) 9™ (v) (™) (y)dy,
©(b) ©(a)

et on retrouve bien le changement de variables usuel dans R.

Exercice résolu 3.1.5. Calculer I = [, e~ % dz.

On va utiliser la formule de changement de variables pour calculer

IZ 2
I? :/ e~ 2 da dy.
RQ

On utilise pour cela le changement de variables

¢ :(r,y) €0 =R*\ {(2,0): 2 <0} = (p,0) = | 2° +9* 2arctan ——
T+ /2% +y?
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Notons que si 0 désigne 'angle polaire de (z,vy),

y/vr:+y?  sinf 2sin & cos ¢ 0

= = = tan —,
1+a/y/22+y> 1+cosf 1+cos? —sin®f 2
PN Y — . . .. . 1 . . .
d’ou 2arctan (—I+ T 0. Ainsi ¢ est une bijection C" ainsi que son inverse de O

sur 0" =)0, +oo[x] — m, 7| et ¢~ '(p,0) = (\/p cosb, /p sinf). Pour ne pas se tromper
entre le jacobien de ¢ et de ¢! dans le changement d’élément différentiel, il est éclairant
d’utiliser la notation suivante pour la matrice jacobienne

D(x,y) _ < cos(0)/(2y/p) —+/p sinf )
sin(0)/(2\/p) +/p cos® ]~

D(p,0)
En prenant la valeur absolue du déterminant du second membre on obtient formellement
2 in2 . .
que Zﬁ gz =" 9;“5“1 o — % i.e. qu’il faut remplacer dx dy par % dp db.

Comme le volume (ou plutot la surface) dans R? de la demi-droite {(z,0) : z < 0} est nul,

on ne change rien & la valeur de I? en restreignant 'intégrationa O : I? = | o e da dy.
Par la formule de changement de variable on en déduit que

1
]2:/ exp <—£> —dp df = 2m.
10,+o00[x]—m,7[ 2/ 2

Comme [ est I'intégrale d'une fonction positive, on conclut que I = v I1? = /27.

En général, dans les problemes de probabilités, on connait O et ¢ et on souhaite
transformer une intégrale comme celle du premier membre en une intégrale comme celle
du second. Il faut faire attention aux difficultés suivantes :

— la fonction ¢ n’est pas nécessairement injective sur le domaine O de départ (ex :
O =R, p(x) = z?). Pour surmonter cette difficulté, on peut essayer de découper O
en sous-domaines sur lesquels ¢ est injective.

— lorsque ¢ est injective sur O, il faut bien raisonner par conditions nécessaires et
suffisantes pour obtenir le domaine image O’ et ne pas se contenter de conditions
nécessaires.

Exemple 3.1.6. Si O =0, +00[x]0,4+00] et p(z,y) = (x + y,z — y). Un raisonne-
ment hatif pourrait laisser penser que O" = ¢(0O) est égal a |0, +o0o[xXR ce qui est
faux.

Pour déterminer O, on commence par déterminer ¢! en résolvant le systéme

— _ ztw
z=x+y @{m— -
w=r—y Y=

o () = (0,9) & (2 0) = ple,y) © {

Ztw z—w
2 7 2

Ainsi o7z, w) = ( ). Ensuite on raisonne par conditions nécessaires et

suffisantes :

ztw
= > 0

2 &z > wl.
51 >0

(z,w) €0 & ol (z,w) €0 & {

Ainsi O’ = {(z,w) € R*: z > |w|}.
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Remarque 3.1.7. Pour le calcul de certaines intégrales en dimension d petite, le recours
au théoreme de Fubini et a des changements de variable en dimension 1 peut constituer
une alternative & un changement de variables dans R?. Ainsi pour f : R? — R positive,

+oo +oo +oo +o0
/ flx+y,x—y)dedy = / ( (2,2 — 2y)1{zzy}dz) dy ou z=x+ vy,
0 0 0 0

+o0 +00
= / ( f(z, 2 — Qy)l{z>y}dy) dz par Fubini,
0 0

_ /0+°° (/Ozf(z,z _ 2y)dy) dz

+oo 1 z
= / (5 f(z,w)dw) dz ol w = z — 2y,
0

1
R2

Ce résultat s’obtient également par le changement de variables ¢(z,y) = (z + y,x — y) :
le domaine image O’ a été déterminé dans 'exemple 3.1.6 ci-dessus et un rapide calcul
permet de vérifier que |Jac o™t = 1/2.

Mais des que la dimension d devient grande ou la transformation ¢ compliquée, la formule
de changement de variables ci-dessus devient un outil incontournable.

3.2 Variables aléatoires réelles a densité

3.2.1 Définition
Soit (€2,.4,P) un espace de probabilité.

Définition 3.2.1. On dit que la variable aléatoire X : 2 — R posséde la densité p : R —
R si

b
Va<beR, Pla< X <b)= / p(x)dz. (3.1)

ot R =R U {—o00,+00}.

Remarque 3.2.2. — En toute rigueur pour pouvoir considérer P(a < X < b) pour
a < b e R, il faut demander que Va < b e R, {a < X <b} € A.

— La positivité de P entraine qu’une densité de probabilité p est une fonction positive.
En outre P(X € R) = [, p(z)dz implique [, p(z)dz = 1. Ainsi une densité de
probabilité est une fonction positive d’intégrale 1.

— Pour z € Ret n e N*
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En prenant la limite n — 400 dans le membre de droite, on obtient P(X = z) = 0.
On en déduit que (3.1) est équivalente a

b
Va <beR, P(a<X<b):/ p(x)dx
< VYa<beR, P(a§X<b):/ p(z)dz
< Va <beR, P(angb):/ p(z)dz.
Le fait que Vo € R, P(X = x) = 0 entraine aussi par o-additivité que pour
tout sous-ensemble F' de R dénombrable, P(X € F) = Y  _.P(X =2) =0, ce

qui montre la différence de nature entre variables aléatoires discretes et variables
aléatoires a densité.

— D’un point de vue infinitésimal, on a P(X € [z, + dz]) ~ p(x)dz.

3.2.2 Densités réelles usuelles

1.0

0.9+
0.8+

0.79

05 Lzoy exp(—)
0.4
0.3
0.2+

0.1+

FIGURE 3.1 — Densité de la loi exponentielle de parametre 1 £(1).

On dit que X suit la

e loi uniforme sur [a,b] o1 a < b et on note X ~ Ula,b|, si X possede la densité

1
().
b—a (@)
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e loi exponentielle de parameétre A > 0 et on note X ~ &£(\) si X possede la
densité

)\6_/\901{36>0}.
La densité exponentielle de parametre 1 est représentée sur la figure 3.1.

2

e loi gaussienne (ou normale) de parameétres y € R et 0° > 0 et on note

X ~ Ni(p,0?) si X possede la densité

Dans le cas ol u = 0 et 02 = 1, on dit aussi que X suit la loi normale centrée
réduite. La densité normale centrée réduite est représentée sur la figure 3.2.

0.40
0.36-
0.32-
0.28;
02
0.20+
0.16-
01z
0.08;

0.04+

FIGURE 3.2 — Densité de la loi normale centrée réduite A(0,1).

e loi de Cauchy de parameétre a > 0 et on note X ~ C(a) si X possede la densité

1

a
T a2+ a?

La densité de la loi de Cauchy de parametre 1 est représentée sur la figure 3.3.
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0.32

0.281 (1 + 22

0.24-
0.20+
0.16+
0.12-
0.08+

0.04+

FIGURE 3.3 — Densité de la loi de Cauchy de parametre 1 C(1).

3.2.3 Espérance, variance

Définition 3.2.3. La variable aléatoire X : Q0 — R qui posséde la densité p est dite
— intégrable si [ |x|p(x)dx < 400 et alors on définit son espérance par

E(X) = /R z pla) da.

— de carré intégrable si B(X?) = [, a* p(x) dz < +oo et alors on définit sa variance
par

Var(X) = E(X?) —E(X)? = E((X — E(X))?).

Les propriétés de l'espérance et de la variance sont les mémes que dans le cas des
variables aléatoires discretes :

Propriétés 3.2.4. 1. L’espérance d’une variable aléatoire X qui posséde une densité
ne dépend que de cette densité.
2. Linéarité : E(X +\Y) =E(X) + AE(Y).
3. C.S. d’intégrabilité : si P(|X| <Y) =1 etY est intégrable alors X l’est aussi.
4. Croissance : si X et'Y sont intégrables, P(X >Y) =1= E(X) > E(Y).
Exercice 3.2.5. Calculer I'espérance et la variance d’une variable uniforme sur [a, b],

d’une variable exponentielle de parametre A, d’'une variable de Cauchy de parametre a et
d’une variable normale centrée réduite.
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3.2.4 Fonction de répartition

Définition 3.2.6. Soit X : Q — R une variable aléatoire réelle (qui ne posséde pas
nécessairement une densité). On appelle fonction de répartition de X la fonction Fy :
reR - PX <x).

Exemple 3.2.7. — Si X ~ B(p), Fx(z) = (1 —p)lzsor + ple>1y-
— SiT ~ EN), Fr(t) = Loy (1 — exp(=At)).

Proposition 3.2.8. Si la fonction de répartition Fx de la vartable aléatoire réelle X est
globalement continue et C' par morceaux (au sens o il existe un mnombre fini de points
T < To < ... < xp, t.q Fx est O sur| — oo, x1], |z1,®al,-.., |Tn 1, Tul, |20, +00|) alors
X posséde la densité F.

Démonstration : Soit a < b € R. Comme {X < b} est I'union disjointe de {X < a} et
de {a < X < b},

Pla < X <b)=P(X <b)—P(X < a)
= Fx(b) —Fx(a,)

_ /ab Fl(z) dz.

D’apres la définition 3.2.1, on conclut que X possede la densité F% (x). O

Exercice 3.2.9. On considere un systeme constitué de n composants. On suppose que les
durées de vie des composants sont des variables exponentielles T, ..., T, de parametres
respectifs Aq,..., A\, > 0 et qu’elles sont indépendantes ce qui implique en particulier que
V(ty,...,t,) € R™ les événements {T1 < t1},...,{T, < t,} sont indépendants ainsi que
les événements {17 > t1},...,{T, > t,}.

1. On suppose que le systeme est en parallele i.e. qu’il fonctionne lorsqu’un au moins des
composants fonctionne. Exprimer sa durée de vie T' en fonction des T;. Déterminer
la fonction de répartition de T' et en déduire sa loi.

2. Méme question dans le cas ou le systeme est en série i.e. ou il fonctionne seulement
lorsque tous les composants fonctionnent.

3.3 Vecteurs aléatoires a densité

3.3.1 Définition

Définition 3.3.1. On dit que le vecteur aléatoire X = (X1,...,Xq) : Q — R? possede la
densité p : R = R si

YO ouvert de R?, P(X € O) = /

p(z) de = / lo(xy,...,xq) p(x1,...,2q) dxy ... dxg.
o R4
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Remarque 3.3.2. — En toute rigueur pour pouvoir considérer P(X € O) pour O
ouvert, il faut demander que {X € O} soit dans la tribu A.

— Une densité de probabilité p sur R? est une fonction positive d’intégrale 1.

Exemple 3.3.3. Sipy,...,pq sont des densités de probabilité sur R alors p(x) = pi(x1) X
p2(2) X ... X pg(x4) est une densité de probabilité sur R?.

La caractérisation suivante par la méthode de la fonction muette est tres utile en pra-
tique :

Théoreme 3.3.4. Le vecteur aléatoire X : Q0 — R? posséde la densité p si et seulement
%

ViR = R bornée, E(f(X)) = [ f(x) p(z) d.

Il est possible et souvent utile de généraliser la condition nécessaire a des fonctions non
bornées.

Remarque 3.3.5. Soit X : Q — R?de densité pet f : R — R. Alors f(X) est intégrable
si et seulement si [y, [ f(x)] p(z) dz < +oo et alors E(f(X)) = [z f(2) p(x) dz.
3.3.2 Densité marginale

Soit X = (X1,...,Xy) : Q — R? un vecteur aléatoire de densité p et k < d. Si Oy, est
un ouvert de R¥,

P((X1,...,Xk) € Op) =P (X € Op x RYF)
:/ p(z) dx
OkXRd_k

:/ </ p(xl,...,a:d) d$k+1...dxd) dxldxk
Ok Rd—k

On en déduit que le sous-vecteur (X7, ..., Xy) possede la densité

Q(xh’”axk):/ p(‘rh”'axd) dxk-i—l"'dxd‘
Rd—k

Proposition 3.3.6. Soit X un vecteur aléatoire qui posséde une densité. Alors tout sous-
vecteur Y possede la densité marginale obtenue en intégrant celle de X sur les compo-
santes qui ne figurent pas dans Y .

3.3.3 Changement de variables

Avant d’énoncer un résultat abstrait, nous allons illustrer cette technique sur un
exemple particulier. En effet, dans la pratique, pour éviter les erreurs, il vaut mieux
reprendre la démarche explicitée sur cet exemple que d’appliquer le résultat abstrait.
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Exercice résolu 3.3.7. Soit (X,Y) un couple aléatoire de densité N\ exp(—A(z +
Y))liz>0y Liy>0y. Quelle est la loi de (Z,W) = (X +Y, X -Y)?

Pour cela, on utilise la méthode de la fonction muette i.e. on se donne une fonction f :
R? — R bornée et on cherche & mettre E(f(Z, W)) sous la forme [, f(z, w)p(z,w) dz dw,
ce qui permettra de conclure par la condition suffisante du théoreme 3.3.4 que (Z, W)
possede la densité p. Mais bien str, il faut utiliser ce que I'on connait c’est a dire la loi de
(X,)Y):

E(f(2,W)) = E(f(X +Y,X — V).
Soit ¢ : (z,y) € R?* — (x+y,z—y) € R% La fonction g(x,y) = fop(z,y) = f(z+y,x—y)
est une fonction bornée sur R?. Donc d’apres la condition nécessaire du théoréme 3.3 .4,

Blo(X.Y)) = | gle.p)¥exp(-Alz + p)Lssor ooy do dy,

RQ
égalité qui se récrit en explicitant ¢

E(f(X+Y, X =Y))= | flz+y,z—y)Nexp(=Az +y))@s0ylyyz0y dz dy.

R2
Ainsi

E(f(Z,W)) = / ) 0 T fetya - g)N exp(—Ale + y))dedy.

Pour écrire le second membre comme une intégrale de f(z,w) contre une fonction des
variables (z,w) le bon outil est la formule de changement de variables vue au début de
ce chapitre. La fonction ¢ est une bijection C'* ainsi que son inverse (z,y) = ¢ !(z,w) =
(22, 222) de O =0, +00[x]0, 400 sur O' = {(z,w) € R? : z > |w|} (voir exemple

z 0 2
3.1.6). Par ailleurs,
D(zy) [ 1/2 1/2
Dizw)  \1/2 —1/2 )

En prenant la valeur absolue du déterminant du second membre on obtient formellement
que 29 — 136 quil faut remplacer dz dy par %dz dw. Ainsi

dzdw ~— 2
E(f(Z,W)):/ f(z,w)\? exp (—)\ (z—;w+z—2w)> %dzdw

{(zw):z>|wl}

A

= | f(z,w)—= exp(=A2)1 s ppdzdw.
R2 2

On conclut par la condition suffisante du théoreme 3.3.4 que (Z, W) possede la densité
)\2
5 exp(=A2) 1> july-

Par la formule des densité marginales, on en déduit que Z possede la densité

)\2
/ 5 exp(—A2) s jwpdw = 1{Z>0})\2z exp(—Az),
R

et W la densité \2 \
/ 5 exp(—A2) s jwpdz = B exp(—A|wl).
R

Le résultat abstrait qui se démontre en reprenant la démarche ci-dessus est le suivant :

Proposition 3.3.8. Soit X : Q — R? qui posséde la densité p(x) portée par un ouvert O
de R au sens ot [, p(x)de =1 et ¢ une bijection de O sur O' C' ainsi que son inverse
o~ 1. Alors le vecteur Y = p(X) posséde la densité

a(y) = 1o/ (y) ple~(y)) [Jac ¢~ (y)].
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3.3.4 Indépendance

Définition 3.3.9. Les vecteurs aléatoires X1 : Q — R ... X, : Q = R™ qui possédent
respectivement les densités py,...,p, sont dits indépendants si X = (Xy,...,X,) posséde
la densité produit py(x1) X ... X pp(xy).

Remarque 3.3.10. Si X = (Xy,...,X,) possede la densité p(x) = cgi(z1) X ... X gn(Ty)
alors les vecteurs X; sont indépendants et possedent les densités

1
S 9i(i)dy;

En effet, comme 'intégrale de la densité p sur R4+++ vaut 1,

l/e= (/Rd gl(yl)dm) XX (/Rd gn(yn)dyn)-

La formule des densités marginales permet de vérifier que la densité de X; est p;. Et
comme p(x) = p1(x1) X ... X pu(x,), les X; sont indépendants.

pi(;) gi(@;).

La caractérisation suivante de l'indépendance de vecteurs aléatoires qui ne possedent
pas nécessairement des densités est parfois utile :

Proposition 3.3.11. Soient X; : Q — R4, ..., X, : Q — R%™ des vecteurs aléatoires.

1. Si ces vecteurs aléatoires sont indépendants alors pour toutes fonctions f; : R4 —
R,..., fn: R — R telles que f1(X1),..., fu(X,) sont intégrables alors f1(X;) x
oo X ful(X5) est intégrable et

E(fi(X1) % x f(X0)) = ] [E(A(X).

2. Inversement, si pour toutes fonctions fi : R — R,..., f, : R — R bornées,
E(fi(X1) X ... X fu(X,)) =12, E(fi(X5)), alors les vecteurs aléatoires Xy, ..., X,
sont indépendants.

Remarque 3.3.12. Lorsque les vecteurs aléatoires X, ..., X, sont indépendants, alors
Vm € [Ln], V1 < d < dy < ... < dp, < n, les vecteurs (Xi,Xo,...,Xq),
(Xaya1s -y Xay)seos( Xy, 415+ -5 Xa,,) €6 (Xg,,11,--.,X,) sont indépendants, propriété
démontrée dans la remarque 2.2.7 dans le cas discret.

3.3.5 Covariance

On rappelle que si Y et Z sont deux variables aléatoires de carré intégrable, comme
YZ| < (Y?+ Z?%)/2, leur produit Y Z est intégrable.

Définition 3.3.13. — Soit Y et Z deux variables aléatoires réelles de carré intégrable

(non nécessairement a densité). On appelle covariance de Y et Z le nombre
Cov(Y, Z) défini par

Cov(Y, Z) = E((Y — E(Y))(Z — E(Z))).
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— Soit X = (X1,...,Xg) un vecteur aléatoire a valeurs R® (non nécessairement a den-
sité) dont les composantes sont de carré intégrable. On appelle matrice de covariance
du vecteur X la matrice K~ de dimension d x d et d’élément courant

K% = Cov(X;, X;) = E(X; — E(X)))(X; —E(X;)), 1 <i,j <d.

Propriétés 3.3.14. 1. Cov(Y,Y) = Var(Y) et les éléments diagonauz de la matrice
de covariance KX sont les variances des composantes de X .
2. Cov(Y, Z) = E(YZ) — E(Y)E(Z).
3. SiY et Z sont indépendantes Cov(Y, Z) = 0.

4. La matrice de covariance K~ est symétrique et positive. En outre,

Vu € RY Var(u.X) = u.K*u ot u.v désigne le produit scalaire de u et v dans R?.

En utilisant la propriété 4. pour u = (1,1,...,1), on obtient que Var(X; +...+ X,) =
ch‘l,j:1 Cov(X;, X;). Avec les propriétés 1. et 3., on en déduit que
Corollaire 3.3.15. Si X1,..., Xy sont des variables aléatoires réelles de carré intégrable
indépendantes, Var(X; + ... 4+ X,) = 3% | Var(X;).

Démonstration : La preuve des trois premiers est laissée a titre d’exercice.
Soit u = (uy,...,uq) € R

Var(u.X) =E (Zd: wu; X; — E <2d: uZXZ>>

=K <Z wiug(X; — E(XG))(X; — E(XJ))>

ij=1

d
= Z UZ‘UjCOV(Xi, X])

ij=1
= u. K*u.

Comme la variance d’une variable aléatoire est toujours positive, on conclut que Vu € R,
uw.KXu > 0. O

Remarque 3.3.16. — Notons que lorsque K~ est dégénérée, il existe uy non nul tel
que K¥ug = 0. Alors Var(ug.X) = 0, ce qui entraine que uy.X est une constante i.e.
X prend ses valeurs dans dans le sous espace affine strict de R?, £ = {x € R? : ug.z =
up.E(X)}. Comme & a une mesure nulle pour la mesure de Lebesgue (mesure de
volume) sur R?, pour toute densité de probabilité p sur R?, [, 1¢(z)p(x)dz = 0. On
en déduit que X ne possede pas de densité. Par contraposée, la matice de covariance
d’un vecteur aléatoire X de carré intégrable et qui possede une densité est définie
positive.
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— La covariance de deux variables aléatoires indépendantes est nulle mais il ne suffit
pas que Cov(Y, Z) = 0 pour que Y et Z soient indépendantes.
En effet si Y ~ U[—1,1] et Z = €Y ol ¢ est une variable aléatoire indépendante
de Y t.q. Ple = 1) = P(e = —1) = 5 alors E(Y) = 0 et E(YZ) = E(eY?) =

E(e)E(Y?) =0 x E(Y?) si bien que Cov(Y, Z) = 0. Mais comme ¢* = 1,

1
1

4
dy = -
/193/ 5

1! 1 1
E(Y?) = 5/ yldy = 5 et B(Z%) = E(Y?) = E(Y?) = 5

-1

1,1
si bien que E(Y2Z2?%) = : # 5= E(Y?)E(Z?),

E(Y?Z?) = E(?Y?) =E(Y?) =

N —

et les variables Y et Z ne sont donc pas indépendantes.

3.3.6 Loi et espérance conditionnelles

Dans tout ce paragraphe, on considére un couple (X,Y) : Q — R% x R% tel que (X,Y)

possede la densité px y (z,y) et on note px(z) et py(y) les densités marginales respectives
de X et de Y.
On souhaite définir la notion de loi conditionnelle de X sachant Y = y. Bien stir, comme
pour tout y € R%, P(Y = g) = 0, conditionner par Y = y n’a pas de sens mathématique.
C’est pourquoi il faut revenir au point de vue infinitésimal et conditionner par Y &
ly,y + dy]. Ainsi formellement,

P(X € [x,z +dx],Y € [y, y + dy])
P(Y € [y,y + dy])

_ PX,Y(ﬂU,y)dl'dy _ pX,Y(JU,Z/)dx

py (y)dy pr(y)

P(X € [z,x +dz]|Y € [y,y + dy]) =

Notons que lorsque py(y) > 0, comme py(y) = [pa Px,v (2, y)dz, alors la fonction z —
pxy(z,y)/py(y) est une densité de probabilité sur R,

Définition 3.3.17. Poury € R%, on appelle densité conditionnelle de X sachantY =1y
la densité px ,(x) donnée par la formule

pX,Y(xy Z/)

Pxy(T) = py (y)
px(x) sinon.

si py(y) > 0,

Comme dans le cas discret, on peut traduire I'indépendance de X et de Y sur la loi
conditionnelle de X sachant Y.

Proposition 3.3.18. Les variables X etY sont indépendantes si et seulement si la densité
conditionnelle de X sachant'Y =y ne dépend pas de y.

La preuve s’effectue en remplacant les sommes par des intégrales dans celle de la pro-
position 2.5.3.
La notion de loi conditionnelle permet de définir celle d’espérance conditionnelle :
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Définition 3.3.19. Soit f: R% x R% — R telle que f(X,Y) est intégrable.
On appelle espérance conditionnelle de f(X,Y) sachant Y et on note E(f(X,Y)|Y) la
variable aléatoire

E(f(X.Y)Y)=¢(Y) ou ¥y e R®, (y) = |  f(z,y)px,y(w)da.

Rd1

Notons que

/ ( / If(w,y)lpx,y(w)dx) py (y)dzdy = / |f(z,y)|px,y (z,y)dzdy
Rd2 R41 R91 xR42
=E|f(X,Y)| < +o0.

On en déduit que I'ensemble A = {y ER: [ou, |f(2,9)|pxy(x)dx = —l—oo} sur lequel ¥(y)
n'est pas défini vérifie P(Y € A) = [o4, 1a(y)py (y)dy = 0. Ainsi les variables aléatoires
(YY) et donc E(f(X,Y)|Y) sont bien définies avec probabilité 1.
Dans le cas particulier o X et Y sont indépendantes, on a 1(y) = E(f(X,y)) pour tout
y € R%,
Comme dans la proposition 2.5.6 et le corollaire 2.5.7 relatifs au cas des variables aléatoires
discretes, on peut démontrer en remplacant les sommes par des intégrales que
Proposition 3.3.20. On suppose que f(X,Y) est intégrable. Pour toute fonction g :
R% — R telle que f(X,Y)g(Y) est intégrable, la variable aléatoire B(f(X,Y)|Y)g(Y) est
intégrable et on a

EEf(XY)Y)g(Y)) = E(F(X,Y)g(Y)).
En outre, E(E(f(X,Y)|Y)) = E(f(X,Y)). Enfin, si f(X,Y) est de carré intégrable,
E(f(X,Y)|Y) lest aussi et Var(E(f(X,Y)|Y)) < Var(f(X,Y)).
Exercice résolu 3.3.21. Soient U et V deuz variables aléatoires uniformes sur [0, 1]

indépendantes et Y = U —V'. Donner la loi conditionnelle de U sachantY =y et calculer
E(U|Y).

On commence par déterminer la loi de (U,Y). Pour f : R*> — R bornée, en posant
Yy = u — v, on obtient

E(f(Uv Y)) = / 1{0<u<1} / f(U»U - U)1{0<v<1}dvdu
R R

- /2 J(u, ) Locucty Ly<ucityy dudy.
R

Donc (U,Y) possede la densité pyy (u,y) = ljocuci) ly<ucity). On en déduit la densité
marginale de Y :

1+y o .
o du=1+ysi —1<y<0,

py(y) =S [fdu=1—y si 0<y<1,

0 sinon.
On en déduit que pour y dans [—1,0], puy(u) = ljocuci+yy/(1 +y) c’est-a-dire que la loi
conditionnelle de U sachant Y = y est la loi uniforme sur [0, 1 + y] d’espérance (1 +y)/2.
Pour y dans [0,1], pyy(u) = lyycucty/(1 —y) c’est-a-dire que la loi conditionnelle de U
sachant Y = y est la loi uniforme sur [y, 1] d’espérance (1 +y)/2. Comme py (y) = 0 pour
y en dehors de [—1, 1], il n’est pas utile d’étudier le cas y ¢ [—1, 1].

1+Y
On conclut donc que E(U|Y) = il
U l'est aussi et que si Y est proche de —1, U est proche de 0.

formule qui montre bien que si Y est proche de 1,
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3.4 Lois béta, gamma, du chi 2,
de Student et de Fisher

On note I' la fonction gamma d’Euler :
+oo
a>0—1T(a) = / v e dx.
0

On vérifie facilement que cette fonction est t.q.
Va >0, I'(a+1)=al'(a) et VneN' I'(n)=(n—1)

On dit que X suit la

e loi gamma de parameétres a et § ou a,6 > 0 et on note X ~ I'(a, ) si X possede
la densité

ea
N

a—1 _—6Ox
x4 e Liz>0}-

e loi béta de parameétres a et b ou a,b > 0 et on note X ~ f(a,b), si X possede

la densité
la+b) . b-1
A N R L E
F(G)F(b) T ( ZL’) {0<z<1}
Exemple 3.4.1. — La loi uniforme sur [0, 1] est la loi 3(1,1).

— La loi exponentielle de parametre 6 est la loi I'(1, ).

Remarque 3.4.2. Le changement de variables y = 6x entraine que
+o00 +oo
/ 0% o7 e dx = / Yy eV dy =T(a).
0 0

Le fait que fo Y1—2)"ldz = Pr(fgii)) sera vérifié au cours de la preuve de la proposition
3.4.4 ci-dessous.

Exercice résolu 3.4.3. Soit Xi,...,X, des variables aléatoires 1.1.D. suivant la loi
exponentielle de parameétre 0 > 0. Quelle est la loi de S, = X1+ ...+ X, ?

On se donne une fonction muette f : R — R bornée.

E(f(Sn)) =E(f(X1+...+ X,))
+oo +0o0
/ flzy+ .. 4 x,)0" exp(—0(z1 + ... + x,))dxy . . . day,
car par indépendance des X; la densité de (X, ..., X, ) est le produit des densités de ces

variables. On effectue le changement de variables

Y1y -y Un) = @(T1, . xn) = (X1, 21 + Toy ooy + .o+ 2).
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La matrice jacobienne de ¢ est triangulaire avec des 1 sur la diagonale. Donc dz; . .. dx, =
dyy . ..dy, et

E(£(S,)) = /0 £ (9)0" exp(—0y,)dy, . . dy,
<y1<y2<...<yn

+00
= f(yn)0" exp(—0yn) (/ dyy ... dyn_1> dyn
0 0<y1<...<yn
+o0 y(nfl)
= o —Ou )2 .
P (=)

Donc S, ~ I'(n, 0).

Ainsi la somme de n-variables de loi I'(1, §) indépendantes suit la loi I'(n, 6).

Ce résultat peut-étre déduit de la proposition suivante par un raisonnement de récurrence :

Proposition 3.4.4. Soit X ~1'(a,0) et Y ~ I'(b,0) indépendantes. Alors S = X +Y et
Z = XLJFY sont deux variables aléatoires indépendantes distribuées respectivement suivant
les lois T'(a+b,0) et 5(a,b).

Démonstration : On utilise la méthode de la fonction muette : soit f : R? — R bornée.

(r(s.2) =& (¥ +v 557 ) )

_/+00 /+Oof 4 x fot? 2971 bflefe(a:er)dmd
)b Yity) Tre” Y v

On effectue le changement de variables (s, z) = ¢(x,y) = (x +, #y) On a
s:x—i-y(:} T =Sz ot x>0 N sz >0 N s>0
=5 y=s(l-2) y>0 s(1—=2)>0 0<z<1

D(‘Tay)_ z S .. B
D(s, z) _<1—2 —s)’ d’olt dx dy = s ds dz.

On en déduit par la formule de changement de variables que

+00 1 a+b
E(f(S,2)) = /0 /o f(s, z)#;(b)(sz)a_l(s(l —2)) e %5 dz ds.

Ainsi (S, Z) possede la densité produit

Qa+b Saerflestl F(CL + b)

s a—1 1— b*ll B )
P(CL+ b) {s>0} X F(G)P(b) Z ( Z) {0<z<1}

T(a)T(b)
T(a+b) * N

Notons que cela démontre au passage que fol 20711 — 2)dz =

Définition 3.4.5. — On appelle loi du chi 2 a n degrés de liberté et on note x?(n)
la loi de X? + ...+ X2 ou Xy,..., X, sont n variables normales centrées réduites
indépendantes.
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— On appelle loi de Student de parametre n et on note t(n) la loi de
N1(0,1) et Y ~ x?*(n) sont indépendantes.

G \
ot G ~
\VY/n

Proposition 3.4.6. La loi x*(n) est la loi I' (%, 3) de densité

ye ! 6_%1{y>0}-

La loi de Student t(n) est la loi de densité

1
sy

(n
SVim (L B

I

Démonstration : Pour f: R — R bornée et G ~ N7(0, 1),

N

_z

717 oo 2
f(G%) /f dm—ZO f()\/%:v

en posant y = 2.

:0 f()\/Tyy’

Yy
2

Ainsi x*(1) =T (3, 3)-

272
Avec la proposition 3.4.4, on conclut par récurrence que x?(n) =T (g, %)
Soit maintenant Y ~ x?(n) indépendante de G. En effectuant successivement les chan-

y(1+t*/n)

gements de variable x — t = z/+/y/n puis y — z = ( 5, on obtient

2

)iy e
e

+o0 2 TLTH
e 2n7r/ dz/Rf(t) (—1+t2/n) dt.

On conclut en remarquant que f0+°° 2T e iy = F("T“) 0J

NI§

Exercice 3.4.7. Pour n,m € N* on appelle loi de Fisher (ou Fisher-Snedecor) de pa-

Y on Y ~ x2(n) et Z ~ x%(m) sont

rametre (n,m) et on note F,,, la loi de F' = Zim

indépendantes. Montrer que I’ a pour densité

[(&E™)n2m? rs—1

p pos X T 1 >0 -
IE)rg (m + nz) =" t=0}
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3.5 Exercices

Exercice 3.5.1. Une cerise est placée sur la circonférence d'un gateau rond que l'on
partage en 2 au hasard en pratiquant deux découpes suivant des rayons.

Si on prend la position de la cerise comme origine des angles, les positions U et V des
deux coups de couteau sont des variables uniformément réparties sur [0, 27| indépendantes.
Exprimer la taille T" de la part contenant la cerise, calculer son espérance puis déterminer
la probabilité pour cette part soit plus grosse que 'autre. Quelle doit étre la décision d’un
gourmand qui doit choisir entre la part avec la cerise et la part sans la cerise avant le
découpage ?

Exercice 3.5.2. On suppose que la durée de vie d'un équipement A est une variable
aléatoire réelle S possédant la densité ae™**1,>0), que celle de I’équipement B est une va-
riable T" possédant la densité B%e‘ﬁtl{tzo} avec a, § > 0 et que S et T sont indépendantes.
1. Quevaut P(S > t+s | S > t) pour s,t > 07 Est-il judicieux de changer I’équipement
A au temps t s’il fonctionne toujours ?
2. Quelle est la probabilité pour que I'équipement A tombe en panne avant
I’équipement B ?

Exercice 3.5.3. Soit X une variable qui suit la loi de Cauchy de parametre a > 0. Quelle
estlaloide Y =1/X7

Exercice 3.5.4. Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires normales centrées réduites
indépendantes. Déterminer la loi de (Z,W) = (X/Y, X +Y) et en déduire la loi de Z.

Exercice 3.5.5. Soit v : R — R une fonction convexe C' et X une variable aléatoire
réelle intégrable telle que v(X) est intégrable.

1. Montrer I'inégalité de Jensen :|E(v(X)) > v(E(X))| Commenter le cas particulier

v(z) = 22

2. Dans la théorie économique de von Neumann Morgenstern, les investisseurs
cherchent a maximiser ’espérance de 'utilité de leur richesse. Un investisseur averse
au risque, ce qui se traduit par la concavité de sa fonction d’utilité, préférera-t-il la
richesse aléatoire X ou bien la richesse déterministe E(X)?

Exercice 3.5.6. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles exponentielles de parametre
A (A > 0) indépendantes.
1. Quelle est la loi de X?7?

2. Quelle est celle de
T X s1 0<X <1
Sl 2X si X > 1

3. Déterminer la loi de

(Z,8) = (XfY,XnLY).

Les variables Z et S sont-elles indépendantes ?

Exercice 3.5.7. Les durées de vie S et T" de deux machines suivent des lois exponen-
tielles de parametres respectifs a et [ et sont indépendantes. Quelle est la loi du couple
(min(S,T),|T — S|)? (On rappelle que |T"— S| = max(S,7T) — min(S,T).) Les variables
min(S,T) et |T" — S| sont-elles indépendantes ?
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Exercice corrigé 3.5.8. On coupe un baton de longueur 1 au hasard en trois morceaux :
les abscisses U et V' des découpes sont supposées indépendantes et uniformément réparties
sur [0, 1]. On veut calculer la probabilité p pour que I'on puisse faire un triangle avec les
trois morceaux (on peut faire un triangle avec trois segments de longueur [y, [5 et I3 si et
seulement si l; <lo+ 13, lo < I3+ 1 et I3 <11 + 1y).

1. Exprimer en fonction de U et V les longueurs respectives Ly, Lo et L3 du morceau
le plus a gauche, du morceau du milieu et du morceau le plus a droite.

2. Montrer que
1 1 1
= 2P <V I <=Ly <= L3<—].
p <U_V>1_272_273_2>

3. Calculer p.

Exercice corrigé 3.5.9. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes
et identiquement distribuées suivant la loi de Pareto de parametre 2 i.e. qui possedent la

1{a:>

21}. On pose
x

densité p(z) =

In(Y)
Z,W)=(In(X),1 :
2w = (oo + 15 )
1. Quelle est la loi de (Z, W) ? Les variables Z et W sont-elles indépendantes ?
2. Quelle est la loi de W' 7

3. Quelle est la loi de Z 7

Exercice corrigé 3.5.10. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant
respectivement les lois I'(p, 1) et I'(¢,1), p > 0 et ¢ > 0.

1. Déterminer I'espérance et la variance de X.

X
2. On veut calculer la loi de la variable aléatoire Z = v On dit que Z suit la loi béta
de seconde espece de parametres p et q.
(a) On pose W = X — Y. Exprimer en fonction de X et Y l'événement {Z <

1,W > 0}. En déduire sans calcul sa probabilité. Les variables Z et W sont-
elles indépendantes ?

(b) Déterminer la loi du vecteur (Z, W).

(¢) En déduire la loi de la variable aléatoire Z.
A

3. Déterminer la loi de T'= ——.
1+7
Exercice 3.5.11. Le cycle d'un feu de circulation est le suivant : le feu est vert sur
I'intervalle [0, v] et orange ou rouge sur [v,v + ] avec v, > 0. L’instant d’arrivée U d'un

automobiliste est supposé uniformément réparti sur le cycle [0, 7 + v].

1. Exprimer en fonction de U le temps 7' d’attente de cet automobiliste au feu dans le
cas ou aucun véhicule ne se trouve devant le feu a 'instant ou il arrive.

2. Montrer que pour f : R — R bornée,

E(f(T)) = - i ~f(0) + - i - /Orf(s)ds.
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3. Déterminer la probabilité P(T" = 0) pour que 'automobiliste passe immédiatement.
4. Montrer que si t # 0, P(T'=1t) = 0.
5. Conclure que le temps d’attente T n’est ni une variable aléatoire discrete ni une

variable aléatoire a densité.

Exercice 3.5.12. Montrer que la probabilité de tomber sur une feve qui a la forme d’un
disque de rayon r lors de la découpe d'un rayon d’une galette des rois de rayon R > 2r

est égale a
r? rv/(R—r)2—1r2 1 r
= .

+ + —arcsin
2(R—r)? m(R —r)? T —r
Indication : cette probabilité est égale a celle pour que la feve dont le centre est uni-
formément réparti sur le disque de rayon R — r touche un rayon fixé de la galette.

Exercice 3.5.13. Pour a > 0, soient U de loi uniforme sur [0, 1], € de loi de Bernoulli de
parametre H%a et X de densité —3=1(,>1) indépendantes.

1. Calculer la fonction de répartition de X. En déduire que X a méme loi que U=,

2. Déterminer la loi de Y = XU.
3. Vérifier que Z =X + (1 — ¢)U a méme loi que Y.

Exercice 3.5.14. Au cours d’un jeu télévisé, un candidat tire au sort entre 2 enveloppes
contenant respectivement les sommes xq et xo (7 > x5 > 0), qu’il ne connait pas. Apres
avoir examiné le contenu X de son enveloppe, il a le choix entre conserver ce contenu
et effectuer un échange avec 'autre enveloppe. On veut étudier la stratégie suivante : on
se donne T une variable exponentielle de parametre 1 indépendante du tirage au sort
et on change d’enveloppe seulement lorsque 7" > X. Calculer la probabilité d’obtenir la
somme la plus élevée 1 en suivant cette stratégie. Est-elle supérieure ou inférieure a 1,/27?
Trouvez-vous ce résultat intuitif ?

Exercice 3.5.15. Soit R et ©, deux variables aléatoires indépendantes uniformément
réparties respectivement sur [0, 1] et [0, 27]. Le vecteur

(X,Y) = (RcosO, Rsin©)

est-il uniformément réparti sur le disque unité D = {(z,y) : % + y* < 1} i.e. possede-t-il
la densité 21p(z,y)?

Probleme corrigé 3.5.16. Soient © ~ U[—m, 7| et R une variable aléatoire réelle
indépendante de © possédant une densité p nulle sur R_. On pose

(X,Y) = (Rcos©, Rsin©).

1. Déterminer la loi du vecteur (X,Y’). Que peut-on dire des lois des vecteurs (X,Y)
et (Y, X)? En déduire que X et Y ont la méme densité.

2. Pour a > 0, quelle est la loi de Z = aX/Y (on pourra exprimer Z en fonction de
©) 7 En déduire sans calcul la loi de I'inverse d’une variable de Cauchy de parametre
a.

3. Quelle doit étre la loi de R pour que le couple (X,Y’) soit uniformément distribué
sur le disque D(0, p) ou p > 0 (i.e. possede une densité constante sur ce disque et
nulle en dehors) ?
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4. On suppose la densité p de R continue sur R, et strictement positive sur R7. On
souhaite trouver a quelle condition sur p les variables X et Y sont indépendantes.

(a)

Dans le cas ou X et Y sont indépendantes, si g désigne leur densité commune,
exprimer ¢(x)q(y) en fonction de p.
En commencant par choisir y = 0 dans cette relation, établir que pour x,y €

R,
plal)  plyD)  _ p(v2® +y?)
2mq(0)|= ~ 2mq(O)ly|  2my/a? +y?

Pour s > 0, on pose f(s) = In (%). Vérifier que f est une fonction

continue sur R% telle que pour s,t > 0, f(t) + f(s) = f(t +s).

2
En déduire qu'il existe une constante o > 0 telle que p(r) = (%e_zr? Lirsoy iee.
que R suit la loi de Rayleigh de parametre 0. Quelle est alors la loi de (X,Y") ?
La loi de Rayleigh intervient notamment dans l'analyse d’erreur de positionne-
ment du systéeme GPS.

Exercice 3.5.17. Soit X et Y deux variables aléatoires exponentielles de parametre A
indépendantes et S = X + Y. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant S = s et en
déduire E(X|S).
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3.6 Résumé

e X :Q — R possede la densité p: RY — R, si

VD ouvert de R?, P(X € D) = /
D

p(z) de = /Rd 1p(x) p(z) de.

e Soit (X,Y): Q — R x R de densité pxy(z,y).

- Densité marginale : Y a pour densité |py (y) = / pxy(z,y)dz.
R%1

- Densité conditionnelle de X sachant Y =y :

_ pxy(T,y)
Pxy(@) = py(y)

- Indépendance si px vy (z,y) = px(z)py (y)
<= la densité conditionnelle de X sachant Y = y ne dépend pas de y € R%.

e Espérance, variance : X : () — R de densité p est dite

- intégrable si [, |z[p(x)dz < 400 et alors |E(X) = / x p(z) d.
R

- de carré intégrable si E(X?) = [ 2® p(z) dz < +o0 et alors
Var(X) = E(X?) —E(X)* = E((X — E(X))?).
Propriétés :
1. Linéarité : E(X + \Y) = E(X) + AE(Y).

2. Croissance : P(X >Y) =1= E(X) > E(Y).
3. Xi,..., X, indépendantes —> Var(X; +...+ X,) = >, Var(X;).

e Fonction muette : X : Q — R? possede la densité p

= |Vf:R?* = R bornée , B(f(X)) = [ f(z)p(z) dz.
Rd

e Espérance conditionnelle de f(X,Y) sachant Y (ou f(X,Y) intégrable) :

E(f(X,Y)[Y) =4(Y) ou Vy e R®, ¢(y) = - f(@, y)pxy(x)de.

Vg : R = R, t.q. f(X,Y)g(Y) intég, E (E(f(X,Y)[Y)g(Y)) = E(f(X,Y)g(Y)).
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e Densités usuelles sur R :

Nom Densité E(X) | Var(X)
1 a b—a)?
uniforme UJa, b] = 1y (2) atb ( 12)

exponentielle £(\) Aexp(—Az) >0} % /\LQ
normale Ny (m, o) | Z= exp <_ (IQ_:;F) m o?
Cauchy C(a) = IQ—}MZ non intég -

e Covariance : si X et Y sont deux variables réelles de carré intégrable,

Cov(X,Y) ¥ E (X - E(X))(Y - E(Y)) = E(XY) — E(X)E(Y).
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Chapitre 4

Simulation

Nous avons vu a ’occasion de I'exercice 3.5.14 qu'un participant a un jeu télévisé peut
augmenter l'espérance de son gain s’il sait simuler une variable aléatoire exponentielle
de parametre 1. Mais l'intérét de la simulation probabiliste dépasse largement le cadre
de cet exemple ludique. Tout d’abord, si I'on s’intéresse a un systeme dont les variables
d’entrée sont aléatoires de loi connue, on peut essayer de déterminer analytiquement la
loi des variables de sortie du systeme lorsque celui-ci n’est pas trop compliqué. Dans les
deux chapitres précédents, notamment avec la technique de changement de variables, nous
nous sommes intéressé a ce probleme qui revient a déterminer la loi de 'image par une
fonction connue d’un vecteur aléatoire de loi donnée. Mais lorsque le systeme est complexe
comme par exemple un modele météorologique, la simulation devient la seule alternative
pour obtenir des informations sur les variables de sortie. Enfin, nous verrons au chapitre
suivant que la loi forte des grands nombres assure que la moyenne de n variables aléatoires
intégrables indépendantes et identiquement distribuées converge lorsque n tend vers 'infini
vers 'espérance commune de ces variables. Pour calculer numériquement cette espérance,
on peut simuler sur ordinateur une réalisation de ces n variables avec n grand et calculer
la moyenne correspondante. C’est le principe de la méthode de Monte Carlo qui est tres
largement utilisée en physique, en fiabilité mais aussi en mathématiques financieres.

Pour effectuer des simulations probabilistes sur ordinateur, on utilise un générateur
de nombres pseudo-aléatoires. Un tel générateur retourne une suite (z,), de nombres
réels compris entre 0 et 1. Ces réels sont calculés par un algorithme déterministe mais
imitent une réalisation d’une suite de variables aléatoires indépendantes et indentiquement
distribuées suivant la loi uniforme sur [0, 1]. Le bon comportement de la suite est vérifié
a l'aide de tests statistiques.

Une méthode couramment utilisée pour construire la suite (x,,), est la congruence : z,, =
Yn/IN ot les y,, sont des entiers compris entre 0 et N — 1 calculés grace a la relation de
récurrence

Yn+1 = (ayn, +b) mod (N).

Le choix des entiers a, b, N est fait de fagon a ce que la période du générateur (toujours plus
petite que V) soit aussi grande que possible et que les propriétés de la suite (), soient
proches de celles d’une réalisation d’une suite de variables I.I.D. suivant la loi uniforme
sur [0, 1]. Pour vérifier ce dernier point, on utilise des tests statistiques dans ’esprit de
ceux qui seront introduits au chapitre 8.

Dans tout ce chapitre, le point de vue est le suivant : on suppose que ’on dispose d'un
bon générateur de nombres pseudo-aléatoires et on se demande comment a partir d'une
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suite (U;);>1 de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant la
loi uniforme sur [0, 1] construire une variable aléatoire de loi donnée, avec une attention
particuliere pour les lois usuelles introduites dans les chapitres précédents.

Remarque 4.0.1. Il existe des dispositifs qui a partir de phénomenes physiques aléatoires
comme les temps de désintégration atomique de matériaux radioactifs permettent de

transmettre a 'ordinateur des nombres aléatoires. Mais le cotit de ces dispositifs reste
prohibitif.

4.1 Simulation de variables aléatoires discretes

4.1.1 Loi de Bernoulli de paramétre p € [0, 1]

Si U ~ U([0,1]) alors

X = 1<y ~ B(p).

En effet X prend les valeurs 0 ou 1 et

1
PX=1)=PU<p) = / Liu<pydu = p.
0

4.1.2 Loi binomiale de parameétres n € N* et p € [0, 1]

Si Uy, ..., U, sont n variables uniformes sur [0, 1] indépendantes alors

X =Liwhep + o+ Lz = D) Liwispy ~ Bn, p).

i=1

D’apres ce qui précede, les variables 1y,<py, 1 <7 < n sont des variables de Bernoulli de
parametre p indépendantes. La variable aléatoire X, somme de ces n variables suit donc
la loi binomiale de parametres n et p.

4.1.3 Loi géométrique de parametre p €|0, 1]
C’est la loi du temps de premier succes dans une suite d’expériences aléatoires

indépendantes avec propabilité de succes p. Ainsi, si les (U;);>1 sont des variables uni-
formes sur [0, 1] indépendantes

N=inf{i >1: U; <p} ~ Geo(p).

Remarque 4.1.1. Nous verrons dans I’exercice 4.3.1 une méthode qui permet de simuler
une variable géométrique de parametre p a 'aide d’une seule variable uniforme sur [0, 1].
Cette méthode qui repose sur 'interprétation de la loi géométrique comme version discrete
de la loi exponentielle est beaucoup plus rapide en terme de temps de calcul.



4.2. SIMULATION DE VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE 63

4.1.4 Simulation suivant une loi discréete quelconque

Nous venons de voir des méthodes spécifiques pour simuler des variables aléatoires
suivant des lois discretes usuelles.
Il est cependant toujours possible d’obtenir une variable qui prend les valeurs (x;);en-
avec probabilités respectives (p;)ien+ (avec les p; > 0 t.q. > . pi = 1) a l'aide d'une
seule variable U uniforme sur [0, 1] en posant

X =u1lwepy + 22lpicospiapt + - T Tilfprip i <U<piodpy - -

Remarque 4.1.2. Pour implémenter cette méthode tres générale, il faut programmer
une boucle sur ¢ avec comme test d’arrét p; + ...+ p; > U. Cela peut s’avérer cotiteux en
temps de calcul lorsque la série de terme général p; converge lentement vers 1.

Remarque 4.1.3. Outre cette méthode générale, pour simuler une variable qui suit la
loi de Poisson de parametre A > 0, on peut recourir a ’approche présentée dans 1’exercice
4.3.2 qui repose sur les liens entre variables de Poisson et variables exponentielles de méme
parametre A.

4.2 Simulation de variables aléatoires a densité

4.2.1 Loi uniforme sur [a,b] avec a < b € R

Si U est une variable uniforme sur [0, 1] alors

X=a+(b—a)U ~Ua,b|.

4.2.2 Méthode d’inversion de la fonction de répartition

Soit p une densité de probabilité sur R strictement positive et F(z) = ffoo p(y)dy
la fonction de répartition associée. Comme F' est continue et strictement croissante sur
R et vérifie lim, , « F(z) = 0 et lim,_, o F(x) = 1, elle admet une fonction inverse

F~1:0,1[— R.

Proposition 4.2.1. Si U ~ U0, 1], alors X = F~Y(U) posséde la densité p.

Démonstration : Soit a < b € R. Comme F est strictement croissante, {a < X < b} =
{a < F7Y(U) <b} ={F(a) <U < F(b)}. Donc

1 b
Pla< X <) = / Lir@)<u<r@ppdu = F(b) — F(a) = / p(y)dy,
0 a

ce qui d’apres la définition 3.2.1 signifie que X possede la densité p. U
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Exemple 4.2.2. La loi de Cauchy de parametre a > 0 est la loi de densité p(y) =
sur R. La fonction de répartition associée est

Fle) = /_;p@)dy - %/m <y/a>12 7

1 z/a 1 1 » .
= ;/_Oo mdz 7T[arctan( z)] /oo —arctan(;p/a) +1/2.

__a
m(y*+a?)

Pour inverser la fonction de répartition, on se donne u €]0, 1 et on cherche = t.q. F(z) =
u
F(z) =u <z =atan(m(u — 1/2)).
En conséquence si U ~ U[0,1], X = atan(m(U — 1/2)) ~ C(a).
Comme 7(U — 1/2) ~ U[-7F, 7] et comme la fonction tan est périodique de période 7,
pour f: R — R bornée,
1 0
E(f(tan(m(U —1/2))) = ftan(m + z))dx + — / f(tan x)dx

—7/2

/ f(tanz)dz = E(f(tan(xU))).

Ainsi, tan(m(U — 1/2)) £ tan(mwU) et

X =atan(wU) ~ C(a).

Exemple 4.2.3. La loi exponentielle de parametre A > 0 est la loi de densité )\€_>‘21{Z>0}.
La fonction de répartition associée est

F(m) = / )\G_Azl{z>0}dz = 1{:):>0}(1 — 6_/\90).
Pour u €]0, 1], on a
1
Flz)=us o= —Xln(l—u).

On en déduit que si U ~U[0,1], =3 In(1 = U) ~ E(N).

On peut apporter une simplification en remarquant que 1 — U £y (1 = U a méme loi

que U), ce qui entraine que —% In(1-U0U) £ —% In(U) et permet de conclure que

1
§ = —5I(U) ~ V).

4.2.3 Méthode polaire pour la loi normale centrée réduite

Proposition 4.2.4. Soit R de loi exponentielle de paramétre 1/2 et © de loi uniforme
sur [0, 27| indépendantes. Alors

= VR cos(©) et Y =VR sin(O)

2
. , , . e R . s
sont des variables normales centrées réduites (densité \/%e 2 ) indépendantes.
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Démonstration : On applique la méthode de la fonction muette. Soit f : R? — R
bornée. On a

E(f(X,Y)) = E(f(\/}_% cos(0), VR sin(©)))
/ f(V/r cos(8),+/r sin(B))e " 2drds.

Le changement de variable (z, y) = ¢(r,0) = (/7 cos(f),/r sin(h)) est une bijection C*
ainsi que son inverse de |0, +0o[x]0, 27r[ sur R? \ {(z,0) : > 0}. Sa matrice jacobienne

est
D(z,y) _ ( cos(0)/(24/r) —+/r sin(6) )
D(r,0) sin(0)/(2y/r) /1 cos(8) )’

ce qui entraine que dzdy = %drd@. On conclut par la formule de changement de variables
que

E(f(X.Y) =5 | fy)e = drdy.

o
O

D’apres ce qui précede si (Up,Us) est un couple de variables uniformes sur [0, 1]
indépendantes : (—21n(U;), 2nUs) £ (R,©), ce qui entraine que

( —21In(Uy) cos(2nUs), \/—21n(Uy) sin(?ng))) £ (X,Y).

On conclut donc que

sont 2 variables normales centrées réduites indépendantes.

{ —21In(Uy) cos(27Uy)
—21n(U;) sin(27U,)

On en déduit facilement par changement de variable que

Corollaire 4.2.5. Soit u,0 € R et Uy, U, deur variables aléatoires uniformes sur [0, 1]

indépendantes. Alors p+ o+/—2In(Uy) cos(2nUs) ~ Ni(p, 02).

4.2.4 Méthode du rejet

On souhaite simuler une variable aléatoire qui possede la densité p sur R? dans le cas
ol il existe une densité ¢ sur R? suivant laquelle on sait simuler et une constante k > 0
t.q.

Vo € RY p(z) < kq(x).
En intégrant cette inégalité sur R? on obtient que nécessairement k > 1.
On se donne sur §2 une suite (Y;, U;);>1 LLD. avec Y] de densité ¢ et U; uniforme sur [0, 1]
indépendantes.

Le principe de la méthode du rejet est le suivant :

1. Tant que kU;(w) > pgyg( ) cela signifie que le rapport au point Y;(w) entre la densité
p suivant laquelle on souhaite simuler et la densité ¢ de Y; est en certain sens trop
petit et on rejette le couple d’indice i (d’ou le nom de la méthode) et on passe au
couple d’indice 7 + 1.
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FIGURE 4.1 — Méthode du rejet.

2. Si kq(Yi)Ui(w) < p(Y;)(w), on pose X (w) = Yi(w).

Cette méthode est illustrée sur la figure 4.1. D’un point de vue plus formalisé on pose

N(w) =inf{i > 1: kq(Y;)Ui(w) < p(Yi)(w)} et X(w) = Y (w).

Théoréme 4.2.6. La variable aléatoire N suit la loi géométrique de paramétre 1/k (elle
est donc finie avec probabilité 1). Elle est indépendante du couple (Yy, kq(Yn)Uy) qui est

uniformément réparti sur D, = {(z,z) e R* x R: 0 < 2 < p(x)}.
En particulier X = Yy posséde la densité p.

Démonstration : Commengons par déterminer la loi de (Y;, kq(Y;)U;). Pour cela on se

donne une fonction muette f : R¢ x R — R bornée :
B/ (Y ka()U) = |

1
= E/ /f(y7z>1{0§z§kq(y)}dydz'
R JR

Ainsi (Y;, kq(Y;)U;)) est une variable aléatoire uniformément répartie sur
Dig ={(y,z) € R x R: 0 < 2 < kq(y)}

qui a pour volume k ([, q(y)dy = 1).

y (/01 f(y, kC](y)U)Q(?J)du) dy = /Rd (% /qu(w f(y, z)dz) dy

(4.1)

L’événement kq(Y;)U; < p(Y;) s'écrit également (Y;, kq(Y:)U;) € D, on D, = {(x,2) €
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RIxR: 0<z<p(zx)} C Dy, apour volume 1.

On en déduit que la probabilité pour que kq(Y;)U; < p(Y;) est égale au rapport des
volumes soit 1/k. Ainsi la variable aléatoire N est le temps de premier succes dans une
suite d’expériences indépendantes avec probabilité de succes 1/k et suit la loi géométrique
de parametre 1/k. En particulier, elle est finie avec probabilité 1 c’est-a-dire que

P (Z LiNen) = 1) =1 (4.2)
neN*

On se donne maintenant des fonctions muettes bornées g : N* — Ret f: R? x R — R.
Pour traiter le caractere aléatoire de I'indice N dans le calcul de E(g(N) f(Yn, kq¢(Yn)Un)),
on utilise (4.2) qui permet de décomposer 1'espérance suivant les valeurs prises par N :

E(g(N)f(Yn,kq(Yn)Un)) (Z Lin=n}g(N (YNJfQ(YN)UN))
neN*

— Z E (Lin=nyg(n) f(Yn, kq(Ys)U,)) par linéarité de D'espérance
neN*

= > 9 (Lkgviyvnspr) - - Lika(rn1)0n 150010} LikaOa)tn <oy f (Yo, ka(Ya) Un))
neN*

= Z P(kq(Y1)Uy > p(Y1))"™ 'E (1{kq(Yn)Un§p(Yn)}f(an kQ(Yn)Un>)
neN*

car les couples (Y;,U;) sont I.I.D.. En utilisant (4.1), on en déduit que
E(g(N)f(Yn, kq(Yn)Un))

n—1
=D _gln (1 - ‘) / / Lio<z<p(n)1f (s 2)Ljo<z<hq(y)rdzdy

neN*
1
= Z 9(”)% 1= f Y, 2)Ljo<z<py)yd2dy.
R4
neN*
Pour g = 1, on obtient que E (f(Yn,k¢(YN)Un)) = Jra Jo [, 2)Ljo<z<p)ydzdy, ce qui

assure que le couple (Yy, kq(Yy)Uy) est unlformement repartl sur D,. On en déduit la
densité de X = Yy par la formule des densités marginales :

/ Lio<a<p(aydz = p(z).
R
En outre,

E(g(N)f(Yn,kq(Yn)Un)) = E(g(N))E (f (Yn, kg(Yn)Un))
et le couple (Y, kq(Yn)Uy) est indépendant de N d’apres la Proposition 3.3.11. O

Remarque 4.2.7. Le nombre moyen de tirages (Y;, U;) nécessaires pour générer X est
E(N) = k. Pour diminuer le temps de calcul, on a donc bien str intérét a privilégier le choix

d’une densité ¢ telle sup,cga 2 E g soit aussi petit que possible et a poser k = sup,cpa Emg

Exercice résolu 4.2.8. On souhaite simuler une variable aléatoire qui posséde la loi
gamma de paramétres 3/2 et 1 i.e. qui posséde la densité

2
p(x) = —= Vo e iz
ﬁ { = }
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par la méthode du rejet avec q(x) = /\e*’\xl{xzo}. Quel est le choiz de A optimal ¢ Que
vaut alors E(N) ?

On veut trouver A* €]0, +-00[ qui minimise f(\) = sup, \/Ee(:fl)z'

Pour A > 1, f(\) = +o0. Déterminons maintenant f(\) pour A €0, 1[. Le supremum en
x est réalisé en x(A) qui annule la dérivée i.e. qui vérifie

1
—— (A1 A=l —
ce qui entraine z(\) = ﬁ
Ainsi VA €]0,1[, f(A) = 1/4/2eA2(1 — \) et pour minimiser f(A) il suffit de maximiser
A%(1 — \) ce qui conduit a \* = 2/3.
En prenant k = \%f@/?)) =3%2/\2me, on a E(N) = k ~ 1,257.

4.3 Exercices

Exercice 4.3.1. Pour z € R, on note |x] la partie entiere de .
Soit X une variable exponentielle de parametre A > 0. Quelle est laloide N =1+ | X |7
Pour p €]0, 1], en déduire A t.q.

1+ |—In(U)/\| ~ Geo(p).

Exercice 4.3.2. 1. Soit (X;);>1 une suite de variables exponentielles de parametre
A > 0 indépendantes. Pour n € N*, calculer P(X;+...+X,, <1< X;+...+X,11).
Quelle est la loi de

N = E LX) ot X <1< X ot X}
neN*

2. En déduire que si (U;);>1 est une suite de variables I.I.D. suivant la loi uniforme sur
[0, 1],
inf{ln e N: Uy x Uy x ... x Upyq < e}

suit la loi de Poisson de parametre \.

Exercice 4.3.3. Soit (X,Y’) un vecteur uniformément réparti sur le disque D centré en
0 et de rayon 1 (densité 1g,2y,2<qy/).

1. Quelle est la loi de

Y
R,O)=(X*+Y?, 2arctan( >) ?
( ) ( X+vX2+Y2

2. Soit

(X2 +Y?) . [—2In(X2+Y?)
ZW)=(x Y .
(Z,W) ( \/ X2+yz X2 +Y?

Exprimer (Z, W) en fonction de (R, ©) et en déduire sans calcul la loi de (Z,W).
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3. Comment simuler un couple uniformément réparti sur le disque D a partir d’une
suite I.I.D. de couples uniformément répartis sur le carré [—1,1]%. En déduire une
méthode pour simuler des variables normales centrées réduites qui ne fait pas appel
aux fonctions trigonométriques.

Exercice 4.3.4. Soit a,b > 0.
1. Montrer que si (U, V') suit la loi uniforme sur le domaine
D={(uv)eR u>0,v>0, us +vv <1},
(i.e. (U, V) possede la densité 1{q,m)epy/|D| ot |D| est la surface de D) alors
Us
X=——"7
Us+Ve

suit la loi béta de parametres a et b.
Indication : il suffit de montrer que X possede une densité proportionnelle a
1{0<x<1}$a71<1 — fL’)bil

2. En déduire une méthode pour simuler une variable aléatoire de loi béta.

Exercice corrigé 4.3.5. Soit ((X;,Y;));>1 une suite I.I.D. avec X; et Y] variables ex-
ponentielles de parametre 1 indépendantes. On se donne également indépendamment de
cette suite une variable ¢ t.q. P(e = 1) = P(e = —1) = 5 et on pose

N=inf{i >1:2Y; > (1 - X;)’} et Z=¢eXy

1. Quelle est la loi de N ? Donner E(N).
2. Quelle est la loi de Z 7

3. En déduire une méthode pour simuler une variable distribuée suivant la loi normale
centrée réduite.

Exercice 4.3.6. : Simulation suivant la loi gamma
Soient a, > 0 . On note respectivement |a| et &« = a — |a| la partie entiere et la partie
fractionnaire de a.

1. Soit Y une variable aléatoire distribuée suivant la loi I'(«r, 1) (par convention Y = 0
si a = 0) indépendante de la suite (U;);>1 L.L.D. suivant la loi uniforme sur [0, 1].

(a) Vérifier que X = % (Y —1In (Hl@l UZ)> ot [T\, U; = 1 suit la loi ['(a, §).

(b) On suppose a > 0. Vérifier qu’il est possible de simuler Y par rejet sous

la densité q(y) = 2% (yo‘_ll{kygl} + e‘yl{y>1}) avec un nombre d’itérations
d’espérance égale a aSFJF(Z)' Expliciter comment la méthode d’inversion de la

fonction de répartition permet de simuler suivant la densité q.

2. On suppose que a > 1 et on note f(z) = z* e *1f,50 et Dy = {(z,y) € RZ : 0 <

< I}

(a) Calculer sup,-, f(2) et sup,. 2*f(z). En déduire que D, C [0, z,] X [0,y,] ou

a1 atl
ro= (57 ety = (22) 7

(b) Soit (X,Y) ~ U(D,) un couple uniformément réparti sur D, i.e. qui possede
la densité ID_lall{OSy}l{OSa:S\/Tg)} ou |D,| désigne la surface de D,.
Quelle est la loi de (X, W) ou W = % ? Donner la loi de W. En déduire que

|D,| = @ Conclure que Z o % ~ I'(a,0).
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(¢) Comment simuler suivant les lois U(D,) et I'(a,0) ?

Exercice 4.3.7. : borne de Letac pour la méthode du rejet

Soit p une densité de probabilité sur 'intervalle [0, 1] suivant laquelle on souhaite simuler
en utilisant un algorithme de rejet construit a 'aide d’une suite ((U;, X;));>1 de vecteurs
aléatoires i.i.d. ou les U; sont uniformément réparties sur [0, 1]. Plus précisément, on
suppose qu’il existe un ensemble d’acceptation A tel que P((Uy, X;) € A) > 0 et que la
loi conditionnelle de U; sachant (U, X;) € A possede la densité p. On note N = min{i >
1:(U;, X;) € A} et B un sous-ensemble de [0, 1].

1. Quelle est la loi de N7 Et celle de Uy 7

2. Montrer que pour n € N*, P(U,, € B,N > n) =P(U,, € B)P(N > n).
3. En déduire que P(Uy € B) < P(U; € B)E(N).

4. Conclure que E(N) > sup{b >0 fol Lip(u>pydu > 0}.
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4.4 Résumé

Dans tout ce résumé, on note U une variable de loi uniforme sur [0, 1] et (U;);>1 une
suite de variables I.I.D. suivant cette loi.

Loi Méthode de simulation
Bernoulli B(p) Liv<py
binomiale B(n, p) > it Lwi<py

géométrique Geo(p) | 1+ [In(U)/In(1 — p)] ou | x| désigne la partie entiere de z

Poisson P () min{n € N: Uy x Uy X ... x Upy1 < e}
uniforme U|a, b] a+ (b—a)U
exponentielle £(\) —1In(U)
Cauchy C(a) atan(mU)

normale N7 (u, o?) w4 oy/—2In(Uy) cos(2wUs)
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Chapitre 5

Convergence et théoremes limites

Dans ce chapitre, nous allons introduire différentes notions de convergence pour une
suite de variables aléatoires. Apres avoir étudié les liens entre ces différentes notions, nous
énoncerons deux théoremes limites tres importants des probabilités :

e la loi forte des grands nombres qui énonce la convergence de la moyenne empi-

rique %Z?:l X; d’une suite (Xj);>1 de variables aléatoires réelles indépendantes,

identiquement distribuées et intégrables vers E(X7) lorsque n — +oo.

e le théoreme de la limite centrale qui indique a quelle vitesse cette convergence a lieu
sous I’hypothese supplémentaire que les X; sont de carré intégrable.

5.1 Convergence

Définition 5.1.1. Pour n — +o00, on dit qu’une suite (X,)n,>1 de variables aléatoires a
valeurs RY converge vers la variable aléatoire X a valeurs R?
— presque surement si P(X, — X) = P{w € Q: X, (w) — X(w)}) = 1, c’est-
a-dire si les fonctions X,, définies sur €2 convergent ponctuellement sur un sous-
ensemble de €2 de probabilité 1 vers la fonction X.

— en probabilité si Ve > 0, P(|X,, — X| > €) —n100 0.
— dans L' si les variables X,,, X sont intégrables et E|X,, — X| —, 5100 0.

— dans L? (ou en moyenne quadratique) si les variables X,,, X sont de carré intégrable
et E(| X, — X|*) — 400 0.

Remarque 5.1.2. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires réelles qui converge
dans L' vers X. Alors lim,,_,, ., E(X,) = E(X). En effet, comme X, — X < |X, — X|,
par linéarité et croissance de l'espérance, E(X,) —E(X) = E(X,, — X) < E|X,, — X|. Par
symétrie, E(X) —E(X,) < E|X, — X|. Ainsi |[E(X,,) —E(X)| < E|X,, — X]|, ce qui permet

de conclure.

Pour établir les liens entre ces différents types de convergence, nous utiliserons les deux
résultats suivants. Le premier qui porte le nom de théoreme de convergence dominée et
que nous ne démontrerons pas est 'analogue du théoreme de convergence dominée pour
les intégrales.

73
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Théoréme 5.1.3 (de convergence dominée). Soit (X, )n,>1 une suite de wvariables
aléatoires réelles qui converge presque surement vers X. On suppose de plus que la suite
est dominée au sens ou il existe une variable aléatoire Y intégrable telle que

Vn > 1, P(IX,| <Y) =1.

Alors X est intégrable et (X,), converge dans L' vers X ce qui entraine en particulier
que

lim E(X,) = E(X).

n—-+o0o

Proposition 5.1.4 (Quelques inégalités). Soit X et Y deux variables aléatoires réelles.

Inégalité de Markov : Si E|X| < +oo, alors

E|X
Va >0, P(|X| > a) < 2L
a

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev : Si E(X?) < +o0, alors

E(X?)

Va >0, P(X] 2 a) < —

Inégalité de Cauchy-Schwarz : Si les variables X et'Y sont de carré intégrable, alors

[E(XY)| < VE(X?) VE(Y?).

l=|
a

X
P (1{X|>a} s )1

et on obtient I'inégalité de Markov en utilisant la propriété de croissance de 1’espérance
et l’égalité E(l{‘x|2a}) = ]P)(’X’ > a).

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev s’obtient par la méme méthode en remarquant que
Vo € R, Lfjgza) < i—i (voir la figure 5.1).

Pour montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on constate que pour tout A € R,

Démonstration : Comme Vo € R, lj;>0 < = (voir la figure 5.1),

E(X?) + 2AE(XY) + N’E(Y?) = E((X + \Y)?) > 0.

On en déduit que le discriminant 4(E(XY))? — 4E(X?)E(Y?) de ce polynoéme du second
degré en \ est négatif ou nul, ce qui fournit le résultat souhaité. O

Proposition 5.1.5. — La convergence L? implique la convergence L' qui elle-méme
implique la convergence en probabilité.

— Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles qui converge dans L* vers X.
Alors E(X,,), E(X?) et Var(X,,) convergent resp. vers E(X), E(X?) et Var(X).

— La convergence presque sure entraine la convergence en probabilité.
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FIGURE 5.1 — Majoration de 1{|x|2a}.

Démonstration : Convergence L? = convergence L' :

Cela découle du fait que toute variable aléatoire de carré intégrable est intégrable et
de l'inégalité E|X,, — X| < /E(|X,, — X|?) (qui se déduit elle-méme par exemple de la
positivité de la variance de |X,, — X|).

Convergence L' = convergence en probabilité :
Cela découle de l'inégalité de Markov P(|X,, — X| > ¢) < w pour € > 0.

Convergence L* = convergence des espérances et variances :
D’apres le premier point et la remarque 5.1.2, il suffit de vérifier que E(X?) converge vers
E(X?).
Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, E(X,X) < /E(X2)/E(X?2).
Donc

B((X, — X)) = B(X2) — 2B(X, X) + E(X?) > (/E(XZ) - /E(XI).
Ainsi \/E(X2) converge vers /E(X?2) et on conclut par continuité de z — 2.

Convergence presque stire = convergence en probabilité :
Soit (X,,), une suite qui converge presque sirement vers X et € > 0. La suite | X,, — X]|
converge presque surement vers 0.
Comme la fonction 1y, est continue en 0, on en déduit que Y, = 14 x,—x|><} converge
presque surement vers 0. Les variables Y,, sont dominées par la constante 1 qui est bien
str intégrable. Donc le théoreme de convergence dominée 5.1.3 implique que

lim P(|X, —X|>¢)=0.
n—-+o0o
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O

L’exercice suivant fournit un exemple de suite de variables aléatoires qui converge en
probabilité mais pas presque stirement.

Exercice 5.1.6. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes avec X,, ~
B(+) pour tout n > 1.

1. Montrer que la suite (X,,),>1 converge en probabilité vers 0.

2. Soit m € N*. Pour [ > m, vérifier que P(ﬂi}zm{Xn =0}) = eXn=m In(1=7)
En remarquant que pour z €]0,1[, In(l — z) < —z, en déduire que
limy oo P(N_, {X,, = 0}) = 0 puis que P(N,~, {X, = 0}) = 0 et enfin que
P(U,,51 NyomiXn = 0}) = 0. Conclure que P(lim,, o, X, = 0) = 0.

L’exercice suivant est consacré a la convergence de la suite des couples pour deux suites
de variables aléatoires convergentes.

Exercice 5.1.7. Soit (X,,),>; une suite de variables aléatoires & valeurs dans R% qui
converge presque sirement (resp. en probabilité, resp. dans L', resp. dans L?) vers la
variable aléatoire X & valeurs dans R et (Y,)n>1 une suite de variables aléatoires a
valeurs dans R% qui converge presque siirement (resp. en probabilité, resp. dans L!, resp.
dans L?) vers la variable aléatoire Y & valeurs dans R9. Montrer que la suite des couples
((Xn,Yy))n>1 converge presque siirement (resp. en probabilité, resp. dans L', resp. dans
L?) vers (X,Y).

Enfin, les différentes notions de convergence sont préservées par des fonctions de
régularité adaptée.

Exercice 5.1.8. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans R%, f
R% — R% et X une variable aléatoire & valeurs dans R%.

1. Montrer que si (X, ),>1 converge presque surement vers X et si f est continue, alors
(f(X,))n>1 converge presque siurement vers f(X).

2. Montrer que si (X,,),>1 converge dans L' (resp. dans L?) vers X et si f est lipschit-
zienne, alors (f(X,))n>1 converge dans L' (resp. dans L?) vers f(X).

3. On suppose maintenant que (X,),>1 converge en probabilité vers X et que f est
continue. Soient ¢, a > 0.

(a) Vérifier a laide du théoreme de convergence dominée que
limy, oo E(1gxj>m}) = 0. En déduire lexistence de m, € N t.q.
P(IX| > ma) < 2.

La continuité de f assure que cette fonction est uniformément continue sur le com-
pact {z € R% : |z| < m, + 1} et donc Pexistence de 7, €]0, 1] tel que
Yo,y € R® vérifiant max(|z|, |y|) < ma + 1 et |2 —y| < na, |f(z) — f(y)| < e

(b) Vérifier que P(|f(X,) — f(X)]| > ¢) < P(|X| > mq) + P(|X,, — X| > n4) et en
déduire l'existence de n, < oo tel que pour n > ng,, P(|f(X,)—f(X)]| >¢) < a.

(c¢) Conclure que la suite (f(X,)),>1 converge en probabilité vers f(X).
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5.2 Lois des grands nombres

Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes indentiquement
distribuées (ce que l'on note aussi I.I.D.). Les lois des grands nombres portent sur le
comportement de la moyenne empirique X,, = % Z;L=1 X lorsque n — +00.

5.2.1 Loi faible des grands nombres

On suppose que les X sont de carré intégrable (i.e. que E(X?) < +00).

n

E((X, —E(X)))?) = %]E (Z X;—E (Z X])) - %Var(z X;)

=1
1 n
=— ZVaT(Xj) par indépendance des X,
n
=1

Var(X)

n

n——+o0o O

On en déduit

Proposition 5.2.1. La moyenne empirique X, = %Z?ZlXj d’une suite (X;);>1 de
variables aléatoires réelles LI.D. et de carré intégrable converge dans L* (et donc dans
L' et en probabilité) vers l'espérance commune des X; lorsque n — +o0.

5.2.2 Loi forte des grands nombres

Le résultat précédent est supplanté par la loi forte des grands nombres qui indique que
la convergence a lieu presque surement. La convergence presque sure est illustrée par la
figure 5.2.

Théoréme 5.2.2 (Loi forte des grands nombres). La moyenne empirique X, =
%Z?ZI X; d’une suite (X;)j>1 de variables aléatoires réelles 1.1.D. intégrables converge
presque strement et dans L' vers l'espérance commune des X; lorsque n — +00.

P (% Zn:Xj — ]E(Xl)> =1.

j=1

Afin de comprendre les techniques qui permettent d’établir une convergence presque
stire, nous commencerons par démontrer le théoreme sous I’hypothese d’intégrabilité ren-
forcée E(X{) < +o00. Puis nous donnerons ensuite la preuve plus technique sous la seule
hypothese E|X;| < +oc.

Démonstration sous hypothése E(X}) < +o0o : Par linéarité de 'espérance,

E((Xn - E(Xo)‘*)
S B (X — X)) (X — E(X) (K — E(X0)) (X — E(X.))).

11,12,13,14=1
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FIGURE 5.2 — Evolution d’une réalisation de X,, avec n lorsque les X ; sont I.I.D. suivant
la loi exponentielle de parametre 1 (E(X;) = 1).

Parmi les n? espérances qui figurent dans la somme au second membre beaucoup sont
nulles : en effet des que I'un des quatre indices i, est différent des trois autres, par
indépendance des X, I'espérance est égale a 'espérance du produit des termes corres-
pondant aux trois autres indices par E(X; —E(X;,)) = 0.

Il reste donc seulement les contributions des cas ou

— les 4 indices sont égaux soit n termes en E((X; — E(X;))%)

— 2 des indices prennent une valeur et les 2 autres une autre valeur soit 3n(n — 1)
termes en E (X7 — E(X1))%(X2 — E(X2))?) = (Var(X1))? (3 pour le choix de I'indice
ir, k= 2,3 ou 4, égal au premier indice i1, n(n — 1) pour le choix de deux valeurs
différentes parmi n).

Ainsi

E((X, - E(X)* = SE((x — E(x)y) + 2021

On en déduit qu’il existe C' > 0 t.q. Vn > 1, E((Xn - ]E(Xl))4> < £ puis que

E (Z((X —E(Xy)) ) > E (X, — E(X1))") < +oo.

n>1 n>1

Donc P (Z(Xn —E(X))* < +oo) -

n>1
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Ainsi avec probabilité 1, ((X, — E(X;))*), converge vers 0 comme terme général d'une
série convergente. O

Lorsque la variance commune des X; est non nulle, E ((X,, — E(X;))?) = Var(X;)/n
n'est pas le terme général d’une série sommable et on ne peut pas reprendre la
démonstration précédente de la convergence presque sire de X,, en supposant seulement
les X; de carré intégrable. Néanmoins, il est possible de I'adapter et cela fait 1'objet de
I’exercice suivant. Démontrer cette convergence presque stre en supposant seulement les
X intégrables est beaucoup plus délicat.

Exercice 5.2.3. On suppose E(X?) < +o0.
1. Montrer que X,,2 converge presque siirement vers E(X) lorsque n — -+oc.

2. Vérifier que

9 1 (n+1)2-1
max Xz = Xl < > X + — > X

n2+1<k<(n+1)2-1
j=n2+1

2 2 _ .
3. En remarquant que <# Z(”Zil "X ‘) < Z¥ "J;BH ! X7, vérifier que

+1)2
=5 Z]n 241 "1 X,| converge presque siirement vers 0 lorsque n — +0c0.

4. Conclure que Xj converge presque strement vers E(X;) lorsque k — +oo0.

Démonstration du Théoreme 5.2.2 : La décomposition des X; en partie posi-
tive et partie négative sous la forme X; = max(X;,0) — max(—X;,0) est telle que
E|X;| = E(max(X;,0)) + E(max(—X;,0)) si bien que les variables (max(X;,0));>1 (resp.
(max(—X;,0));>1) sont i.i.d. et intégrables. Comme

| X, —E(X; |<‘ Zmax X;,0)— (maX(Xl,O))’qL‘]E(max (—X1,0) ——Zmax (—X;,0) '

on peut se ramener au cas ou les X; sont positives et intégrables. On suppose méme
que E(X;) > 0 sans quoi P(X; > 0) = 0 pour tout ¢ > 1 si bien que, par passage au
complémentaire puis o-additivité,

=1-> P(X1=...=X,=0X;>0)>1-) P(X;>0)=1 (5.1)
i>1 i>1

On introduit les variables aléatoires indépendantes mais non identiquement distribuées
Y = Xil{x,<iy et on pose Y, = %Z?:l Y;. Vérifions qu’il suffit de démontrer la conver-
gence presque sire de Y, vers E(X7). On a

E (Z 1{)@-;&1@}) = E(lixz) = O E (Iyx =) = (Z 1{LX1J>z}>

i>1 i>1 i>1 i>1

= E(|X,]) < E(X)) < +o0.
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Donc P (ZiZI I{x,2v;} < +00) = 1. Comme la somme d’un nombre fini de termes finis
est finie, on en déduit que P (2121 Lix, vy X; < +00) = 1. Avec I'encadrement

I e 1
0<X,-Y, =— Tix oy X, < — lrx, 2y X,
< > T X< 1 Y Tomy
=1 i>1
on conclut que )_(n — Yn converge presque surement vers 0 lorsque n — oo.

On se donne maintenant « > 1 et pour k € N, on pose a;, = [a*|. On a

B - B 1 ak 1 ak 1 ak
E (Yo, = E(Yo))") = Var(Va) = — > Var(V) < 5 3 JE(V) = 5 ) E(X{lin<n)
k=1 ki=1 ki=1
Ainsi
_ 1 i<a,
E (Z(Yak ) < Z Zl{z<ak}E (XTlx<n) = D E (Xilx<n) Z%
k>0 k>0 i>1 i>1 k>0 k
Onaa > % pour tout k£ € N. En effet, on a a; = 1 si o < 2. L’inégalité reste vraie
lorsque o” Z 2, car ap = [@"] > of —1 = a"(1 — ). Ainsi, en notant k; le plus petit
entier k tel que o > i,
{”L<ak} —2kv 4o’ 1
< = =i < —.
D —a sy oS X
k>0 K>k,
Donc
of—1 . . E (X7 1{X1<z} 1
107 E (Z(Y E(Ya,) ) <> => 2 D 1B (X1 1cx,<5)
k>0 i>1 i>1 0 j>1
1
= EE (Xll{j—1§X1<]}) Z < ZE X 1l 1<X1<J}> Z ((i +1)/2)?
j>1 7,>] ]>1 i>7
<4ZE X 11— 1<X1<J})/ _4ZE<_1{J 1<X1<J}>
7j>1
<4Y E(Xilyiicx <) = 4E(X1) < +oo.
j>1

On en déduit que Y&k — ]E(Yak) converge presque strement vers 0 lorsque k — oo. Par
convergence dominée, lim; .o E(X111x,>) = ]E( 1). Comme pour tout ¢ > 1, E(Y;) =
E(X11¢x,>i), la moyenne de Césaro E(Y,,) = £ 3" E(Y;) converge également vers E(X)
lorsque n — oco. On conclut donc qu’il eX1ste un sous-ensemble A, de €2 de probabilité
P(A,) = 1 tel que pour w € A,, Y, (w) converge vers E(X;) lorsque k — oo.

Pour n > 1, il existe k, € N tel que ax, < n < ak,+1. Comme les variables Y; sont
positives,
a a _
Iy <Y, <ty

Oy, — Al +1°
n n n

Comme n + 1> a* ona (n+ 1)a > aan puis o > a";;“ D’autre part n <«
implique 2 < of" < a5, 41 puis %= > < (1 — —) Pour n> 9 ntl <] + & L < o dol

a—1" n
i+l o2 tandis que 1 — & > 1 — Tas1 T L QPon Zo > L. A1n81
n n « CM n «

kn+1

062

1 - _
vn Z o — 1’ Eyvakn S Yn S Akp+1°
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Pour w € Aq, il existe kq(w) tel que Vi > ko (w), 250 < Y, (W) < aE(X;) et

2 E(X
Yw € Ay, Vn > max (a—l,aka(w)) : (X,) <Y, (w) < ®E(X,).

Pour £ > 0, en posant m, le plus petit entier supérieur ou égal a ((1+¢/E(X1))Y/3—1)71,

on a 1/3 1/3
me +1 1 € €
me + me + ( + E(X1)> ( + E(X1)> ’

3 3
d’ol (%) E(X;) < E(X;) + € tandis que <m7?i1> E(X;) > % > E(X;) —e.

Donc

-+ 1)? =
Yw € ﬂ AmTJrl, Ve > 0, Vn > max (%ﬂkmgﬂ (w)> N Ya(w) —E(Xy)| <e.
meN* € me

Comme pour m € N*, P(AS,.,) = 0, en raisonnant comme dans (5.1), on obtient que

m

P(ﬂmeN* A mT;H) = 1. Ainsi Y,, converge presque stirement vers E(X;) lorsque n — oo.

Pour établir la convergence dans L', on remarque que 'égalité E(X,,) = E(X;) implique
que
0=EX,-E(X))=E (max(Xn —E(X1),0) — max(E(X;) — X,,, O)) .

Donc
E|X, —E(X))| =E (max()_(n —E(X1),0) + max(E(X;) — X,,, 0))
= 2F (max(E(X;) — X,,,0)) .
Comme max(E(X;) — X,,,0) converge presque siirement vers 0 lorsque n — oo et

| max(E(X;) — X,,,0)| < E(X;) par positivité des X;, le théoréme de convergence do-
minée assure que le membre de droite converge vers E(0) = 0 lorsque n — oo. O

Exercice 5.2.4. Soit (X;);>; une suite de variables aléatoires réelles L.L.D. et de carré
intégrable, X,, = %Z?:l X;etV, = %2?21 X7 — (Xn)*
1. Montrer que V,, converge presque sirement vers Var(X7).

2. Montrer que E(V,) = 2Var(X;). Comme l'espérance de V, est différente de
Var(Xy), on dit que V,, est un estimateur biaisé de Var(X;). En revanche, S2 = 2=V,
est un estimateur sans biais.

5.3 Fonction caractéristique et convergence en loi

5.3.1 Fonction caractéristique

Définition 5.3.1. Soit X un wecteur aléatoire a valeurs R?. On appelle fonction ca-
ractéristique de X la fonction

Py :ueR? = dx(u) =E (e™) € C.
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Remarque 5.3.2. — &x(0,...,0) =1.

— Yu € Rd, @X(—U) = @X(u)

— La fonction caractéristique de X ne dépend que de la loi de X :
£ _
X=Y — &y = Oy
— Si ®y est intégrable au sens ol [p, [Px(u)|du < 400, alors X possede la densité
obtenue par inversion de Fourier :

1 )
r€R? = p(z) = W /Rd e TPy (u)du.

Le tableau suivant donne les fonctions caractéristiques associées aux lois réelles
usuelles :

Loi fonction caractéristique
Bernoulli B(p) (1—p)+ pe™
binomiale B(n, p) ((1 = p) + pe™)n
géométrique Geo(p) =
Poisson P(\) exp(A(e™ — 1))
uniforme U|a, b] % e
exponentielle £(\) ——
Cauchy C(a) el
N o 1[.2
gaussienne N (u, 0?) el 2

Pour les six premiéres lois, le calcul est un exercice sans difficulté (le faire). Le cas de la
loi de Cauchy est traité un peu plus loin dans l'exercice 5.3.4.

Calcul de ®y pour X ~ Ni(p,0?) :

On commence par vérifier par changement de variable que G = %(X —u) ~ Ni(0,1).
Comme

<I>X(u) - F (eiuX) - F (em(oG+u)) — R (eiuaG) _ eiu,uq)G(uo_)’

il suffit de calculer ®; pour en déduire .

On a
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Par dérivation sous le signe intégral, on en déduit que
L) = — / =% g
= —— [ xe"™"e 2dx
\/_
z2 : z2
< r)e e T dr — u/ e“””e_2dx)
R

OO . n02
—u | e Tdx
—00 R

= —U(I)G<

ﬁ\ ﬁ\

On résout donc 'équation différentielle @ (u) = —udqg(u) avec la condition initiale
2
®;(0) =1 (cf remarque 5.3.2). On obtient ®¢(u) = e~z puis on en déduit Py.

Nous avons remarqué que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire ne dépend
que de sa loi. Il s’avere en fait que comme son nom le laisse penser :

Proposition 5.3.3. La fonction caractéristique caractérise la loi ¢’est a dire que
Vu e R By(u) = By (u) = X £Y ie. Vf : R? = R bornée E(f(X)) = E(f(Y)).

Nous ne démontrerons pas ce résultat qui intuitivement vient du fait que les exponen-
tielles complexes x — €/* forment un ensemble suffisamment gros de fonctions bornées
pour que lorsque 'égalité E(f(X)) = E(f(Y)) est vérifiée pour toute fonction f dans cet
ensemble alors elle I’est pour toute fonction f bornée. Dans le cas ou ®x est intégrable,
c’est une conséquence de la formule d’inversion donnée dans la remarque 5.3.2. Nous
renvoyons a [2] p.139 ou [9] p.107 pour une démonstration dans le cas général.

Exercice 5.3.4. Soit T" une variable aléatoire exponentielle de parametre a > 0 et € une
variable indépendante t.q. P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2. On pose

X =£T.

1. Déterminer la loi de X (on pourra décomposer suivant les valeurs prises par ¢).
2. Calculer sa fonction caractéristique P x.

3. En appliquant la formule d’inversion donnée dans la remarque 5.3.2, en déduire la
fonction caractéristique d’'une variable aléatoire qui suit la loi de Cauchy C(a).

4. En déduire la loi de la moyenne empirique Y, = %22;1 Y; d'une suite (Yj);>1 de
variables aléatoires I.I.D. suivant la loi de Cauchy C(a).

Le résultat suivant qui illustre le fait que la régularité de la fonction caractéristique
d’une variable aléatoire est reliée a l'intégrabilité de cette variable, nous servira pour
établir le théoreme de la limite centrale.

Lemme 5.3.5. Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrale (i.e. telle que
E(X?) < +00). Alors sa fonction caractéristique ®x est C* et admet le développement
limité suivant en O :

2

Dy (u) = 1+ iuE(X) — %E()@) + o(u?).
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Démonstration : Soit v € R.

h—0

(e X — Xy 25 i X e™X presque stirement.

SRS

Comme Va,b € R, |e@ — | < |b—al,

l (ei(u—I—h)X _ eiuX)

< |X]|.
; <|x

La variable aléatoire X étant de carré intégrable, | X| est intégrable et par le théoreme de
convergence dominée 5.1.3, on obtient que

lim . (E (ez(quh)X . equ)) _ E(ZX@“LX)

h—0

Ainsi limy, 0 £ (Px (u+h) — Py (u) = E(iXe™Y) et la fonction @y est dérivable de dérivée
P (u) = E(iXe™X). En appliquant & nouveau le théoréme de convergence dominée, on

peut montrer que @’ est continue et méme C! avec ®% (u) = —E(X2e™X).
Ainsi @y est C? avec Py (0) = iE(X) et ®%(0) = —E(X?). Le développement limité en 0
s’en déduit par exemple en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral. 0

5.3.2 Convergence en loi

Définition 5.3.6. On dit que la suite (X,,), de variables aléatoires a valeurs dans R?

. . L . c :
converge en loi vers la variable aléatoire X a valeurs R? et on note X,, — Xsi

Vf:RY = R continue bornée, E(f(X,)) —n 100 E(f(X)).

Exemple 5.3.7. — Pour n € N*, on suppose que V1 < k < n, P(U, = k/n) = 1/n.
Soit f : R — R continue bornée. La convergence des sommes de Riemann vers
I'intégrale entraine que

B = 3 301 (/) s [l =B,

ou U est une variable uniforme sur [0, 1]. Ainsi la suite (U,,), converge en loi vers
U ~ U[o,1].

— Soit maintenant pour n € N*, X,, une variable aléatoire uniformément répartie sur
[0,1/n]. Alors pour f continue bornée,

1/n

E(f(Xn)) =n ; (z)dz =i f(0).

Donc la suite (X,,), converge en loi vers X telle que P(X =0) = 1.
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— Pour n € N, soit T;, une variable exponentielle de parametre A\, > 0. On suppose
que la suite (A,), converge vers A > 0. Alors comme pour f : R — R continue
bornée,

Vn € N, Vo >0, \f(x))\neﬂnﬂ < g(z) = | f(z)|(sup )\n)e—(infn )\n)z’

ou la fonction g est intégrable sur [0, +oc[, par le théoreme de convergence dominée,

+oo
E(f(T.) = | fl@)Ane™ " d

converge lorsque n — 400 vers f0+°° f(@) e *dz = E(f(T)) ot T suit la loi expo-
nentielle de parametre A. Ainsi (75,),, converge en loi vers T ~ E(N).

Propriétés 5.3.8. Soit (X,,), une suite de variables aléatoires a valeurs dans R? qui
converge en loi vers X et o : RY — RY une fonction continue. Alors la suite (0(X,))n
converge en loi vers p(X).

Démonstration : Soit g : R? — R continue bornée. La fonction g o ¢ : R? — R est
continue bornée. Donc la convergence en loi de (X,,), vers X entraine que

lim E(g(p(Xn)) = E(g(¢(X))).

n—-4o00

O

Du fait que les exponentielles complexes constituent a nouveau un sous-ensemble assez
gros de l'ensemble des fonctions continues bornées (pour se ramener a des fonctions a
valeurs réelles, il suffit de séparer partie réelle et partie imaginaire), on a la caractérisation
suivante de la convergence en loi

Théoréme 5.3.9. La suite (X,,), de variables aléatoires & valeurs dans R? converge en
loi vers la variable aléatoire X a valeurs R? si et seulement si la fonction caractéristique
de X,, converge ponctuellement vers la fonction caractéristique de X 1i.e.

X, 5 X == VueRY, oy (u) = Py (u).

Pour la démonstration de ce théoréme, nous renvoyons a [2] p.179 ou a [9] p.163.

Corollaire 5.3.10. Si la suite (X,,), converge en probabilité vers X alors elle converge
en loi vers X.

Démonstration : Soit © € R4 et e > 0. On a

w.Xn 6iu.X‘ — . Xn w.Xn

u. X u. X
e e — "X 1yx,—x|ze) + e e Lyx,—x|<e}
u.Xn

< 2% 1yx,—x|> + |€ — "X 1x, - x|<e}-

Comme Va,b € R, |e" — ¢e®| < |b— al, on en déduit que

u.Xn

e Xn — e X | <2 % 1 x,—xpmep + [ulelfx,—x)<ep < 2 X Lx,— x>} + |ule
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puis que
|Px, (u) — Px(u)| = |E(e™*" — e™X)| < E|e™Xn — e™X| < Jule + 2P(|X,, — X| > ¢).

Le premier terme du second membre est arbitrairement petit (uniformément en n) pour
¢ petit tandis qu’a ¢ fixé le second terme converge vers 0 lors n — +o0o par définition de
la convergence en probabilité. Ainsi Vu € R, lim,, s, @x, (u) = @x(u) et on conclut en
utilisant le théoreme 5.3.9. UJ

Remarque 5.3.11. Si la suite (X,,), de variables aléatoires & valeurs dans R¢ converge
en loi vers la variable aléatoire X, alors

E(f(Xn)) —noto0 E(f(X))

pour toute fonction f : R? — R bornée dont I’ensemble des points de discontinuité Dy
vérifie P(X € Dy) = 0.

Contrairement aux autres notions de convergence, il ne suffit pas que la suite (X,),

converge en loi vers X et que la suite (Y,), converge en loi vers Y pour que la suite des
couples ((X,,Y,)), converge en loi vers (X,Y).
Exemple 5.3.12. Soit Z t.q. P(Z = —-1) = P(Z = 1) = 5 et (X,,,Y,,) = (Z,(-1)"2).
Alors la suite (X,,), converge en loi vers Z de méme que la suite (Y},), puisque —Z £z
Mais pour la fonction continue bornée f(x,y) = min(|z — y|,2) sur R? E(f(X,,Y,)) est
égal & 0 pour n pair et a 2 pour n impair si bien que la suite ((X,,,Y,)), ne converge pas
en loi.

Le théoreme suivant assure que c’est néanmoins vrai lorsque I'une des deux limites est
déterministe.

Théoréeme 5.3.13 (de Slutsky). Soit (X, Y, ), une suite de vecteurs aléatoires a valeurs
dans R4 x R% telle que (X,), converge en loi (ou en probabilité ou presque sirement)
vers une constante a € R et (Y,), converge en loi vers Y. Alors (X,,Y,)n converge en
loi vers (a,Y). En particulier lorsque di = dy = 1, (X,,Y,,), converge en loi vers aY et
lorsque dy = ds, (X,, + Yn)n converge en loi vers a + Y.

Démonstration : Nous allons utiliser la caractérisation de la convergence en loi donnée
par le théoréme 5.3.9. Soit (u,v) € R® x R,

’q)(Xn,Yn)(u7U> o (I)(a,,Y) (u’v)‘ — ‘E ((eiuAXn o eiu.a)eiv.Yn) + eiu.aE(eiv.Yn o 6iv.Y)|

< E |eiu.Xn _ eiu.a‘ + |q)Yn('U) . (I)y(?))| .

La convergence en loi de Y,, vers Y entraine que le second terme converge vers 0 lorsque
n — +o00. La continuité et la bornitude de z € R® — f(z) = |e’*®—e™| et la convergence
en loi de X, vers a entraine que le premier terme converge vers f(a) = 0, ce qui permet
de conclure que (X,,Y;) converge en loi vers (a,Y).

On en déduit les cas particuliers par la propriété 5.3.8 en remarquant que (z,y) € RxR —
xy et (z,y) € R x R4 — 2 + 5 sont des fonctions continues. O
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Exercice résolu 5.3.14. Soit A > 0 et pour tout n > X\, X,, une variable géométrique
de paramétre A\/n. Montrer que les variables Y,, = X, /n convergent en loi vers une limite
que l’on précisera.

On se donne U ~ U[0, 1]. D’apres l'exercice 4.3.1, 1 4+ [%] £ X,

Donc (1 + [%D £ Y,. Pour n — 400, % est équivalent a —%In(U). On
en déduit que pour n — +o0, %(1 + [%]) converge presque surement et donc en

probabilité et en loi (voir proposition 5.1.5 et corollaire 5.3.10) vers —5 In(U). Pour f :
R — R continue bornée, on a donc

s~ (3 [5))) el ()

D’apres U'exemple 4.2.3, —5 In(U) ~ E(A). On conclut donc que la suite (Y;), converge
en loi vers Y qui suit la loi exponentielle de parametre \.

Il faut du recul pour pouvoir trouver la solution qui précede mais on peut parvenir a la
méme conclusion sans astuce en calculant la fonction caractéristique de Y, et en utilisant
le théoreme 5.3.9 (le faire).

5.4 Le théoreme de la limite centrale

5.4.1 Enoncé et preuve du résultat

Le théoreme de la limite centrale donne la vitesse a laquelle la convergence a lieu dans
loi forte des grands nombres, sous I’hypothese supplémentaire d’intégrabilité des X ]2 :

Théoréme 5.4.1 (de la limite centrale). Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires
réelles indépendantes et identiquement distribuées telles que E(X?) < +oo et 0 =
/Var(X;) > 0. On note X,, = %23;1 X, la moyenne empirique.

Alors pour n — +00,

g()‘(n —E(X))) =5 Y ~ N (0,1).

Cette convergence en loi est illustrée par la figure 5.3.

s L
Remarque 5.4.2. — Formellement, on récrit X,, ~ E(X;)+ \Uf Y, ce qui indique que
la convergence dans la loi forte des grands nombres a lieu a la Vltesse . On peut

aussi en déduire que la loi de > | X; = nX,, est proche de A/](nE(Xl) no?).

— Ce résultat explique la place fondamentale des variables aléatoires gaussiennes (ou
normales) en probabilités et en statistiques.

— Notons que la renormalisation effectuée est telle que

VYn € N*, Var (\/—E(Xn - ]E(XQ)) = —Var((X -E(X4))) = E Z\/ar

g
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FIGURE 5.3 — Comparaison de la densité de la loi normale centrée réduite avec des his-
togrammes de 50000 réalisations de y/n(X,, — 1) lorsque les X sont LI.D. suivant la loi
exponentielle de parametre 1 (E(X;) = Var(X;) = 1).

Démonstration : On utilise la fonction caractéristique. Soit u € R.

5, may (W) = B <€u% Z?:NXJ—E(XA?')))

I
=

B ( eiu%ﬁ(Xj—E(Xj))) par indépendance des X,

.
I
—

I
RS

E <€iu[,\1/5(X1—E(X1))>> car les X; ont méme loi,

)

E((X; —E(X}))?) = 02, d’apres le lemme 5.3.5, pour v au
1— "—22112 + o(v?). Donc pour n grand,

Il
=S SN
KH
>

I
o

Comme E(X; —E(X})) e

voisinage de 0, ®x, _g(x,)(v)

o
fn
=
o

/N
3
S
N——
I
|
[\~
SR
+
Q
/N
SENS
N—

Ainsi
u? 1 " W2
7 (%, ) (W) = (1 o O (_)> ot €7 = By (u).

On conclut par le théoreme 5.3.9. U
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Remarque 5.4.3. A lafin de la preuve précédente, le terme o ( ) est de la forme = ot la
suite (g,), telle que lim,_,, |e,| = 0 est a valeurs complexes. Pour justifier proprement
le passage a la limite, on peut remarquer que pour n > -

n

2n - n 2n) | c—~ \k nk 2n — = nf(n —k)! k!

k
g
= Z % =1 —n—too 0.

k>1

5.4.2 Intervalle de confiance dans la méthode de Monte-Carlo

Le principe de la méthode de Monte-Carlo est le suivant : pour évaluer numériquement
I’espérance d’une variable aléatoire réelle X intégrable, on génere une réalisation d'une
suite (X;);>1 de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X (par exemple en
utilisant les techniques de simulation présentées dans le chapitre 4) et on approche E(X)
par la moyenne emprique X,, = %22:1 X;.

La loi forte des grands nombres justifie la convergence de cette méthode. Comme nous
allons le voir, si X est de carré intégrable, le théoreme de la limite centrale permet de se
faire une idée de la précision avec laquelle E(X) est évaluée.

Si on se donne a > 0, la fonction f(x) = ly<q} est bornée et continue en dehors
des points —a et a. Malgré ces discontinuités, comme pour Y ~ N7(0,1), P(Y = —a) =
P(Y = a) = 0, d’apres la remarque 5.3.11, la convergence en loi de ‘/Tﬁ()_(n —E(X)) vers

Y entraine la convergence de
P (Xn - L <E(X) < X, + ”“) =E (f (@Xn - E(X))))
Vi S Vi :

vers E(f(Y)) pour n — +oc.
C’est pourquoi des que n est supérieur a 20, on fait I’approximation

P (Xn - T SE() < X \U/_%> =B = Bllnss) = x/% / o

On utilise le plus couramment les valeurs de a pour lesquelles 'intégrale vaut 0,95 ou
0,99 soit respectivement a = 1,96 ou a = 2, 58.

Ainsi la probabilité pour que la valeur E(X) que I'on cherche a calculer se trouve dans
I'intervalle [)_(n - 139",)( + 13@7] (resp. [)_(n 23§”,X + 2323‘7]) est de l'ordre de 0,95
(resp. 0,99). On parle alors d’intervalle de confiance a 95% (resp. 99%).

Dans la pratique, le plus souvent, la valeur de I’écart type o est inconnue. En effet
calculer Var(X) = 02 est un probléme au moins aussi compliqué que de calculer E(X).
On remplace donc o par v/V,, ot V,, = % Z?zl X ]2 — (X,,)? converge presque stirement vers
Var(X) d’apres U'exercice 5.2.4. Pour évaluer V,,, il est simplement nécessaire de stocker
la somme des carrés des X; en plus de la somme des X; au cours de la simulation : cela
ne demande que tres peu de calculs supplémentaires.

On obtient alors l'intervalle de confiance & 95% :

_ 1 _
f o ,96\/Vn’Xn N 1,96V},
NLD Vn
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Lorsque 'on emploie la méthode de Monte-Carlo, il faut systématiquement déterminer
un intervalle de confiance puisque cela permet de se faire une idée de la précision de la
valeur obtenue tout en nécessitant tres peu de calculs supplémentaires. Bien str, dans le
cas ou la largeur de l'intervalle % est grande par rapport a | X,| cela signifie qu’il ne
faut pas accorder beaucoup de crédit a la valeur X,, calculée. On peut alors augmenter le
nombre n de tirages pour augmenter la précision.

Remarque 5.4.4. On a ,/{-(X,, — E(X,)) = \/van\/Tﬁ(Xn — E(X4)). Sous les hypotheses
du théoreme 5.4.1,—%= converge presque sirement vers 1 tandis que \/Tﬁ()?n — E(X1))
converge en loi vers Y ~ N;(0,1). On déduit alors du théoréme de Slutsky 5.3.13 que

VH(X" — E(X;)) converge en loi vers Y, ce qui justifie 'approximation de o par y/V,

faite plus haut dans la donnée de I'intervalle de confiance.

5.5 Exercices

Exercice corrigé 5.5.1. On considere une machine qui tourne a une cadence de n cycles
par unité de temps et qui a une probabilité p €]0, 1] de tomber en panne lors de chaque
cycle et ce indépendamment des autres cycles. Soit N le numéro du cycle ol se produit
la premiere panne.

1. Quelle est la loi de N ? Que représente T'= N/n?
Soit 7 I'espérance de T'. Exprimer 7 en fonction de p et n.

2. Dans le cas ou n est grand, on souhaite approcher la variable discrete T par une
variable aléatoire a densité. Pour cela on va effectuer le passage a la limite n — +o00
en choisissant p(n) de fagon a ce que l'espérance de T'(n) reste égale a .

(a) Que vaut p(n)?
(b) Calculer la fonction caractéristique de 7'(n).
(¢) En déduire que cette variable converge en loi vers une limite que 1'on précisera.

Exercice 5.5.2. Soit Y une variable uniformément répartie sur [—1, 1], Z une variable
normale centrée réduite et (X,,),>1 une suite de variables indépendantes t.q.

SN

n X n
On pose Y, = Z 2—: 7, = Z V2k X,
k=1 k=1

1. Calculer la fonction caractéristique de Y,,. En remarquant que

sin(A/2") H cos(A/2F) = sin(\) /2",

k=1

en déduire que la suite Y,, converge en loi vers Y.

2. Calculer la fonction caractéristique ®, de Z,. Donner le développement limité a
'ordre 2 a 'origine de la fonction z €] — 7, 7[— In(cos(z)). En déduire pour v € R la
limite de In(®z, (u)) lorsque n tend vers I'infini et conclure que la suite Z,, converge
en loi vers Z.
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Exercice 5.5.3. Soit U; une suite de variables I.I.D. suivant la loi uniforme sur [0, 1] et
a> 0.

1.

2.

. @ A~
Montrer que la suite X,, = (U; x ... x U,)» converge presque sirement et donner
sa limite.
Indication : on pourra s’intéresser a In(X,).

On pose Y,, = e"‘\/ﬁ(Ul X ... X Un)a/*/ﬁ.
Quel est le comportement de la suite < In(Y;) pour n — +00?
En déduire que la suite Y,, converge en loi et déterminer la loi de sa limite.

Exercice corrigé 5.5.4. Chaque jour, dans une certaine ville, 100 personnes ont besoin
d’un examen radioscopique. Pour préserver le libre choix, n centres d’imagerie sont ins-
tallés dans cette ville. On admet que les patients choisissent indifféremment 1'un ou 'autre
centre d’imagerie.

Soit N le nombre de clients journaliers dans un centre d’imagerie.

1.
2.

Quelle est la probabilité qu'un client choisisse le centre d’imagerie considéré ?

Montrer que N peut s’écrire N = 22200 X; ou les (X;)i<i<n sont n variables

aléatoires indépendantes et distribuées suivant la loi de Bernoulli de méme parametre
p que 'on déterminera.

Quelle est la loi de N 7

4. On donne que si Y suit la loi normale centrée réduite, alors P(Y < 2) = 98%.

En utilisant le théoreme de la limite centrale, déterminer quelle capacité ¢(n) chaque
centre d’imagerie doit avoir pour étre capable de répondre a la demande avec une
probabilité de 98% ? Casoun=2,n=3,n=47

. Quel est le cott de la concurrence : quelle surcapacité s(n) la concurrence entraine-t-

elle par rapport a une situation ou chaque centre se verrait affecter un méme nombre
de clients? Casoun=2,n=3,n=47

Exercice 5.5.5. 1. Soit X une variable de Bernoulli de parametre p € [0, 1]. Pour

quelle valeur de p la variance de X est-elle maximale ? Que vaut-elle alors?

. Aux Etats-Unis sur 4 000 000 de naissance annuelles, on observe un ratio de 1 048

garcons pour 1 000 filles. Donner un intervalle de confiance a 99% pour la proba-
bilité p qu’un bébé soit un garcon. Que pensez-vous de ’hypothese d’équilibre des
naissances : p = 0.57

Lors du second tour de I’élection présidentielle, un sondage est effectué a la sortie
des urnes sur un échantillon de 1 000 personnes. Le candidat A recueille a% (a
proche de 50) des suffrages des personnes interrogées. A 1'aide du théoreme de la
limite centrale, donner un intervalle de confiance & 95% pour le score S, réalisé par
ce candidat. A partir de quelle valeur de |a — 50|, peut-on se baser sur le sondage
pour connaitre le résultat de 1’élection ?

Exercice 5.5.6. On souhaite estimer une probabilité de la forme p = P(X € A) avec p tres
petite (X désigne par exemple le vecteur des parametres de fonctionnement d’une centrale
nucléaire et A ’ensemble des valeurs de ces parametres conduisant a la fusion du cceur de
la centrale). On se donne pour cela une suite (X;);>1 de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées suivant la loi de X et on note p,, = % Yoy Lixiear

1.

Quel est le comportement asymptotique de p,, pour n — 400 ? Donner la variance
de p,.



92 CHAPITRE 5. CONVERGENCE ET THEOREMES LIMITES

On suppose maintenant que l'on sait simuler indépendamment des X; une suite (Y;);>1 de
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi condition-
nelle de X sachant X € B ou B contient A. En particulier P(Y; € A) =P(X € A|X € B).
On note ¢, = %Z?:l Lix,epy et 7 = %Z?:l Liv,eay-
2. Quel est le comportement asymptotique de ¢, x 7, pour n — —+oo? Calculer
I'espérance et la variance de ¢, x 7,. Expliquer pourquoi, lorsque P(X € B) et
P(X € A|X € B) sont du méme ordre, ¢, X7, approche p beaucoup plus précisément
que py.

Exercice 5.5.7. Soit (Xj)ken+ une suite de variables indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi de Cauchy de parametre a > 0. On pose X,, = %2221 X5

1. Quelle est la loi de X,, ? La suite (X,,),en- converge-t-elle en loi ?

2. Quelle est la loi de X,,1, — X,,? Quel est le comportement de P(| Xy, — X,,| > 1)
lorsque n — 4007

3. Montrer que si la suite (Y,)nen- converge en probabilité vers Y alors Ve > 0,
M in(n,m)—s4o00 P(|Yn — Yim| > €) = 0. La suite (X,)nen+ converge-t-elle en pro-
babilité ?

Exercice 5.5.8. Soit (X;);> une suite de variables aléatoires indépendantes d’espérance 1
qui prennent deux valeurs a et b (0 < a < 1 < b) avec probabilité p et 1 —p respectivement
(0 <p<1).OnposeY, =[], X
1. Vérifier que pour z €]0, 1[U]1, +o00], In(z) < x — 1 et en déduire que E(In(X;)) < 0.
En étudiant le comportement de %ln(Yn) lorsque n — 400, montrer que la suite Y,
converge presque stirement vers une limite que l'on précisera. Un joueur joue tous
les jours le dixieme de sa fortune a pile ou face avec un ami. Quelle est 1’évolution
de cette fortune au bout d’un temps tres long ?

2. Calculer E(Y},). La suite Y;, converge-t-elle dans L' ?

Exercice 5.5.9. Soit (Xj)r>1 une suite de variables aléatoires de méme loi que X. On
suppose d’abord que X est intégrable et a valeurs dans N.

1. Montrer que E(X) = YV P(X > j).

2. En déduire que pour m € N*, Z;X{IP) (% > %) < 400 puis que % converge
presque surement vers 0 lorsque k tend vers I'infini.
3. Conclure que %max(Xl, ..., X,) converge presque surement vers 0 lorsque n tend

vers 'infini.

On suppose maintenant que X est une variable aléatoire réelle t.q. E(max(X,0)) < +oc.
1

4. Montrer que - max(Xy,...,X,) converge presque siirement vers 0 lorsque n tend

vers 'infini.

Exercice 5.5.10. Soit f : [0,1] — R une fonction continue et S% une variable distribuée
suivant la loi binomiale de parametres n et z ou n € N* et € [0, 1]. Montrer que
lim —sup [E(f(z) — f(S;/n))| = 0.

n—=+00 ¢[0,1]
(On pourra séparer I'espérance en deux termes suivant que |S¥/n— x| > « ou non, utiliser
I'uniforme continuité de f et majorer P(|S¥/n — x| > «) uniformément en z en utilisant
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.)
Comme E(f(SZ/n)) = > f(k/n)(})2*(1 —2)"~*, toute fonction continue sur [0, 1] est
limite uniforme d’une suite de polynomes (théoreme de Weierstrass).
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Exercice corrigé 5.5.11. 1. Calculer la fonction caractéristique d’une variable X sui-
vant la loi de Poisson P()\). Calculer E(X) et Var(X).

2. Soit X ~P(A) et Y ~ P(u) deux variables de Poisson indépendantes. Quelle est la
loi de leur somme ?

3. Soit X, ~ P(n). Montrer que pour n — +oo, Y,, = (X, — n)/y/n converge en loi
vers une limite que l'on précisera. Commenter ce résultat a la lumiere du théoreme
de la limite centrale.

4. Quelle est la limite de la suite u,, = e ;_, TIZ—T lorsque n — 4007

Exercice 5.5.12. Smt (X;)j>1 une suite de variables aléatoires réelles L.1.D. et de carré

intégrable t.q. Xl}XQ X.

1. Quelle est I'espérance commune des X; 7

2. Pour k € N*, que peut-on dire de la loi % ?

3. En déduire que les X; sont des variables gaussiennes.

Exercice 5.5.13. Soit (X};),;>1 une suite de variables aléatoires réelles I.I.D. et de carré
intégrable.

1. Montrer que (\/ﬁ(f(n E(Xy)), WZJ i1 (X — E(Xl))> converge en loi vers
(Y1,Y5) avec Y] et Yo I.LILD. de loi a préciser.
2. En déduire que v2n(Xy, — E(X1)) — v/n(X,, — E(X;)) converge en loi vers

V2 — V/2Y1. Conclure que, lorsque Var(X;) > 0, v/n(X, — E(X})) ne converge
pas en probabilité.

Exercice 5.5.14. Soit (X}),>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et
indentiquement distribuées suivant une densité p(x) paire, bornée, continue en 0 et telle
que p(0) >0

1. Quelle est la loi de Y}, = Xik ?

2. Exprimer a ’aide de p la fonction caractéristique commune des Y.

3. On rappelle que erOO ILS(Z) dz = 7. Montrer que la suite %Zzzl Y} converge en

loi vers Y qui suit la loi de Cauchy de parametre mp(0).

1

4. En déduire & I'aide de la remarque 5.3.11 que la moyenne harmonique n/ > 7 _, X

des X}, converge en loi vers une limite que l'on précisera.

Exercice 5.5.15. Soit Y,, ~ x%(n) pour n € N*. Le but de cet exercice est de vérifier que,
lorsque n — 400, v/2Y,, —v/2n — 1 converge en loi vers G ~ N7 (0, 1), résultat qui sert en
statistique pour évaluer la fonction de répartition de Y;, lorsque n > 30 (voir paragraphe
11.3).

Pour cela on se donne (G);>1 une suite de variables aléatoires [.I.D. suivant la loi normale
centrée réduite et pour n € N*, on pose X,, = %2?21 X; ot X; =G7.

1. Soit n € N*. Vérifier que

V2V, — V20 £ 29(X,) x \/§<Xn—1>,

ou
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2. Donner les comportements asymptotiques de g(X,) et de /Z(X,, — 1) lorsque n —
+o00 et en déduire que v/2Y,, — v2n el
3. Vérifier que v/2n — v/2n — 1 converge vers 0 et conclure que 1/2Y,, — v/2n — 1 Evel

Exercice 5.5.16. Inégalité de Hoeffding et concentration

1. Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs dans [a, b] avec —0o < a < b < o0 et
f(t) = In(E(e" X)),
(a) Vérifier que f(0) = f/(0) = 0 puis que

iy < B —522)  favb  E(XN)N
N E (etX) 2 E(etX)
b) Vérifier que P — atby2 § = 1 et en déduire que f"(t) < (b—a)® puis
(b) q 2 q 1

(X
que Vt € R, E(e( (X))) < elo- a) 228
(X

2. On suppose que les (X;)1<i<n sont des variables aléatoires indépendantes a valeurs
respectives dans [a;, b;] avec —o0o < a; < b; < 400. Soit ¢ : R — R une fonction
lipschitzienne de constante de Lipshitz C'.

(a) Vérifier que sup,¢,, ) (%) — infoepo, ;) () < C (b — a;).
(b) Soit r > 0, montrer que

vt >0,P (Z (p(X;) — E(p(Xy))) > 7") < e tr HE t(so )—E(p(X: ))))

i=1

En déduire que P (327, (¢(Xi) — E(p(X;))) = 1) < exp <_W(2b—a)2>

(c) Dans le cas ou les X; sont i.i.d. suivant la loi de X, conclure que

1< 2ne?
Ve >0,P| |— > <2 —— | .
e>0, (nz:l _5) < exp( C’Q(b—a)2>

> e(Xi) — E(p(X))
Quel est l'intérét de cet intervalle de confiance par rapport a celui obtenu avec
I'inégalité de Bienaimé-Chebychev 7 et celui obtenu par le théoreme de la limite
centrale 7

Probléme corrigé 5.5.17. Un automobiliste emprunte tous les jours le méme trajet qui
comporte un feu tricolore pour se rendre a son travail. Comme le trajet est peu encombré,
lorsque le feu est rouge, 'automobiliste peut redémarrer des que le feu passe au vert. Mais
pour faire passer le temps, il se demande quelle est la durée 6 pendant laquelle le feu reste
rouge. On note (X;);>1 ses durées d’attente successives au feu lorsque celui-ci est rouge
et on suppose ces variables L.I.D. suivant la loi uniforme U|0,6]. Pour n > 1, on note
Zy, = MaXj<i<n X;j-
1. Montrer que P(X; = X5) = 0.

2. Montrer que plus généralement P(31 < ¢ # j < n,X; = X;) = 0. En déduire que
pour toute fonction f bornée sur R, on a :

ZE Xi)lwji, x,<x1) = nE (f(X1)1{xpexn, Xne X)) -



5.5. EXERCICES 95

z

3. En déduire que Z, suit la densité 2 (2)" 1joc.<q).

4. Calculer E(Z,) et Var(Z,). En conclure que Z, converge presque sirement vers 6
(indication : on rappelle (voir preuve du théoréme 5.2.2) que si (Zn)nZI est une suite
de variables aléatoires telle que 3" . E(Z?) < 400, alors la suite (Z,),>1 converge
presque surement vers 0). -

5. Soit f une fonction bornée sur R. Montrer que :

(1 (Go-2) = [ 1 (-2

On rappelle que pour 0 < v < 1, In(1 — v) < —v. En déduire que pour n > 2,
w)n—1 —u/2 .
(1 — E) Liocu<n) < € L{u>0y et conclure que :

lim E <f (% (0 — Zn)>) = /OOO flu)e™ du

n—oo

6. En déduire que 7 (0 — Z,) converge en loi et identifier la limite.

7. Montrer que M, = %(Xl + -+ + X,,) converge presque surement vers 6. A quelle
vitesse a lieu cette convergence ?

8. L’automobiliste doit-il préférer Z,, ou M, pour estimer rapidement 6 ?
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5.6 Résumé

e Diagramme des convergences :

L?:
E(|X, - X|*) =0

U

Lt presque stire :
E|X,—X|—0 P(X,— X)=1
N 7
Proba : Ve > 0,

P(|X,—X|>¢e)—0

U

Loi : V fcontinue bornée,

E(f(Xn)) = E(f(X))

e Fonction caractéristique : | ®x(u) = E(e™™).

— caractérise la loi :

Dy = by —= X £Y <= Vf bornée, E(f(X)) = E(f(Y)).

— caractérise la convergence en loi :

Vu, Oy, (u) — Px(u) < X, £, X < Vfcontinue bornée, E(f(X,)) — E(f(X)).

e Comportement de la moyenne empirique X, = %Z?:l X, d'une suite de
variables aléatoires réelles L.I.D. (X;),>1 :

Loi forte des grands nombres : ‘E]Xll < +oo = P(X,, — E(X))) = 1.‘

Théoréme de la limite centrale :

E(X?) < +o00 et Var(X;) # 0 => (X, —E(X1)) -5 Y ~ N (0, 1).

n
Var(X)




Chapitre 6

Vecteurs gaussiens

D’apres le théoreme de la limite centrale, la loi de la somme d’un grand nombre
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées est proche d’une
loi gaussienne (voir remarque 5.4.2). Ce résultat reste vrai sous certaines conditions
lorsque les variables ne sont pas nécessairement identiquement distribuées (voir exercice
5.5.2 question 2). Ainsi lorsqu’une grandeur est obtenue en sommant des contributions
indépendantes, il est naturel de la modéliser par une variable aléatoire gaussienne. Cela
explique la place tres importante des gaussiennes en probabilités. De maniere analogue,
pour la modélisation de grandeurs multidimensionnelles, 'utilisation des vecteurs gaus-
siens est justifiée par le théoreme de la limite centrale multidimensionnel 6.2.8.

6.1 Définition, construction

6.1.1 Définition

Par extension de la définition donnée au paragraphe 3.2.2, on dit que la variable
aléatoire réelle Y suit la loi gaussienne d’espérance m € R et de variance nulle si
P(Y = m) = 1. On note alors Y ~ N;(m,0).

Définition 6.1.1. On dit qu’un vecteur aléatoire X = (X1i,...,Xq) : Q — R? est un
vecteur gaussien si toute combinaison linéaire de ses coordonnées est une variable aléatoire
gaussienne (ou normale) réelle i.e. si pour tout u € RY, la variable aléatoire réelle u.X
est une variable aléatoire gaussienne.

Proposition 6.1.2. Le vecteur X = (Xi,...,Xy) est gaussien si et seulement si pour
tout u € RY, Oy (u) = git-n—gulu oy p € R et T € R est une matrice symétrique
positive.

Dans ce cas, p et T' sont respectivement le vecteur espérance de X (u; = E(X;)) et sa
matrice de covariance (I';; = Cov(X;, X;)). On dit alors que X suit la loi gaussienne en
dimension d d’espérance p et de matrice de covariance T', ce que l'on note X ~ Ny(u,T).

Ainsi la fonction caractéristique et donc la loi d’'un vecteur gaussien ne dépendent que
de son espérance et de sa matrice de covariance.
Démonstration :
Condition nécessaire : Soit X = (X,..., X,) un vecteur gaussien a valeurs R?. Les X;
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étant des variables gaussiennes réelles, elles sont de carré intégrable. Le vecteur espérance
1 et la matrice de covariance I' de X sont donc bien définis.
Soit u € RY. Par linéarité de 1'espérance on a :

E(u.X)=wE(X)) + - +uwBE(X,) = v.E(X),

et d’apres les propriétés 3.3.14,

d d
Var (u.X) Z Z wu;Cov(X;, X;) = u.l'u.

=1 j=1
Donc u.X ~ M (w.E(X),uTu) et
(I)X (U) —F (eiu.X) _ (I)uX<1> _ ei]E(u.X)f%Var(u.X) — eiu.uféu.ru.

Condition suffisante : Inversement, si le vecteur X = (Xi,...,Xy) a pour fonction ca-
ractéristique v € R? — ®x(v) = e®# 2% on y € R? et T' est une matrice d x d
symétrique et positive, alors pour u € R,

Yt € R) CI)u.X (t) — E(eit(u.X)) — E(ei(tu).X) — (I)X (tu) — 6it(u.u)—%u.ru'

Donc Vu € RY, u.X ~ Nj(u.u,u.Tu). Ainsi X est un vecteur gaussien.
En laissant u décrire la base canonique de R?, on vérifie que V1 < j < d, E(X;) = y;.
Puis en utilisant la bilinéarité de la covariance, on obtient que pour 1 < 1,7 < d

QCOV(XZ‘, X]) = Var(XZ- + XJ) - Var(XZ) - Var(Xj) = (Fm + 2FU + F]’j) - Fm — Fjj = QFZJ
Ainsi p et T" sont respectivement le vecteur espérance et la matrice de covariance de X.[J

Exemple 6.1.3. Si pour 1
indépendantes, alors pour G

CI)G(u) = E . G (H eluﬂ > H E 1“] H e“’fjﬂ] % — eiu.u—%u.Diag(a2)u

ot Diag(c?) est la matrice diagonale d’éléments diagonaux Diag(c?);; = o7 et u le vecteur
de coordonnées ;. Ainsi G ~ Ny(p, Diag(c?)).

Dans le cas particulier ou les G, sont centrées réduites, G ~ Ny(0, 1) ou I; € R4 est 1a
matrice identité.

<j <d, G, Nl(ﬂj,o'?) et ces variables aléatoires sont
= (G, G ) et u € RY,

Remarque 6.1.4. Il ne suffit pas que X; et X5 soient des variables gaussiennes réelles
pour que (X, X5) soit un vecteur gaussien. Ce résultat est vrai dans le cas particulier
ou X; et Xy sont indépendantes mais pas en toute généralité comme l'illustre ’exercice
6.3.2.

6.1.2 Stabilité du caractere gaussien par transformation linéaire

Si X est un vecteur aléatoire & valeurs R? et Y = a + M X pour un vecteur (constant)
a € R™ et une matrice M de taille n x d, alors toute combinaison linéaire des coordonnées
de Y est combinaison linéaire des coordonnées de X a une constante pres : pour v € R”,
v.Y = v.a+ (M*v).X ou M* désigne la transposée de la matrice M. Donc si X est
gaussien, Y l'est aussi.
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Exercice 6.1.5. Vérifier que E(Y) = a + ME(X) et que la matrice de covariance A de
Y s’exprime en fonction de celle I' de X par la relation A = MT'M*.

Exemple 6.1.6. Si X = (X;,...,X,) est un vecteur gaussien a valeurs R¢ alors pour
k < d,levecteur (X1, ..., X}) est gaussien (de méme que tout vecteur obtenu a partir de X
en enlevant certaines coordonnées). La moyenne empirique éZle X, est une gaussienne
réelle.

6.1.3 Construction d’un vecteur gaussien de loi N, (i, A)

Soit 1 € R™ et A une matrice de covariance n x n i.e. une matrice symétrique positive.
Il existe une matrice A € R™*? telle que :

AA* = A
On peut par exemple choisir d = n et construire A comme la racine carrée de la matrice

symétrique et positive A en la diagonalisant.

D’apres ce qui précede, si G = (Gy,...,Gy) est un vecteur de variables aléatoires
gaussiennes centrées réduites indépendantes alors p + AG suit la loi N, (i, A).

On débouche ainsi sur l'algorithme suivant pour simuler un vecteur gaussien de loi

Nou(p, A)

Simulation d’un vecteur gaussien :
— Calculer A € R™4 t.q. AA* = A,

— tirer un vecteur de gaussiennes centrées réduites indépendantes

G:(Gl,...,Gd),

— retourner le vecteur p + AG.

6.2 Propriétés des vecteurs gaussiens

6.2.1 Vecteurs gaussiens et indépendance

Si les coordonnées du vecteur aléatoire X = (X7, ..., Xy) sont indépendantes et de carré
intégrable, alors sa matrice de covariance est diagonale. En effet pour i # j, E(X;X;) =
E(XZ)]E(X]) ie. COV(XZ,XJ) = 0.

Dans le cas ou X est un vecteur gaussien, le caractere diagonal de la matrice de covariance
s’avere une condition suffisante d’indépendance. Cela vient du fait que la loi d’un vecteur
gaussien ne dépend que de son espérance et de sa matrice de covariance.

Proposition 6.2.1. Les coordonnées d’un vecteur gaussien X = (Xi,...,X4) sont
indépendantes si et seulement si sa matrice de covariance I' est diagonale.

Démonstration : Nous avons déja démontré la condition nécessaire. Supposons que
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la matrice de covariance I' est diagonale et notons p le vecteur espérance de X. D’apres
I'exemple 6.1.3, si Yi,...,Y; sont des variables gaussiennes indépendantes d’espérance
et variance respectives 1,11, ..., g, [aq alors le vecteur Y = (Yi,...,Yy) suit la loi
Na(p,T). Donc X et Y ont méme loi, et en particulier pour 1 < j < d, X; a méme loi
que Y;.

Sipour 1 < j < d, f; : R = R est une fonction bornée, on a donc d'une part

E(H?:1 fj(Xj)> = E(H?Z1 j}(Y})) et d’autre part pour 1 < j < d, E(f;(X;)) =
E (f;(Y;)). En combinant ces égalités avec la condition nécessaire de la proposition 3.3.11
vérifiée par les variables Y; qui sont indépendantes, on obtient que

d

E (H fj(Xj)> =E (H fj(Yj)> = H]E(fj(Yj)) =[[E ).

Jj=1

D’apres la condition suffisante de la proposition 3.3.11, les coordonnées X; sont des va-
riables indépendantes. O

Exercice 6.2.2. Soit Yi,...,Y, des vecteurs aléatoires a valeurs respectivement dans
R%, ... R%™ t.q.le vecteur Y = (Y7,...,Y,) est gaussien (cela implique en particulier que
les Y; sont des vecteurs gaussiens). Montrer que les vecteurs Y7,. .., Y, sont indépendants
si et seulement si la matrice de covariance I' de Y est diagonale par blocs au sens ou :

n

V(i k) ¢ (Jld+.. +disi+1,di + ...+ di]*, Ty =0.

i=1

Le résultat suivant est crucial pour I'étude statistique du modele gaussien.

Théoréme 6.2.3 (de Cochran). Soit Y = (Y1,...,Y,) ~ N,(0,1,) et Ey,...,E, une
décomposition de R™ en p sous-espaces orthogonaux de dimensions respectives dy, ..., d,
(dy + ... +d, = n). Alors les projections orthogonales Yg;, 1 < j < p de Y sur ces
sous-espaces sont indépendantes et |Yg,|* ~ x*(d;).

Démonstration : Soit (ey,...,eq ) une base orthornormée de Ey, (€q,41,-- -, €dy+dy)
une base orthonormée de F, et plus généralement (€d1+...+dj_1+17 . ,ed1+_._+dj) une base
orthonormée de Ej. Alors (ey, ..., e,) constitue une base orthornormée de R". La matrice

de passage! O qui permet d’exprimer les coordonnées dans cette nouvelle base a partir des
coordonnées dans la base canonique est une matrice orthogonale : OO* = [,,. On en déduit
que le vecteur (e1.Y,...,e,.Y) quiest égal & OY est distribué suivant la loi NV, (0, I,). Ainsi
les variables aléatoires €;.Y, 1 < ¢ < n sont indépendantes et identiquement distribuées
suivant la loi normale centrée réduite. On conclut en remarquant que

I dy -+ td;
vie{l,....p}, Y5, = Z (ei.Y)ei et [Yg|* = Z (e:.Y)%.
i=di+...+d;1+1 i=dy+...+d;j_1+1

1. 0=
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On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 6.2.4. Soit X4,...,X, des variables aléatoires réelles 1.1.D. suivant la loi
Ni(p, 0%) avec 0* > 0.

La moyenne empirique X,, = %ZLI X; et Uestimateur sans biais de la variance S* =
L3 (X — X,,)? sont indépendants avec X, ~ N, <u, U—:) et (”;—12)5’% ~x3(n—1). En

V(X — )
Sn

particulier le rapport suit la loi de Student de paramétre n — 1.

\/ﬁ()?n — :u) NN1(

o
I’écart-type o au dénominateur par son estimateur S,, on obtient la loi de Student de
parametre n — 1. Lorsque n — +00, cette loi converge vers la loi normale centrée réduite.

Remarque 6.2.5. Comme X,, ~ N} (,u, %), 0,1). En remplagant

Démonstration : Par indépendance, X = (Xj,...,X,) est un vecteur gaussien. La
moyenne empirique X,, qui s’obtient comme combinaison linéaire de ce vecteur est donc

une variable gaussienne réelle. Par linéarité, E(X,,) = p et par indépendance, Var(X,,) =
5>, Var(X;) = %2, ce qui assure X,, ~ N (u, %2) et YRERZ) A (0,1).

g

Le vecteur Y = 2(X; — p,..., X, — p) est distribué suivant N, (0, I,,). Soit E; I'espace

vectoriel engendré par e; = (\/Lﬁ, ey \/Lﬁ) et By = Ef. On ae,.Y = @ et Yg, =
(e1.Y)er = 2( X —p, ..., X,y —p). Parailleurs Yg, =Y =Yg, = 1(X, - X, ..., X, — X,,),

(";—12,)5’2‘. On déduit alors du théoreme de Cochran 6.2.3 que

n—1)52
L%~y (n— 1),

ce qui entraine que |Yg,|* =
X, est indépendante de S? et que

En remarquant que

\/E(Xn — M) _ \/E(Xn — M)/U

Sh, (n=1)S3 /02

n—1

ou le numérateur est une variable normale centrée réduite indépendante de la variable
(n —1)S2/0* ~ x*(n — 1) qui figure au dénominateur, on conclut que le rapport suit la
loi de Student de parametre n — 1. O

6.2.2 Vecteurs gaussiens et convergence en loi

Le résultat suivant qui assure que toute limite en loi (a fortiori presque sure, en pro-
babilité, dans L' ou dans L? puisque ces convergences impliquent la convergence en loi)
de variables gaussiennes réelles est gaussienne, est tres utile pour obtenir le caractere
gaussien de variables obtenues par un procédé de passage a la limite.

Proposition 6.2.6. Soit (X,,), une suite de variables aléatoires gaussiennes réelles qui
converge en loi vers X. Alors X est gaussienne.
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Démonstration : Nous nous contenterons de faire la preuve dans le cas beaucoup plus
facile ot X,, converge vers X dans L? i.e. ou E((X,, — X)?) — 0.

D’apres la Proposition 5.1.5, on a alors convergence de E(X,,) et Var(X,,) respectivement
vers E(X) et Var(X).

A . 2 , 2
On en déduit que pour u € R, E(e¥n) = uBXn)=5Var(Xn) _y piuB(X)=5Var(X) "] 5
convergence dans L? de X,, vers X entraine la convergence en loi de X,, vers X et donc
d’apres le théoreme 5.3.9, la convergence de E(e™*") vers E(¢™¥). On conclut donc que

Vu € R, ]E(eiuX) _ equ(X)—%Var(X)’

ce qui implique que X est gaussienne. 0

Exercice 6.2.7. Soit (X,,), une suite de vecteurs gaussiens a valeurs R? qui converge en
loi vers un vecteur X.

1. Soit v € R%. Montrer que u.X,, converge en loi vers u.X. Que peut-on en déduire
sur la loi de u.X ?

2. Conclure que X est gaussien.

Nous allons maintenant énoncer le théoreme de la limite centrale pour les vecteurs
aléatoires qui se déduit facilement du cas des variables aléatoires réelles.

Théoréme 6.2.8 (de la limite centrale multidimensionnel). Soit (X;,i > 1) une suite de
vecteurs aléatoires a valeurs dans R? indépendants swivant tous la méme loi que X. On
suppose que E (\X|2) < 400 (ou |z| désigne la norme euclidienne dun vecteur de R?).
On note p et I' le vecteur espérance et la matrice de covariance de X. Alors

1
Yn:\/ﬁ<E(X1+"'+Xn>_/J')

converge en loi vers un vecteur gaussien centré de matrice de covariance I' lorsque n tend
vers +00.

Démonstration : Soit u € RY. Les variables aléatoires réelles (u.X;,i > 1) sont LLD.
d’espérance u.p et de variance u.I'u (voir propriétés 3.3.14). Si cette variance est nulle,
alors avec probabilité 1 les variables u..X; sont égales a w.u, ce qui entraine que u.Y,, =0
puis que

By, (u) = (™) = 1 = e300,

Lorsque u.I'u > 0, on déduit du théoreme de la limite centrale 5.4.1 que

u.Y,
converge
vulu
en loi vers G ou G suit la loi normale centrée réduite. Donc, par la condition nécessaire
du théoreme 5.3.9

Oy (u) = P wyvy (VuTu) = &g(Vulu) = ezl

Vu.T'u

On conclut par la condition suffisante de ce méme théoreme. O
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6.3 Exercices

Exercice corrigé 6.3.1. Soit X et Y des variables gaussiennes réelles indépendantes.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que les variables X +Y et X —Y soient
indépendantes.

Exercice 6.3.2. Soit X une variable gaussienne centrée réduite et € une variable vérifiant
P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2 indépendantes.

1. Quelle est laloide Y =eX?

2. Donner la matrice de covariance du vecteur (X,Y).

3. Comparer E(X?Y?) 4 E(X?)E(Y?). Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

4. Que peut-on conclure sur le couple (X,Y)?

Exercice 6.3.3. Soit (X,Y’) un couple gaussien de matrice de covariance

(0 7)

ou p € [—1,1]. Que peut-on dire des variables aléatoires X et Z =Y — pX 7

Exercice 6.3.4. Soit Xi,..., X, des variables aléatoires gaussiennes centrées réduites
indépendantes et a un vecteur non nul de R"™. Donner une condition nécessaire et suffi-
sante sur a pour que le vecteur aléatoire X — (a.X)a et la variable aléatoire a.X soient
indépendants.

Exercice corrigé 6.3.5. Soit Xi,..., X, des variables aléatoires réelles LID. et de
carré intégrable telles que la moyenne empirique X,, = %2?21 X; et la variable S? =
25 211 (Xj — X,)? sont indépendantes.

1. Vérifier que S? = ZXQ Z X; Xy et en déduire E(S?).

]kl

k#j

n—l

2. En utilisant I’hypothese d’indépendance, exprimer E(Sﬁei“")?”) en fonction de
Var(X;) et de la fonction caractéristique commune des X; que l'on notera ®x.

3. Montrer par ailleurs que
E(Spen) = B(X7e™ ) (@x (u)" ! — (B(X1e™*)*(@x (u))">.

4. Remarquer que E(Xe™X1) et E(XZe™X1) g’expriment simplement & I'aide des deux
premieres dérivées de @ x et en déduire une équation différentielle satisfaite par cette
fonction.

5. Poser f(u) = & (u)/Px(u) et calculer f'(u). En déduire ®x puis la loi commune
des Xj.

Exercice 6.3.6. Soit (X;);>1 une suite I.1.D. de vecteurs aléatoires a valeurs dans R? de
carré intégrable et g : R? — R. On note p et I' le vecteur espérance et la matrice de
covariance communs des X; et X,, = %Z?:l X;.
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1. On suppose que la fonction g est C'. En remarquant que

Vit (9(5,) = 90) = [ ValaX,+ (1 = a)p)davi(X, ~ )

et en étudiant le comportement asymptotique de chacun des deux termes du produit
scalaire, vérifier que lorsque n — +00, v/n (g(Xn) — g(,u)) converge en loi vers une
gaussienne centrée de variance Vg(u).I'Vg(u).

2. On suppose maintenant simplement que la fonction g est continue et différentiable
au point p i.e. g(x) — g(p) — Vg(p).(x — p) = |z — ple(z — p) ot limyy o+ £(y) = 0.

Vérifier que v/n (g(X,) — g(p) — Vg(p).(X,, — pt)) converge en loi vers 0 lorsque
n — 4o00. En déduire que la conclusion de la question précédente reste valable.
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6.4 Résumé

o X = (X1,...,Xy) : Q2 — R est un vecteur gaussien si toute combinaison linéaire
de ses coordonnées est une variable gaussienne réelle

<— Oy(u) = ezt Tu oy € RY et T matrice d x d symétrique positive.
Alors m; = E(X]), F” = COV(Xi, Xj) et on note X ~ Nd(m, F)

e Stabilité par transformation affine : si X ~ Ny(m,T'), a € R" et M € R™¢
alors a + M X ~ N, (a + Mm, MT'M*).

e Les coordonnées d'un vecteur gaussien X sont indépendantes si et seulement si
sa matrice de covariance I' est diagonale.

e Toute limite en loi d’une suite de vecteurs gaussiens est un vecteur gaussien.

e Soit Xi,..., X, L1D. ~ Ni(p,0?) :
1 X, =15" Xi~Ni(u,0%/n) indep de S = 225" (X, — X,,)?
2. ("_0—12)~9721NX2(n_1> et %Nt(n—l).

e Théoréme de Cochran : si Y = (Vi,...,Y,) ~ N,(0,1,) et Ey,..., E, est
une décomposition de R™ en p sous-espaces orthogonaux de dimensions respectives
dy,...,d, (dy+ ...+ d, = n), alors les projections orthogonales Y, 1 < j < p de
Y sur ces sous-espaces sont indépendantes et |Yg, [* ~ x*(d;).
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Chapitre 7

Estimation de parametres

Le statisticien travaille sur des données (notes de qualité de pieces produites dans une
usine, données météorologiques, résultats d’expériences médicales ou physiques,...). 1l le
fait a la demande d'un interlocuteur qui a des attentes plus ou moins précises. Ces attentes
peuvent étre de plusieurs types :

— extraire des résumés pertinents des données,

— répondre a une question comme “le réchauffement climatique est-il réel 77,

— prendre une décision comme la mise sur le marché d’un nouveau médicament,

— effectuer une prévision, par exemple sur le résultat d’une élection qui aura lieu
prochainement,...

Il élabore un modele et construit des outils pour répondre aux questions de son interlo-
cuteur dans ce modele. Il doit bien str garder un sens critique vis a vis du modele qu’il a
construit.
Dans le cadre de ce cours, nous ne considérerons que des modeles paramétriques. Il est
bien sur crucial pour le statisticien d’estimer les parametres au vu des données dont il
dispose et d’avoir une idée de la précision de cette estimation. Apres avoir défini la notion
de modele paramétrique, nous introduirons les estimateurs. Nous verrons enfin comment
évaluer la précision des estimateurs au travers d’intervalles de confiance.

7.1 Modele paramétrique

On suppose que I'on observe un échantillon X = (X7, ..., X,,) ou les variables aléatoires
X, sont indépendantes et identiquement distribuées et que leur loi commune est dans une
famille de probabilités P = {F,0 € O} ou © C R%.

Exemple 7.1.1. — modele de Bernoulli : P = {B(p), p € [0, 1]} pour I'observation des
notes de qualité de n pieces mécaniques (0 si piece correcte, 1 si piece défectueuse).

— modele gaussien : P = {Ni(u,02%),n € R,0% > 0}. Le parametre 6 = (u,0?) est

alors bidimensionnel et prend ses valeurs dans © = R x R’_. Mais on peut également
supposer la variance o2 connue auquel cas # = p ou supposer la moyenne g connue

(0 = 0?).

Notation : On notera respectivement Py(X € A) et Ey(f(X)) la probabilité de
I'événement { X € A} et U'espérance de f(X) et lorsque les variables X; sont I.I.D. suivant
Py.
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Exemple 7.1.2. Dans le modele gaussien, E(, 52)(X1) = p.

Dans toute la suite on supposera

— soit que pour tout 6 € ©, les X; sont des variables aléatoires discretes a valeurs dans
F dénombrable. Alors on pose p(x1,0) = Py(X; = x1) pour x; € F et on a

Vo = (01, 20) € F", Py(X = 2) = po(2,0) ot [pu(w,0) = p(a1,0) ... p(w,, 0)]

Exemple 7.1.3. Dans le modele de Bernoulli, ' = {0, 1} et
vp < [07 1]7 Va = (xh cee ,I‘n) € {07 1}71’ pn(xap) = py(l_p)nfy ou Yy=1Tit.. . +Ty.

— soit que les X; sont des variables aléatoires & valeurs R¥ qui possedent une densité.
On note alors p(z1,0) la densité de X et |pp(x,0) = p(x1,0)...p(z,, 0)]| la densité
produit de X = (X3,...,X,,) sous Py.

Exemple 7.1.4. Dans le modele gaussien
bl o®) = e (LS
n ) ) (27‘(‘0‘2)”/2 20_2 — 7 .

Définition 7.1.5. — Pour x = (z1,...,x,) fité, la fonction 0 € © — p,(z,0) s’ap-
pelle la vraisemblance de la réalisation x.

— On appelle statistique toute variable aléatoire S qui s’écrit comme une fonction de
Uéchantillon X = (X3,...,X,,) ne faisant pas intervenir 6.

Exemple 7.1.6. 2?21 X, et XqX,, sont des statistiques mais pas 0.X;.

7.2 Estimateurs

7.2.1 Définitions

Dans ce paragraphe on s’intéresse a l’estimation de g(6) oun g : © — R?. En pratique,
I'estimation de 6 correspond au choix ¢ = d et g(0) = 0. Lorsque d > 2, I'estimation des
q premieres coordonnées de 6 avec ¢ < d correspond au choix ¢g(6y,...,0q4) = (61,....,6,).

Définition 7.2.1. On appelle estimateur de g(0) toute statistique Z (construite a partir
de ’échantillon X ) a valeurs dans l'image g(©) de © par g.

Dans toute la suite, on supposera que Z est de carré intégrable au sens ou V0 € O,
Eo(|Z|%) < +o00.

Exemple 7.2.2. Dans le modele de Bernoulli, P = {B(p), p € [0, 1]}, la variable aléatoire
X, et la moyenne empirique X, = %Z?Zl X, sont des estimateurs de p.

La définition suivante introduit quelques notions relatives aux estimateurs

Définition 7.2.3.
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— Un estimateur Z de g(0) est dit sans biais si V0 € ©, Ey(Z) = g(0).

— Lorsque g est a valeurs réelles, on appelle risque quadratique de [’estimateur Z la
fonction

€O — R(Z,0)=Ey((Z —g(h))*).
— Lestimateur Zy est dit préférable a Zs si pour tout 0 € ©, R(Z1,0) < R(Zs,0).

Exemple 7.2.4. Dans le modele gaussien, X; et X,, = %2?21 X, sont deg estimateurs
sans biais de y de risques quadratiques respectifs R(Xy, (u,0%)) = 0® et R(X,, (1, 0°)) =
o?/n si bien que X,, est préférable a X;.

Notons que comme

n—1 pr+o? n-—1 2

g
——E02)(X1X,) = 2=t —
——Eu0n (X1X) L i

_ 1
E (02 ((Xn)?) = EE(u,ﬂ)(Xf) +

(X,)? est un estimateur biaisé de p?. Ainsi le caractére sans biais n’est en général pas
préservé par des transformations non linéaires.

Lorsque ¢ est a valeurs réelles, comme (g(0) — Z2)* = (g(0) — E¢(2))* + 2(g(0) —
Eo(2))(Eg(Z) — Z) + (Fy(Z) — Z)* avec le second terme d’espérance nulle sous Py,

Propriétés 7.2.5. On a la décomposition suivante du risque quadratique

R(Z,0) = (9(0) — Eo(Z))* + Vary(2)

en un terme lié au biais plus un terme de variance.

On souhaite bien str que lorsque la taille n de I’échantillon augmente, I’estimation soit
de plus en plus précise. C’est pourquoi on introduit la définition suivante :

Définition 7.2.6. Une suite (Z,),>1 d’estimateurs de g(0) avec Z, construit a partir de
(X1,...,X,) est dite :
— fortement convergente si, pour tout € ©, Py presque surement, Z, — g(0) i.e.
Py(Z, — g(0)) = 1, lorsque n — +o0.

— asymptotiquement normale si pour tout & € © C R?, il existe une matrice de
covariance %(0) € R telle que sous Py, /n(Z, — g(0)) converge en loi vers
Y ~ N,(0,%(8)) lorsque n — +oc.

Remarque 7.2.7. — Lorsque les conditions de la définition précédente sont vérifiées,
par abus de langage, on dit que Z,, est fortement convergent et asymptotiquement
normal.

— Lorsque pour tout § € O, Z,, converge en probabilité vers g(f) sous Py, on dit que
I'estimateur Z,, est convergent.

Exemple 7.2.8. Dans le modele de Bernoulli, la moyenne empirique X,, = %Z?:l X;
est un estimateur de p fortement convergent d’apres la loi forte des grands nombres
et asymptotiquement normal de variance asymptotique Var,(X;) = p(1 — p) d’apres le
théoreme de la limite centrale.
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7.2.2 L’Estimateur du Maximum de Vraisemblance

Lors d'une enquéte policiere, si un suspect de sexe inconnu mesure environ 1.50 m, on
aura plutot tendance a rechercher une femme tandis que s’il mesure environ 1.80 m, on
recherchera plutoét un homme.

La notion de maximum de vraisemblance permet de formaliser cette intuition. On
peut modéliser la distribution des tailles (en metres) féminines par une loi gaussienne
d’espérance pup = 1,62 et d’écart type op = 0.069 et celle des tailles masculines par une
loi gaussienne d’espérance puy = 1,76 et d’écart type o = 0.073. Les densités de ces deux
lois sont représentées sur la figure 7.1. Lorsque 'on connait la taille x d’'un suspect, on

0.07

— Homme

0.06f Femme

0.057
0.04
0.03q
0.02

0.014

OOO T T T I T T T T T T o T T I T
130 140 150 160 170 180 190 200 210

FIGURE 7.1 — Densités des lois gaussiennes modélisant la taille des hommes et celle des
femmes.

pourra supposer que ce suspect est une femme si la densité des tailles féminines prise en
x est supérieure a celle des tailles masculines et vice et versa.
D’un point de vue mathématique, dans le modele {N (ug,03),0 € {F, H}}, lorsque I'on

observe la taille x d’un individu, on peut estimer le sexe de cet individu en choisissant

_ (z—pp)?

o . _ . 1 202
6 € © = {F, H} qui maximise la vraisemblance 6 — L o

Définition 7.2.9. On suppose que pour toute réalisation x = (x1,...,x,) de l’échantillon
X = (Xy,...,X,), il existe une unique valeur 0,(z) € © qui maximise la vraisemblance
de la réalisation © : py(z,0,(z)) = maxgeo pn(x,0). Alors la statistique 6, = 0,(X) est
appelée Estimateur du Maximum de Vraisemblance de 6.

Remarque 7.2.10. Dans le cas d’'un modele discret, p,(z,0) = Po(X = x) et 6,,(x) est
la valeur du parametre 6 dans © qui maximise la probabilité d’observer z sous Py.
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Comme la fonction logarithme est strictement croissante, il revient au méme de maxi-
miser la vraisemblance 6 — p,(x,0) ou de maximiser la log-vraisemblance 6 — [, (z,0)
définie par

lo(z,0) = In(p,(z,0)).

On pose également | (21, 6) = In(p(x1,0)) | = l1(2z1, ). Les calculs sont parfois plus simples

avec la log-vraisemblance notamment parce que |l,(z,0) = Z l(x;,0)].
=1

Exercice 7.2.11. On se place dans le modele P = {£(6),0 > 0}.
1. Déterminer 'EMV 6, de 6 et montrer qu’il est fortement convergent.

2. Remarquer que sous Py, X7 + ...+ X,, ~ ['(n,0). En déduire E, (
n > 2. ’EMV est-il sans biais ?

3. Remarquer que /n(f, — 0) = +=/n (3 — X,). Vérifier que <Xi7 V(5 — )_(n)>
converge en loi vers une limite a préciser et conclure que 'EMV est asymptotique-
ment normal de variance asymptotique a préciser.

1
X1+...+Xn> pour

Exemple 7.2.12. Le cas du modele gaussien P = {N;(u,0?),u € R,0% > 0} : Pour
tout © = (x1,...,2,) € R", la vraisemblance est donnée par

1 __1_ 5w Ti— )2
pn(l’, (N’OJ)) — W@ 252 Zz:l( ©) .

S|

S (xi — &) Comme Y\ (z; — T,) =0,

n n

D @i =T+ T — )’ =) (= Z0)* + (20— p)°)

i=1 i=1

On pose T, = %Z?Zl x; et v, =

Donc la vraisemblance et la log-vraisemblance s’écrivent

- 2
]. —n (Bn—p)“+vn

palz, (1, 0%)) = W‘? 207

(T — p)* + vy

n n
ln(xa (M? 02>> = _5 111(271') - 5 111(0'2) -n 9252

Ao2>0 fixé, on voit que la log-vraisemblance est maximale pour y = 7, et vaut alors
—2(In(27) + f(0?)) o

FON) :ln)\—l—%".

On cherche donc maintenant & minimiser f(A) pour A € R*. Comme la dérivée f'(\) =
$(1—%2) est négative sur |0, v, et positive sur [v,,, +-00[, la fonction f atteint son minimum
en v,. On conclut donc que la log-vraisemblance est maximale en (Z,,v,). Ainsi 'TEMV
de (p1, 0%) est le couple moyenne empirique, variance empirique (X, V;,). Notons que 1’on

obtient également 'EMYV en résolvant le systeme

{a%w, (o) =0 {n‘”’;;“ =0
2 pr—

Tn— 2 Un
el (0%) =0 | =3 (& - ) =0

02 o4
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Comme E(, ,2)((Xn, Vn)) = (1, =20?), TEMV est un estimateur biaisé. Il est fortement
convergent d’apres la loi forte des grands nombres.
Pour démontrer qu’il est asymptotiquement normal, on remarque que d’apres le corollaire

6.2.4, (X,,V,) £ (% S LUX, eSS, Gf) ol (G;)i>1 est une suite de variables 1.I1.D.

’n

suivant la loi normale centrée réduite indépendante de (X;);>1. On en déduit que

_ oy L - l - 202 52 ) UQG%
\/ﬁ((XmVn) — (0 )) =vn (n ;(Xu G;) — (1, )) (O, NG ) .

D’apres le théoreme de la limite centrale multidimensionnel 6.2.8, le premier terme du
second membre converge en loi vers la loi gaussienne centrée de matrice de covariance
égale & celle du vecteur (Xi,02G?) c’est-a-dire

o= (7 5

Le second terme du second membre converge presque sirement vers (0, 0). Avec le second
cas particulier du théoreme de Slutsky 5.3.13, on conclut que I’Estimateur du Maximum
de Vraisemblance (X, V) est asymptotiquement normal de matrice de covariance asymp-
totique (o?).

Exercice 7.2.13. Dans le modele de Bernoulli P = {B(p), p € [0, 1]}, vérifier que TEMV
de p est la moyenne empirique X, = =37 | X;.

Dans les deux exemples précédents, 'Estimateur du Maximum de Vraisemblance est
fortement convergent et asymptotiquement normal. En fait, ces propriétés sont assez
générales :

Théoreme 7.2.14. Sous de bonnes propriétés de régularité sur le modeéle que nous
ne préciserons pas, U'Estimateur du Maximum de Vraisemblance de 6 est fortement
convergent et asymptotiquement normal de wvariance asymptotique I71(0) ou la ma-

trice | 1(0) = Eq (Vol(X1,0)Vyl(X1,0))| s’appelle information de Fisher (V1 < i,j < d,
I;;(0) = Eo (aa—eli(xlae)aafolj(xlﬁ)))-

Nous renvoyons au paragraphe I1.16 de [1] pour une étude précise et rigoureuse des
propriétés de 'EMV.

Remarque 7.2.15. La précision asymptotique de I'estimation de # par maximum de vrai-
semblance est donnée par l'inverse de I'information de Fisher. Conformément a 'intuition,
plus l'information est grande et meilleure est la précision de I'estimateur du maximum de
vraisemblance.

L’information de Fisher a une autre expression qui permet souvent de simplifier les cal-
culs. Elle s’exprime comme 1'opposé de 'espérance de la matrice hessienne V2I(X7,0) :

I(0) = —Ey (V5l(X1,0)) | En effet, dans le cas d'un modele & densité (sinon il suffit de

remplacer les intégrales par des sommes), comme pour tout § € ©, 1 = [ p(z1,6)dz; en
dérivant cette égalité par rapport a ; ou i € {1,...,d}, on obtient

0 al
Oz/agi(xlge)dl’l:/a—é)i(xl,e)p<xl,6)dxl, (71)
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En dérivant maintenant par rapport a ¢; pour j € {1,...,d}, il vient
5,50, (o0 Op@n0)des + | 25 (@1,6) 5 (a1, O)p(e, )dar.

On conclut donc que

0%l ol ol
Ey <89 2, (Xh@)) = —IEy (80 (Xl,e)ae (Xl,e)) :

Exercice 7.2.16. Calculer I'information de Fisher dans le modele de Bernoulli et le
modele P = {£(6),6 > 0}.
Vérifier également que dans le modele gaussien P = {Ni(p,0?), n € R, 02 > 0},

10
I(M702):(U2 L)
204

La plupart des modeles qui portent sur les familles de lois usuelles paramétrées par
6 € © C RY sont dits exponentiels au sens ol

(e}

p(x1,0) = h(z1) exp (Z (0 90(7(9)))

avec, dans le cas d'un modele & densité, h : R¥ — Ry, v = (71,...,7) : R? — R? une
fonction injective et T' = (17, ..., Ty) une fonction telle que pour tout A € RY, la fonction
11 € RF — \.T(z;) est non constante sur I'ensemble {z; € R* : h(z;) > 0}. Dans le cas
discret, R* est remplacé par 'ensemble dénombrable F dans lequel les X; prennent leurs
valeurs.

La fonction ¢ assure la normalisation : pour A = (A, ..., Ag),

In ZmleF h(z1) exp (Z?:1 >\jTj(:c1)>> dans le cas discret,

p(A) = d < L
In ( for P(21) exp <Zj:1 )\jTj(xl)> d:v1> dans le cas a densité.
Exemple 7.2.17. — Le modele gamma P = {I'(a, \), (a, A) € (R%)?} est exponentiel
puisque

len 1ep
p(x1, (a,N)) = {F(lcj)o} Ngd—lemAm = % exp(alnzy —Azy +aln X —InT'(a)).

— Le modele de Bernoulli est exponentiel puisque
Vai € {0,1}, p1 (1 — p)i=o1 = ™ In(sZ5)+n(1-p)
et la fonction 7(p) = In(s%;) est strictement croissante sur ]0, 1[.
Exercice 7.2.18. Montrer que les modeles gaussien, beta P = {f(a,b), (a,b) € (R%)?},

de Poisson P = {P(0),0 > 0}, géométrique P = {Geo(p),p €0, 1]} sont exponentiels
mais pas le modele de Cauchy P = {C(0),6 > 0}.
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Nous allons donner une idée de la preuve du théoreme 7.2.14 dans le cas d’un modele
exponentiel avec un parametre de dimension d = 1 (pour simplifier I’analyse) qui prend
ses valeurs dans un ouvert © de R et une fonction 7 réguliere. Comme ~y est injective, v est
alors strictement monotone et on la supposera strictement croissante afin de fixer les idées.

Enfin nous supposerons le modele a densité (ce n’est pas restrictif : dans le cas discret,
on remplace les intégrales par des sommes).
Démonstration : On a alors

p(x1,0) = h(xl)ev(e)T(m)—so(v(e)) avec o(\) = In (/h(azl)e’\T(“)d$1) ]

En dérivant sous le signe intégral par rapport a A (ce que I'on peut justifier a 'aide du
théoreme de convergence dominée a 'intérieur du domaine ou ¢ est finie), il vient

. T (z1)h(x,)eNT @) dg
f =1 (f 12 y< 613T<y>dy = / T(n)h(a)e 0 da,

PO = [T 0w~ f )y
_ / T2 ()T g, ( / T ()T~ (A)dx1>2,

ce qui entraine que ¢'(7(0)) = Eo(T(X1)) et ¢"(v(0)) = Varg(T(X1)). Comme, d’apres la
définition des modeles exponentiels, la fonction 7" est non constante sur {z; : h(z1) > 0},
la fonction ¢”(A) est strictement positive par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Avec la
croissance stricte de 7, on en déduit que la fonction ¢’ o v est également strictement
croissante. Sa continuité entraine qu’elle est inversible d’inverse ¢ continu. En outre,
I'image ¢'(7(©)) de © par l'application ¢’ o7 est un ouvert.

La log-vraisemblance [, (x,6) est, a une fonction ne dépendant pas de € pres, égale a
¥(0) >0 T(z;) — np(y(0)) si bien que I'équation d’optimalité du premier ordre s’écrit

0 (% 1) - 90’(7(9))) =0,

Cette équation admet comme unique solution 6,(z) = Y= T(x;)) des que
LN T(zi) € ¢(7(0)). Par la loi forte des grands nombres, Py presque strement
L3 T(X;) converge vers Eg(T(X1)) = ¢'(7(6)). On en déduit que Py presque stirement

PEMV 6, = Y(E 3" T(X;)) existe a partir d'un certain rang n et converge vers
(' (v(0))) = 0 par continuité de ).
La fonction g définie par

) .
g(t) = {so/(w(t)l)w—’(vw)) sit#0
T S =0

est continue. Des égalités ' (7(6,)) — ' (7(0)) = LS L T(X:) —Ee(T(X1)) et " (v(0)) =
Vary(T(X1)), on déduit que

Va0, — 0) = g(0,)/ 9" ( E(,(T(Xl))> .

Varg X 1) (
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Sous Py, la convergence presque sture de 6, vers € entraine que le premier terme du

produit converge presque surement vers g(60)\/¢"(v(0)) = 1/(v'(6)\/¢"(~7(0))). Par le

théoreme de la limite centrale 5.4.1, le second converge en loi vers la loi normale centrée
réduite. On déduit alors du théoreme de Slutsky 5.3.13 que sous Py, v/n(6,, — ) converge
en loi vers la loi AV;(0, WM)'

Comme %l(wl, 0) =~ (0)(T(z1) — ¢'(7(0))), I'information de Fisher est égale a
1(0) = (') (O)Ee((T(X1) — ¢'(7(0)))*) = (+/)*(0) Vars (T (X1)) = (v)*(0)¢" (+(0)),

ce qui acheve la démonstration. O

Remarque 7.2.19. Soit Z = 2(Xy, ..., X,) un estimateur sans biais d'un parametre € de
dimension 1 dans un modele a densité (sinon, on remplace les intégrales par des sommes).
D’apres (7.1),
ol ol
0= [ Gyt Opten O)des =B ( 550x0)) (7:2)

De maniére analogue, comme 0 = E¢(Z) = [ z(z)p,(x,0)dx, en dérivant par rapport & 0
puis en utilisant (7.2), 'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'indépendance des variables X
sous Py, on obtient

1= /z(x)%(x, 0)pn(z,0)dx = E, (Z; %(Xi, 9))

=y ((Z —0) . %(Xiue))

< \/Varg(Z) x E9<( ; %(Xi,e)y) = \/Vary(2)\/nI(0).

Avec la propriété 7.2.5, on en déduit la minoration de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao du
risque quadratique de l'estimateur : R(Z,0) = Vary(Z) > nl;(m‘

Si, dans la convergence en loi énoncée dans le théoreme 7.2.14, il y a convergence du mo-
ment d’ordre 2, alors le risque quadratique de I’Estimateur du Maximum de Vraisemblance
vérifie R(0,,,0) = %]Eg((\/ﬁ(én —0))?) ~ #@ pour n — +o00. Dans ces conditions, 'EMV
(qui n’est pas forcément sans biais) atteint asymptotiquement la borne. Cela montre la

qualité de cet estimateur.

L’exercice suivant est consacré au modele uniforme, dans lequel 'EMV est bien forte-
ment convergent mais pas asymptotiquement normal.

Exercice 7.2.20. On se place dans le modele uniforme P = {U[0,6],6 > 0}.
1. Ce modele est-il exponentiel ?
2. Vérifier que "EMV de 0 est 0, = max(X1,...,X,).
3. Pour z € [0,6], calculer Pg(én < ) et en déduire que 0, est un estimateur

~

convergent de 6. Avec la monotonie de la suite (6,,),, conclure qu’il est méme forte-
ment convergent.

4. Vérifier que 6,, a méme loi que OUY™ ot U ~ U [0, 1]. En remarquant que pour tout
u € [0,1], n(1 — u™) converge vers — In(u) lorsque n tend vers +oo, conclure que
sous Py, n(f—0,) converge en loi vers — In(U) lorsque n tend vers +oo. Ainsi, dans
ce modele, 'TEMV converge a la vitesse 1/n et non 1/4/n.
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7.2.3 Estimateurs de Moments

Dans le cas par exemple du modele béta P = {3(a,b), (a,b) € (R%)?}, il n’est pas pos-
sible d’obtenir une expression analytique de I'estimateur du maximum de vraisemblance
de (a,b). Cependant,

{Em,bm: ott) o) ity — Tt Tt _ o

T(a)T(b) JO C(atb+1) D(a) a+b

_ D(a+b) T(a+1)T(b+1) _ ab
Eap) (X1(1-Xy)) = T(a+b+2) I(a) I(b)  (atb)(at+b+1)

En posant ¢ = Eq)(X1) et d = Equp)(X1(1 — X4)) et en inversant le systeme, il vient

— _ _ (=9d 2 _ _ab ab _ ab .
0= —agotb=_Fgouc-—c—d= @02 @+ 0)(atorD) — (a0 (atbrD) — 0. Par la loi
forte des grands nombres,

sont respectivement des estimateurs fortement convergents de ¢ et d. Comme 'application

(y,2) € R? — y_y12_z(yz, (1 — y)z) est définie et continue en tout point de l'ouvert

{(y,2) € R* : y — y* — 2 # 0}, on en déduit que le couple

~ 1

(dna bn) = (éndna (]- - én)dn)a

Cp — €2 —d,
défini au moins pour n assez grand, est un estimateur fortement convergent de (a,b).

De fagon générale, pour estimer 6, la méthode des moments consiste a trouver une
fonction ¢ telle que pour tout 8 € O, Ey|lp(X;)| < +oo et que la fonction m(0) =
Eg((X71)) soit inversible d’inverse continu. Alors 'estimateur de 6

m™! (% Z @(Xz')>

est fortement convergent par la loi forte des grands nombres (et méme asymptotiquement
normal sous des hypotheses un peu plus restrictives sur ¢).

Exercice 7.2.21. Dans le modele uniforme P = {U]0,6],0 > 0}, calculer Ey(X;). En
déduire un estimateur de moments pour 6. Calculer son risque quadratique et vérifier que
I’estimateur du maximum de vraisemblance lui est préférable.

Exercice 7.2.22. Pour estimer la taille [ d’une population d’oiseaux, on en capture
respectivement Xi,..., X, pendant n journées successives en les relachant le soir. On
suppose que chaque oiseau a la méme probabilité inconnue p de se faire capturer chaque
jour et ce indépendamment des autres oiseaux.

1. Quel modele proposez-vous ?

2. Calculer E,)(X1) et Eg ) (X7) et en déduire un estimateur de moments pour (, p).

7.2.4 Amélioration d’estimateurs

Dans le modele de Bernoulli, pour une observation z = (zy,...,x,) € {0,1}", il semble
que seul le nombre (z7 + ...+ z,) de 1 apporte de 'information sur le parametre p, la
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maniere dont les 0 et les 1 se succedent n’ayant aucune importance. On peut formaliser
cette intuition en s’intéressant a la loi conditionnelle de X = (X7,...,X,,) sachant S = s
ou S =X +...+ X, Soit s € {0,...,n}. Comme S ~ B(n,p) sous Py, P,(S =s) =
(")p*(1 — p)"~*. Donc

P,(X =z|S =5) = =\ B&X=x) _ _p(1-p" (_1> sinon.

E]

P (X =2,5=5) {0 si x4 .. T, F S,
]P’p(S:S) - ("Sl)p~9(1,p)n—.9

Donc la loi conditionnelle de X sachant S = s est la loi uniforme sur {z € {0,1}" :
x1+...+x, = s}. Elle ne dépend pas du parametre p, ce qui signifie que toute I'information
sur p dans I’échantillon X est contenue dans la statistique S.

Définition 7.2.23. Une statistique S est dite exhaustive si pour tout s, la loi condition-
nelle de X = (X1,...,X,) sachant S = s ne dépend pas du paramétre 6.

On peut caractériser sur la vraisemblance le caractere exhaustif d’une statistique :

Théoréeme 7.2.24 (de Halmos-Savage ou de factorisation). La statistique S =
S(Xy,...,X,) est ezhaustive si et seulement si la vraisemblance p,(x,0) se factorise sous
la forme

Vo = (z1,...,2,), V0 € O, p,(z,0) = (S(x),0)p(x).

Démonstration : On effectue la démonstration dans le seul cas d’'un modele discret.
Condition nécessaire : On a

Pn(2,0) =Po(X =2) =Pp(X =2,5 =5(2)) =Pp(X = 2[5 = S(x))Ps(S = S(x)).

Le premier terme du produit ne dépend pas de € et on le note p(z). Le second terme est
de la forme ¢ (S(x),0).
Condition suffisante : On a alors

Po(S=5) =Py(S(X) =s5)= Y &(SW).0)ely) = ¥(s,0) w(y).

y:S(y)=s y:S(y)=s

On conclut alors par un calcul généralisant celui effectué dans le modele de Bernoulli :

0 si S(x)#s,
Po(X =[S =5) = { By(x=2) _ W (s.0) () — p(z) sinon
Po(S=s) — ¥(s.0) Lysw)=a W) Lysw)=s¥W¥) .

O

Exercice 7.2.25. Dans le modele gaussien, montrer que (X,,V,,) est une statistique
exhaustive.

Soit S est une statistique exhaustive et Z un estimateur de g(#). Comme Z est fonction
de X = (Xy,...,X,) et comme la loi conditionnelle de X sachant S = s ne dépend
pas de 6, l'espérance conditionnelle de Z sachant S ne dépend pas de 6. On la note
Zs =E(Z|S). Ainsi Zg est un estimateur de g(6). Il faut noter que lorsque la statistique
S n’est pas exhaustive, 'espérance conditionnelle de Z sachant S dépend en général de 6
et ne constitue alors pas un estimateur.
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Théoréme 7.2.26 (de Rao Blackwell). Soit Z un estimateur de g(0) et S une statistique
exhaustive. Lorsque g est a valeurs réelles, alors Zs = E(Z|S) est un estimateur préférable
aZ.

Démonstration : D’apres le corollaire 2.5.7 pour le cas discret et la proposition 3.3.20
pour le cas a densité,

Eg(Zs) = E@(Z) et Val'g(Zs) S Val'g(Z).
Avec la propriété 7.2.5, on en déduit que
R(Zs,0) = (9(0) — Eg(Zs))? + Varg(Zs) < (g(0) — E¢(Z))* + Vary(Z) = R(Z,0).
OJ

Remarque 7.2.27. — Nous retiendrons du théoreme de Rao-Blackwell qu’il faut s’ef-
forcer de construire des estimateurs qui sont des fonctions des statistiques exhaus-
tives.

— Notons que si py(z,0) = ¥(S(x),0)p(x) alors pour maximiser la vraisemblance
en 0, il suffit de maximiser la fonction 8 — 1 (S(x),0) qui ne dépend de z qu’au
travers de S(z). On en déduit que I'Estimateur du Maximum de Vraisemblance
ne dépend de X qu’au travers de la statistique exhaustive S. Il est donc égal a son
espérance conditionnelle sachant S et ne peut étre amélioré par le procédé précédent.
Cela souligne une nouvelle fois la bonne qualité de I'Estimateur du Maximum de
Vraisemblance.

— Lorsque g est a valeurs dans R? ou ¢ > 1, on peut définir le risque quadratique de
I'estimateur Z de g(f) comme la matrice symétrique positive g X ¢ :

R(Z,0) =By ((Z — 9(0))(Z — 9(0))") = (Ee(Z) — 9(0))(Eo(2) — g(0))" + Covy(Z)

ou Covy(Z) désigne la matrice de covariance de Z sous Py. Si S est une statistique
exhaustive, alors

Vu € R?, u.Covy(Zg)u = Varg((u.Z)s) < Varg(u.Z) = u.Covy(Z)u.

Comme Ey(Zs) = Ey(Z), on en déduit que R(Zs,0) < R(Z,0) au sens ou Vu € RY,
u.R(Zg,0)u < u.R(Z,0)u. Ainsi Zg est préférable a Z.

Exemple 7.2.28. Dans le modele de Bernoulli, nous avons vu que S = X; +...+ X, est
une statistique exhaustive. Si on s’intéresse a l'estimateur sans biais Z = X de p, d’apres
I'exercice 2.5.8, Zg = % = X,,. La moyenne empirique X,, est bien str préférable a Xj.
Exercice 7.2.29. On se place dans le modele de Poisson P = {P(6),60 > 0}.

1. Vérifier que Z = %Z?Zl 1{x,—0y est un estimateur sans biais de e~? fortement
convergent et asymptotiquement normal.

2. Donner une statistique exhaustive.

3. On pose S =3 " | X;. Vérifier que S ~ P(nf) puis que pour tout i € {1,...,n}, la
loi conditionnelle de X; sachant S = s est la loi binomiale B(s, %) En déduire que
E¢(Z|S) = (1 — 1)%. Vérifier que Varg((1 — 2)%) = e~ (e% - 1> < Vary(Z).

4. Donner un estimateur de e~? préférable & Z.
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7.3 Intervalles de confiance

Lorsque l'on estime un parametre g(f), supposé de dimension 1 dans tout ce
paragraphe, on veut avoir une idée de la précision de ’estimation effectuée. C’est le role
des intervalles de confiance.

7.3.1 Approche non asymptotique

Définition 7.3.1. Soit a €]0,1[. On dit qu’un intervalle 1(Xy, ..., X,) qui s’exprime en
fonction de ’échantillon est un intervalle de confiance pour g(0) de niveau 1 — « si

Vo € O, Py(g(0) € I(Xy,...,X,))=1—qa.

Lorsque Y0 € ©, Py(g(0) € I(X1,...,Xn)) > 1 —a, on parle d’intervalle de confiance de
niweau 1 — a par exces.

Remarque 7.3.2. — Les niveaux usuels sont 90%, 95% et 99% et correspondent res-
pectivement a o = 10%, o = 5% et o = 1%.

— Pour obtenir le maximum d’information, il faut s’efforcer de construire 'intervalle
de confiance le moins large possible qui satisfait la condition de minoration donnée
dans la définition.

Pour construire des intervalles de confiance, il est tres utile d’introduire la notion de
quantile.

Définition 7.3.3. Soit Y une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F(y) =
P(Y < y). Pour r €]0,1], on appelle quantile (ou fractile) d’ordre r de la loi de Y le
nombre

¢ =inf{y € R, F(y) >r}.

Lorsque la fonction de répartition F' est continue et strictement croissante (par
exemple quand Y possede une densité strictement positive), elle est inversible d’inverse
F~! et pour tout r €]0,1[, on a ¢. = F~1(r).



120 CHAPITRE 7. ESTIMATION DE PARAMETRES

et
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0 qr

FIGURE 7.2 — Représentation d’'une densité et du quantile ¢, d’ordre r de cette densité :
I’aire hachurée est égale a r.

La fonction de répartition est toujours croissante, ce qui entraine la croissance de
r — q,. Pour construire des intervalles de confiance et des tests, nous utiliserons les
propriétés suivantes :

Propriétés 7.3.4. On suppose que Y possede une densité.
1. Vr €]0,1], F(q,) =r.
2. ¥a €0, 1], P(Y ¢ [g5,01_3)) = B(Y < g2) = P(Y > q1_0) = a
3. Va €]0,1[, P(Y € [gs,q1-]) =P(Y 2 o) =P(Y < q1-0) =1 — @

4. St la loi de Y est symétrique (i.e. la densité est une fonction paire), Vo €
0,1 P(Y[>q2) =a et P(Y|<qa)=1-a.

Démonstration : 1. On a Yy < ¢,, F(y) < r et par croissance de F', Yy > q,, F(y) > r.
Comme F' est continue, on en déduit que F(gq.) = r.

2. Le résultat se déduit des égalités P(Y < ¢,) =P(Y < ¢.) = F(q,) =r et P(Y > ¢q,) =
1— F(q) =1—r. Et le point 3. s’obtient par passage au complémentaire.

4. Lorsque la densité de Y est une fonction paire, la variable aléatoire —Y a méme loi
que Y. En outre F'(0) = 1/2, ce qui entraine que ¢;—2 > 0. Donc

P(Y[>q-2) =P < —qi-s) +P(Y > q1-2) =P(-Y > ¢q1-2) + P(Y > q1-¢)
=2P(Y >q12) =«

et la derniere propriété s’en déduit par passage au complémentaire. O

Exemple 7.3.5. Le cas du modéle gaussien P = {N(u,0?), n € R,0? > 0} :
Intervalles de confiance pour la moyenne p :

D’apres le corollaire 6.2.4, si X, = 13" X et S2 = -5 (X; — X,,)? désignent
respectivement la moyenne empirique et ’estimateur sans biais de la variance, le rapport
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\/ﬁxg—;” suit la loi de Student ¢(n — 1) sous P, ,2). Notons ¢, le quantile d’ordre 7 de
cette loi qui est symétrique. D’apres les propriétés 7.3.4, pour « €]0, 1],

X, —
l—a= ]P)(u,aQ) (\/ﬁ

P X, tnfl,lf%Sn <, < X X tnfl,lf%Sn
= 0-2 n— = > >~ n —
(11.02) NG H NG
S tnfl,lfgsn = tnfl,lfgsn . )
Donc| | X, — ————, X,, + ———=— | est un intervalle de confiance de niveau 1 —«
vn vn
pour [i.

Exemple 7.3.6. Sur les dix dernieres années, on a observé les températures moyennes
suivantes en degrés Celsius au mois d’aout a Paris :

x = (z1,...,m10) = (22,19,21,23,20, 22, 24, 18, 20, 25) telles que T1o = 21.4 et 510 = 2.22.

D’apres la table du paragraphe 11.4, tg 975 = 2.262 et W% = 1.59. On en déduit
que dans le modele gaussien, [19.81,22.99] est un intervalle de confiance & 95% pour

Iespérance de la température moyenne au mois d’aoft.

Exercice 7.3.7. On suppose que la variance o2 est connue et égale & o3.

1. Quelle est la loi de \/EXZO_“ sous P, ,2) 7

2. En déduire un intervalle de confiance de niveau 1 — « pour i (on note ¢, le quantile
d’ordre r €]0, 1] de la loi normale centrée réduite).

3. A l’aide des tables données  la fin du polycopié, comparer la largeur de cet intervalle
de confiance avec celle de I'intervalle obtenu dans le modele a variance inconnue si
5% = o2

4. Soit Y = (Y7,...,Y,,) un autre échantillon de la loi N;(u,0?2) indépendant de X.
Vérifier que les intervalles de confiance de niveau 1 — o pour p construits a partir

de X et Y sont disjoints avec probabilité P (\G! > Mgbl,%) ot G ~ N(0,1).

vn+m
2
Remarquer que (%ﬁ) < 2 avec égalité lorsque m = n, ce qui assure que cette

probabilité est minorée uniformément en (n,m).

Intervalles de confiance pour la variance o? :

D’apres le corollaire 6.2.4, ("_U;Q)S’Q‘ ~ x*(n — 1) sous P, 2. Notons x2_, . le quantile

d’ordre r de cette loi qui ne charge que R,. D’apres les propriétés 7.3.4,

2

2| | est un intervalle de confiance de niveau 1 — o pour o*.

Ainsi

(n—1)S2 (n— 1)52]

)
Xn-1,1-2  Xp-1,2
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En regardant I'exemple du modele gaussien, on voit qu'une étape clef pour construire
un intervalle de confiance pour g(f) consiste a trouver une fonction f telle que la loi de
f(Xy,...,X,),9(0)) sous Py ne dépend pas de 6. Une telle fonction s’appelle fonction
pivotale. On utilise également une fonction pivotale dans 1’exercice suivant.

Exercice 7.3.8. On se place dans le modele gamma P = {I'(a,6),0 > 0} ou a > 0 est
supposé connu.

1. Donner une statistique exhaustive et déterminer I’Estimateur du Maximum de Vrai-
semblance 6,, de 0.

2. Déterminer la loi de 0(X; + ...+ X,,) sous Py et vérifier que cette loi ne dépend pas
de 0. En déduire un intervalle de confiance de niveau 1 — o pour 6.

Lorsqu’il n’est pas possible d’exhiber une fonction pivotale, on peut se tourner vers
I’approche asymptotique pour construire des intervalles de confiance.
7.3.2 Approche asymptotique

Définition 7.3.9. Soit o €]0,1[. On appelle intervalle de confiance asymptotique pour
g(0) de niveau 1 — o une suite d’intervalles (I,(X1,...,X,))n telle que

VO €O, lim Py(g0) € [,(X1,...,X,))=1—qa.

—+00

Lorsqu’un estimateur est asymptotiquement normal, on peut tirer parti de cette pro-
priété pour construire un intervalle de confiance asymptotique, comme le montre ’exemple
suivant.

Exemple 7.3.10. Dans le modele de Bernoulli P = {B(p),p €]0,1[}, la moyenne empi-
rique X,, est un estimateur de p fortement convergent. Par continuité de y — y(1 — ),
X, (1 = X,) est un estimateur fortement convergent de la variance p(1 — p). On a

VTa &P =y\x 1: N o7

Sous PP, le premier terme du produit converge presque strement vers 1 tandis que d’apres
le théoréme de la limite centrale 5.4.1 le second converge en loi vers G ~ N7(0,1). On
déduit du théoreme de Slutsky 5.3.13 que le membre de gauche converge en loi vers G.
Donc pour a > 0, d’apres la remarque 5.3.11,

n

lim P, (/= |X, —p| <a) =P(G]| < a).
Jim Py (e - ol <o) =BG < 0

Si on note ¢, le quantile d’ordre r de la loi Ni(0,1) qui est symétrique, on
a PG| < ¢1-2) = 1 — a dapres les proprié¢tés 7.3.4. On conclut que

— ¢1-24/ w,)@ + P12 M} est un intervalle de confiance asympto-

tique pour p de niveau 1 — a.

Exercice 7.3.11. Un sondage sur la popularité du premier ministre indique que 43% des
personnes interrogées lui font confiance. Donner un intervalle de confiance asymptotique
de niveau 95% pour la proportion p des Francais qui lui font confiance lorsque le nombre
n de personnes interrogées est 100. Méme question lorsque n = 1000.
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7.4 Exercices

Exercice 7.4.1. On observe un échantillon (X, ..., X,) L.I.D. suivant la loi exponentielle
E(0) ou 6 > 0.
1. Vérifier que S = X7 + ... + X, est une statistique exhaustive. Quelle est sa loi?

2. Vérifier que sous Py, 205 ~ x*(2n). En déduire, pour « €]0, 1], la construction d’un
intervalle de confiance de niveau 1 — « pour 6. A Paide de la table de quantiles des
lois du x? donnée au paragraphe 11.3, préciser la mise-en-ceuvre de cet intervalle de
confiance pour n = 10 et a = 5%.

Exercice corrigé 7.4.2. Soit (Xi,...,X,) un échantillon de variables aléatoires I.I.D.
suivant une loi d’espérance p # 0 et de variance o2 €]0, +oo[. Parmi les statistiques
linéaires c’est-a-dire de la forme Y | a;X; avec (ay,...,a,) € R", quel est 'estimateur

sans biais de y de variance minimale ?

Exercice 7.4.3. On modélise la hauteur maximale annuelle d'un fleuve par une variable
I2 .
de Rayleigh de densité f(z,a) = 1{z>012¢" 22 ol @ > 0 est un parametre inconnu.

1. On suppose que 'on observe un échantillon (X3,...,X,,) LI1D. suivant cette loi.
Donner I’Estimateur du Maximum de Vraisemblance a,, de a. Cet estimateur est-il
sans biais ? fortement convergent ? Vérifier qu’il est asymptotiquement normal de
variance asymptotique égale a 'inverse de I'information de Fisher.

2. Pendant une période de huit ans, on a observé les hauteurs maximales en metres
suivantes pour le fleuve (z1,...,25) = (2.5,1.8,2.9,0.9,2.1,1.7,2.2,2.8). On a
Zle r? = 38.69. Une compagnie d’assurance estime qu'une crue catastrophique
avec une hauteur de 6 metres au moins n’arrive au plus qu'une fois tous les mille
ans. Est-ce justifié ?

Exercice 7.4.4. Une machine produit /N pieces par jour. Chaque piece a une probabilité
0 d’étre défectueuse et ce indépendamment des autres pieces. On souhaite estimer la
probabilité ¢ d’avoir au plus k pieces défectueuses sur un jour. Pour cela on dispose des
nombres de pieces défecteuses observés chaque jour sur une période de n jours.

1. Préciser le modele statistique. Est-ce un modele exponentiel 7 Donner une statistique
S exhaustive.

2. Proposer un estimateur sans biais Z de ¢. Déterminer un estimateur Zg qui lui est
préférable.

Exercice 7.4.5. Dans l'industrie agro-alimentaire, on s’intéresse a la contamination du
lait par un micro-organisme : les spores de clostridia. On souhaite estimer le nombre de
spores dans 1ml de lait alors que 'on sait seulement tester si un tel échantillon contient ou
non des spores. On note Xj, le nombre de spores dans le k-ieme échantillon, Y, = 1¢x,—oy et
S =31, Y, le nombre d’échantillons stériles. On suppose que les variables (Xi,..., X))
sont [.I.D. suivant la loi de Poisson P(6) ou 6 > 0.

1. Donner les loisde Y, et de S 7

2. On note ¢ = Pp(Yy = 1). Quel est 'Estimateur du Maximum de Vraisemblance de
q? En déduire un estimateur de 6.

3. Dans le cas ou on observe 6 tubes stériles sur 10, calculer les estimateurs précédents
et donner des intervalles de confiance asymptotiques de niveau 95% pour ¢ et 6.
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Exercice 7.4.6. On rappelle que dans le modele uniforme P = {U/[0,0],0 > 0} , I'Esti-
mateur du Maximum de Vraisemblance de 6 est 6,, = max(Xy,..., X,).

~

. 0,
1. Pour x € R, calculer Py (%" < I) et en déduire que la loi de 7 ne dépend pas de 6.

2. Construire un intervalle de confiance de niveau 1 — « pour 6.

Exercice 7.4.7. La loi de Pareto de parametre de forme a > 0 et de parametre d’échelle
£ > 0 est donnée par sa densité

af®
fap(®) = 1e>py iy

On observe un échantillon (Xj,...,X,) de variables I.I.D. suivant cette loi.

1. Donnez une statistique exhaustive de dimension 2 puis déterminez I’Estimateur du
Maximum de Vraisemblance du couple («, ().

2. Le parametre d’échelle [ est maintenant supposé connu égal a 1. Vérifier que si
X suit la loi de Pareto de parametres « et 1, In(X) suit la loi exponentielle de
parametre a. Construire un intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — 7
pour a.

Probleme corrigé 7.4.8. On s’intéresse a la durée de vie de deux composants
électroniques se trouvant sur un systeme solidaire. Si I'un des deux composants tombe en
panne, le systeme tout entier doit étre changé. Les durées de vie de ces deux composants
sont modélisées par I'intermédiaire de variables aléatoires exponentielles de parametres A
et 4 indépendantes. Formellement, on considere un n-échantillon I.L.D. (X,..., X)) de
loi £(A) et un n-échantillon L.I.D. (Y3,...,Y,), indépendant du précédent, de loi £(u) on
A>0et pu>0.

On observe seulement la durée de vie du composant qui est tombé en panne et donc le n-
échantillon LLD. (Zy, W1), .. (Zo, Wa) ot Zi = min(X,, Y;) et Wy — 4 L S Zi=Xi
0 si Z;,=Y;
1. Donner les lois de Z; et W;.

2. Montrer que les variables Z; et W, sont indépendantes (on pourra calculer
Eow (f(Zi)g(W;)) pour f,g: R — R bornées).

Les variables aléatoires Z; et W; étant indépendantes, la vraisemblance du n-échantillon
(Z1,W1), ..., (Zn, W,,) est définie comme étant le produit de la vraisemblance du n-
échantillon 7, ..., Z, par la vraisemblance du n-échantillon Wy, ... W,,. Dans les ques-
tions 3 a 7, on suppose que la loi de la durée de vie du second composant est connue i.e.
que W est connu.

3. Donner 'Estimateur du Maximum de Vraisemblance j\n de \.

. Montrer que j\n est fortement convergent.

4
5. Calculer Ey(A,) et en déduire que Ey(),) tend vers A lorsque n tend vers 'infini.
6

. Vérifier que j\n est asymptotiquement normal et que sa variance asymptotique est
égale a l'inverse de I'information de Fisher.

7. Donner un intervalle de confiance bilatéral symétrique asymptotique de niveau 1 —a«
pour A.

~

8. Donner I'Estimateur du Maximum de Vraisemblance (A, fi,) de (A, p).
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7.5 Résumé

e Modeéle paramétrique : observation d'un échantillon X = (X;,...,X,) ou les
X, sont indépendantes de loi commune Py avec § € © C R?. Probabilité et espérance
sont alors notées Py et Ey.

e Vraisemblance : |0 € © — p,(z,0) = p(x1,0) X ... X p(z,,0)| ol

lorsque les X; sont discretes a valeurs F, Vay € F| p(x1,0) = Pe(X; = 1),

x1 € R¥ — p(x1,0) densité des X; sinon.

e Log-vraisemblance : 0 € © — [, (z,0) = >"""  (z;,0) ot l(z1,6) = In(p(z1,0)).

e Statistique : variable aléatoire S fonction de X (mais pas de 6).

e Estimateur de g(f) ou g : © — RY : statistique Z a valeurs dans ¢(©)

sans biais : V0 € O, Ey(Z) = ¢(0).

risque quadratique : R(Z,0) = Eo((g(0) — Z2)*) = (g(0) — E¢(Z))? + Vary(Z) si
q=1.

fortement convergent : suite Z, d’estimateurs construits a partir de
(X1,...,X,) telle que VO € ©, Py presque surement, lim,, , Z, = g(0).

asymptotiquement normal : V0 € O, sous Py, \/n(Z, — g(#)) converge en loi
vers Y ~ N, (0,%(6)).

Estimateur du Mazimum de Viaisemblance : 0, = 0,(X) ot

pa(@, 0n (7)) = max pn(z,0).

En général fortement convergent et asymptotiquement normal avec ¥(0) =
I71(0) ou I'information de Fisher I(6) est définie par

. ol ol o2l
Vl S Z,j S d, [1](9> == ]Eg a—e(Xl,Q)a—g(Xl,H) = —Eg W(Xl,ﬁ) .
) J gV}

e Statistique exhaustive : statistique S = S(X) telle que pour tout s la loi condi-
tionnelle de X sachant S = s ne dépend pas de 0

& |V, 0, p(l‘,@) = Qﬂ(S(SL‘),@)QO(I)

Alors pour tout estimateur Z de g(#), Zs = E(Z]S) est un estimateur de g(6) tel
que V0 € ©, R(Zg,0) < R(Z,0).

e Intervalle de confiance pour ¢(f) (g a valeurs réelles) :

de niveau 1 — « : intervalle I(X) tel que VO € ©, Py(g(0) € I(X)) =1 — a

asymptotique de niveau 1 — «v : suite d’intervalles I,,(X7, ..., X,,) telle que V0 €
O, lim, 100 Pe(g(0) € L,(X1, ..., X)) =1 — «

e Quantile d’ordre r €]0, 1[ de la loi de la variable aléatoire réelle Y : ¢, = F~!(r) si
F(y) =P(Y <y) inversible, ¢, = inf{y € R : F(y) > r} sinon.
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Chapitre 8

Tests d’hypotheses

L’objectif d’un test d’hypothese est de répondre a une question que ’on formalise de
la maniére suivante : au vu de l'observation d’un échantillon (X7, ..., X, ), le paramétre 6
du modele est-il ou non dans un sous-ensemble de © appelé hypothese nulle et noté Hy 7
Si on s’intéresse au changement climatique, on peut par exemple travailler sur les données
de température moyenne au mois d’aott a Paris. Sur 'ensemble du vingtieme siecle, ces
températures moyennes en degrés Celsius sont distribuées suivant une loi gaussienne de
moyenne 20 et de variance 1 : N1(20,1). Sur les dix derniéres années, on a observé les
températures moyennes suivantes :

x = (z1,...,m10) = (22,19,21,23,20, 22, 24, 18, 20, 25) telles que Z1o = 21.4 et 519 = 2.22.

A partir de ces éléments, on peut construire un test d’hypothese pour savoir si la
température moyenne a augmenté ces dix dernieres années par rapport a l’ensemble du
vingtieme siecle. Bien sur le fait que la moyenne empirique sur les dix dernieres années
dépasse 20 va plutot dans le sens d’un réchauffement mais il faut procéder de maniere
plus fine pour pouvoir controler la probabilité d’affirmer a tort qu’il y a eu réchauffement.

8.1 Tests

8.1.1 Définitions

On considere X = (Xi,...,X,) un échantillon de variables aléatoires I.I.D. dans le
modele P = {F, 0 € O}. Soit (Hy, H;) une partition de 'ensemble © des parametres.
e On appelle test d’hypotheése une regle de décision qui au vu de 'observation X permet
de décider si 6 est dans I’ensemble Hj appelé hypothese nulle ou si 6 est dans I’ensemble
H, appelé hypotheése alternative.
e Un test est déterminé par sa région critique W qui constitue un sous-ensemble des
valeurs possibles de X = (Xj,..., X,,). Lorsque l'on observe x = (z1,...,z,),

— si x € W, alors on rejette Hy et on accepte Hy i.e. on décide que 6 € Hy,
— siz ¢ W, alors on accepte Hy et on rejette Hy i.e. on décide que 6 € Hy.

e On appelle erreur de premiere espece le rejet d’Hy a tort. Cette erreur est mesurée
par le risque de premiére espéce : § € Hy — Py(WW) ou on note de fagon légerement
abusive W I’événement {X € W}.

127
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e On appelle erreur de seconde espece le rejet d’H; a tort. Cette erreur est mesurée
par le risque de seconde espece : 0 € Hy — Py(W¢) = 1 — pw(f) ou la fonction
pw 0 € H — Py(WW) s’appelle puissance du test.

e Par convention, on minimise en priorité le risque de premiere espece. On appelle niveau
du test le nombre | ay = sup Py(W)

6cHy

. Parmi les tests de niveau inférieur a un seuil « fixé,

on souhaite minimiser le risque de seconde espece ou de maniere équivalente maximiser
la puissance. En général, on choisit a = 10%, a = 5% ou a = 1%.

Exemple 8.1.1. Dans le modele P = {Ni(u,0?), pu € {po, p1}} avec o > 0 connu et
o > fi1, on souhaite tester Hy = {p = o} contre H; = {u = p1 }. On va bien str accepter
Hy (resp. H;) si la moyenne empirique X, est grande (resp. petite), c’est-a-dire choisir la
région critique de la forme W = {X,, < a}. Le choix a = %, qui peut sembler naturel,

—~
—

Ry

TTrrTTTTOTTI R
| 4=

FIGURE 8.1 — Densités de X,, sous Hy et H, risques de 1° et de 2° espece.

ne permet pas de controler le risque de premiere espece. Pour obtenir ce controle de la
probabilité de rejeter Hy a tort, on utilise le fait que sous Hy, la statistique de test X,
suit la loi NV} <u0, %) Donc si Z ~ N1(0,1),

' oz a — Ho

Si ¢, désigne le quantile d’ordre r de la loi normale centrée réduite, le choix a = 1o + 222

. Vi
assure que le niveau du test est .
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Pour ce choix, la probabilité de rejeter H; a tort est

. - o/ oo
P ony(W) =P, 02 (Xp > a) =P (Ml + NG > po + W)

:P(qubﬁ\/ﬁ@) <P(ZZ¢a)=1-0n

A neto? fixés, pour u; assez proche de g, cette probabilité peut étre arbitrairement
proche de 1 — v avec 1 — a = 95% pour o = 5%. Ainsi le risque de seconde espece qui
correspond a l'aire hachurée horizontalement sur la figure 8.1 est beaucoup moins bien
controlé que le risque de premiere espece qui correspond a l’aire hachurée verticalement.

Néanmoins pour o2, fig et juy fixés, Py, ,2(W¢) = E (1{Zz¢a+\/ﬁuo;m}> converge vers (
lorsque n tend vers 'infini d’apres le théoreme de convergence dominée. Cette propriété

que I'on peut récrire lim,,_, ;o P(,, »2)(W) = 1 et qui est souhaitable pour un test porte le
nom de convergence (voir définition 8.1.4 ci-apres).

Définition 8.1.2. Lorsque l'on observe x = (z1,...,x,), on appelle p-valeur du test la
probabilité sous Hy que la statistique de test, notée (,, prenne des valeurs plus défavorables
pour lacceptation de Hy que celle (P observée.

FIGURE 8.2 — p-valeur.

Dans l'exemple 8.1.1 qui précede, la statistique de test est ¢, = X,,. La p-valeur

50bs

p — valeur = P, 2(X, < 22%) = P (Z < \/ﬁu) ott Z ~Ny(0,1)
g
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est représentée sur la figure 8.2 comme l'aire hachurée verticalement. Notons que 1'on a
I’équivalence suivante :

. o
p — valeur < a < 7 < 1o + ¢a(:)£°bSEW

\/ﬁ n

La connaissance de la p-valeur permet donc de décider si on accepte ou non H.
Regle d’acceptation : Si la p-valeur est supérieure au niveau « du test, on accepte H.
Sinon, on rejette Hy.

Mais l'intérét de la p-valeur est qu’elle donne plus d’information que cela : son écart
avec « quantifie la marge avec laquelle on accepte Hy dans le cas ou elle est plus grande
que « et la marge avec laquelle on rejette Hy dans le cas contraire.

Remarque 8.1.3. — La regle d’acceptation qui précede montre que la p-valeur est
également définie comme le niveau de test a partir duquel on rejette Hy.

— Comme on minimise en priorité le risque de premiere espece, les roles de I’hypothese
nulle Hy et de 'hypothese alternative H; ne sont pas symétriques. Le choix de Hy
parmi deux ensembles constituant une partition de © dépend donc du probleme
considéré : on choisit comme hypothese nulle I’ensemble que 'on ne souhaite sur-
tout pas voir rejeté a tort (hypothese a laquelle on tient, hypothese de prudence,
hypothese solidement établie,...). Par exemple, dans le test de dépistage d'une ma-
ladie, on souhaite surtout éviter de dire a une personne qu’elle est en bonne santé
alors qu’elle est en fait malade. On choisit comme hypothese nulle le fait d’étre
malade. Dans le cas du réchauffement climatique, un homme politique qui veut
éviter de prendre des mesures si le réchauffement n’est pas avéré choisira comme
hypothese nulle “il n’y a pas réchauffement”. Un écologiste choisira plutot “il y a
réchauffement”.

— Utiliser 'Estimateur du Maximum de Vraisemblance de 6 est en général une bonne
idée pour construire un test qui porte sur 6.

— Soit ©, 6 une partition de ©. Rien n’empeche d’accepter Hy a la fois dans le test
(Hy, Hy) = (0, 0) et dans le test (Hy, H;) = (0, ©). En revanche, comme on accepte

plus facilement Hy que Hy, si on accepte © = H; dans le test (HO,NHl_) = (O, (:)), on
acceptera en général également © = Hj dans le test (Hy, H;) = (©,0)

Définition 8.1.4. Soit (W,,), une suite de régions critiques ot n désigne la taille de
Uéchantillon. La suite de tests (W), est dite

— convergente si

VO € Hy, lim Pyp(W,) = 1.
n——+00
— de mweau asymptotique o si

lim sup Pyp(W,,) = a.

n——4oo 0cH,

Regarder le comportement asymptotique de la statistique que 1l'on utilise pour
construire le test sous H; permet en général de guider le choix de la région critique.
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8.1.2 Le cas du modele gaussien P = {Ni(u,0?),u € R,0% > 0} :

Tests pour la moyenne  :

Soit py € R. On désire tester Hy = {u = puo} contre Hy = {u # po} au niveau
a €]0,1].
D’apres le corollaire 6.2.4, si X, = 23" X; et $2 = L5 (X; — X,,)? désignent
respectivement la moyenne empirique et l'estimateur sans biais de la variance, le rapport
Cn = \/HX"S—:L“O suit la loi de Student ¢(n — 1) sous Hy (i.e. si p = pyp).
Sous Hi, par la loi forte des grands nombres, X,, — 19 converge presque siirement vers
1 — o # 0 et S, converge presque strement vers o. Donc (, tend presque sirement vers
+00 ou —oo lorsque n — +00, suivant que g > o ou p < fig.

On choisit donc W,, = {|(,| > a} pour la région critique. On note ¢,,_1, le quantile
d’ordre r de la loi de Student ¢(n — 1). D’apres les propriétés 7.3.4, si a > tn—1,1-2,

V(Tz > O, P(uoﬂz)(Wn) = P(uo,UQ)(‘Cn| > a) < P(uo,UQ)(‘Cn| > tn*Ll*%) = «,

et le niveau du test est inférieur a . Comme on souhaite ensuite minimiser le risque de
seconde espece P, ,2)(|¢a| < @) pour p # p, on choisit @ = ¢, _11-2. En conclusion, on
choisit la région critique W, = {[(u| > tn-11-2} et on a alors P(,, 52)(W,) = a pour tout
o2 > 0.
La p-valeur est

p — valeur = P(|T| > [¢°™]) ou T ~ t(n — 1).

Notons que lorsque n — +00, t,—1,1-g converge vers ¢;_q, le quantile d’ordre 1 — 5 de la
loi normale centrée réduite (voir les tables a la fin du polycopié). Donc, par le théoreme
de convergence dominée, pour p # po, P02y (Wh) = E(, 02 <1{\Cn|>tn71,17%}> tend vers 1
lorsque n tend vers 'infini. Ainsi le test est convergent.

2

Exercice résolu 8.1.5. On suppose maintenant la variance o* connue et égale a of.

1. Quel est la loi de la statistique (, = \/ﬁX"f“o sous P

g0

%
wol)
2. Construire un test de niveau o pour Hy = {p < po} et Hy = {p > uo}.
3. Mettre en ceuvre ce test avec g = 20 et op = 1 sur les températures moyennes des
dernieres années au mois d’aout a Paris pour a = 0.01.

L. Sous P, 52y, ¢ ~ N (ﬁ“—;’f—o, 1>.
2. La variable aléatoire ¢, — \/ﬁ“;—é‘o suit la loi normale centrée réduite sous P, ;2y.

Ainsi ¢, croit avec u, ce qui conduit a choisir une région critique de la forme {¢, > a}.
Par ailleurs, si Z ~ N;(0,1),

sup P, ,2(¢n > a) = sup P (Z + \/ﬁﬂ — Mo > a) =P(Z > a).
Hop o 1<po 0o

Le choix a = ¢;_, ou ¢, désigne le quantile d’ordre r de la loi normale centrée

réduite assure que le niveau du test est a. La p-valeur est donnée par P(Z > (o).

3. Dans le cas des données de température moyenne, on a °* = v/10(21.4—20) = 4.43
et ¢g.g99 = 2.33. Comme Cfgbs > ¢o.99, On rejette Hy. La p-valeur est égale a P(Z >
4.43) = 4.7 x 1075, Cette p-valeur est tres faible et on rejette donc Hy & tous les
niveaux a supérieurs & 4.7 x 107¢ c’est-a-dire & tous les niveaux usuels. Ainsi on
peut conclure a 'augmentation des températures sur les dix dernieres années.
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Tests pour la variance o2

Soit 02 > 0. On désire tester Hy = {0? > 02} contre H; = {0 < o2}. On utilise la

statistique
(_(=DSi_o* (n-1S}
a5

2 2
op o

Comme d’apres le corollaire 6.2.4, (";;Q)S’% ~ x*(n — 1) sous P, ,2), ¢, prend des valeurs

de plus en plus grandes lorsque o2 croit. En particulier ¢, va avoir tendance a prendre des
valeurs plus grandes sous Hy que sous H;. C’est pourquoi on acceptera Hj si la statistique
(, est grande et on rejettera Hy si elle est petite.

On choisit donc une région critique de la forme W,, = {¢, < a}. En outre, si Z ~ x*(n—1)

=% %)

Puo n < - Puo
Sup P, 2)(Cn < a) = sup Py, 2)( 2 2

o2>02

2
= sup P(Zgaa—g):IP’(Zga).
o

2 2
0204

Le choix a = X727,—1,a ol X?L—l,r désigne le quantile d’ordre r de la loi x*(n — 1) assure que
le niveau du test est a.
La p-valeur du test est donnée par P(Z < (°P).

Remarque 8.1.6.

. n—1)8* o2
sup]P,wz (WS) = sup P(,02) (% > ngi 1a>

02<o

2
= sup P(Z> e m)

2_ 2
0°<og

= IP)(Z > X?z—l,oz) =1l-a

Notons que cela n’empéche pas la convergence du test. Soit en effet 02 < o2 et £ > 0 t.q.

(1— 5)Z—§ > 1. Si (G;);>1 est une suite de variables I.I.D. suivant la loi normale centrée
réduite N1(0,1), la loi forte des grands nombres entraine que

(ZGz (n—1) (1—5)) —E (1t s graigy) —noteo 0

Comme "' G? ~ x*(n — 1), on en déduit que Xi 14 > (n—1)(1 —¢) pour n grand.
Alors

n—1
(n=1)S; a5, 2 _ 0 o
P(H,UQ)(WTL) = P(MUJ) <T S QXn 1, =P . Gz S ﬁanl,a
o2
Z G?<(1-¢) .
Et la loi forte des grands nombres entraine que le membre de droite tend vers 1 lorsque n
tend vers 'infini.
Ce résultat se généralise en Vn € N*, supyey, Po(W) = 1 — «, propriété vérifiée pour la
plupart des tests et qui illustre le fait que 1’on controle beaucoup moins bien 'erreur de
seconde espece que 'erreur de premiere espece.

Exercice 8.1.7. Dans le cas du modele gaussien a moyenne et variance inconnues,
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1. Donner le principe du test de 'hypothese nulle Hy = {u < po} ou po est fixé
contre 'hypothese alternative Hy = {u > po}. Mettre en ceuvre ce test au niveau
a = 0.01 pour pg = 20 sur les données de température moyenne a Paris au mois
d’aotit présentées en introduction.

2. Donner le principe du test de Hy = {¢? = 02} contre H, = {0? # 02}.

8.2 Le test du \?

Le test du x? permet de répondre & des questions comme :

— Un dé a six faces est-il pipé? Pour cela on observe les fréquences d’apparition des

faces lors de n lancers de ce dé et on les compare au vecteur (%, ..., ¢).

— La répartition entre accouchements avec et sans césarienne dépend-elle du jour de
la semaine ? Pour cela, on introduit ¢; les proportions d’accouchements qui ont lieu
le j-éme jour de la semaine, 74 et 7g les proportions globales d’accouchements avec
et sans césarienne et enfin p;;, (7,1) € {1,...,7} x {A, S} la proportions d’accou-
chements qui ont lieu le j-éme jour de la semaine avec césarienne si [ = A et sans si
[ = S. Bien stir, on va comparer la matrice (p;;) a la matrice (¢;7;).

8.2.1 Test d’adéquation a une loi

On observe un échantillon (Xj,...,X,) de variables aléatoires I.I.D. a valeurs dans
un espace fini A = {ay,...,a;}. La loi commune est paramétrisée par p = (p1,...,px) :
P,(X: = a;) = pj pour j € {1,...,k}. Le parametre p appartient & © = {(p1,...,px) €
RY :pr+ ...+ pp =1}

Pour p° = (p?,...,p}) € ©N]0, 1[*, on souhaite tester 'hypothese nulle Hy = {p = p°}
contre ’hypothese alternative Hy = {p # p°}.

Exemple 8.2.1. Dans le cas du dé a six faces évoqué plus haut, A = {1,...,6} et
PP =5 %)

Pour j € {1,...,k} on note p; = £ 3" 1iy,—q,} la fréquence empirique de a;. Le
vecteur des fréquences empiriques est p = (py, ..., Pk)-

Remarque 8.2.2. Notons que p est IEMV de p. En effet, la vraisemblance et la log-
vraisemblance s’écrivent en posant p; = - ZZ 1 Vzi=aj)

(2, p) H(H e ) Hp]pj et l,(z,p) =n Z p;lnp;.

=1 J:p; >0

Or, pour tout y > 0, In(y) =y — 1+ fly (% — 1) dz <y —1. On en déduit que si p; > 0
des que p; > 0,

(. p) ~ 1, Zpﬂn(”)—Zm(pj ) Z% Zpﬂ—o

Jipi>0 J:pi>0

Comme il existe j € {1,...,k} tel que p; =0 et p; > 0, [,(x,p) = —o0, on conclut que
la log-vraisemblance est maximale pour p = p.
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L’idée qui est & la base du test est bien sir que le vecteur p est plus proche de p°
sous Hy que sous H;. Afin de quantifier la “proximité”, on utilise la pseudo-distance

5 0)2
du y? : Z?Zl (b, p; il . En multipliant cette distance par n, on obtient le comportement

asymptotique suivant :

5 p0)2
Proposition 8.2.3. Soit (, = ”Z?:l (p]péjj) . Sous Hy, ¢, converge en loi vers Z ~
J

X2(k —1). Sous Hy, ¢, tend presque sirement vers +oo.

D’apres les propriétés 7.3.4, en notant X%—l,r le quantile d’ordre r de la loi x?(k — 1),
P(Z > X3_11-a) = . On en déduit le corollaire suivant :
Corollaire 8.2.4. Le test de région critique W, = {Cu > Xi_11_o) est convergent de
niveau asymptotique o.. La p-valeur de ce test est égale a P(Z > () ou Z ~ x*(k — 1).

Démonstration du corollaire : Sous H;, on déduit de la proposition 8.2.3 que

Lic,>x2_, .y converge P, presque strement vers 1. Le théoreme de convergence dominée
—Ak—-1,1-«

entraine alors que

n—-+00
Pp (Cn > Xz—l,l—a) = Ep <1{<n>xi—l,1—a}> *>—> ]Ep<1) = 1)

ce qui assure que le test est convergent.

Pour vérifier que son niveau asymptotique est o, il suffit de vérifier que o (1 (o2, 1 }>

converge vers E (1 (Z5x3_ }> = « lorsque n tend vers 'infini. La fonction bornée z €
R — 1.2  y est continue en dehors du point Xi-11-q- Comme Z, qui suit la loi du

x* & k — 1 degrés de liberté, possede une densité, P(Z = xj_, ,_,) = 0. On conclut alors
avec la remarque 5.3.11. 0

Remarque 8.2.5. En pratique, on consideére que 1'approximation en loi par x*(k — 1)
est valide sous Hy si n X minj<j<y pg-) > 5. Si cette condition n’est pas satisfaite, on peut
regrouper les valeurs de a; pour lesquelles p? est trop faible et augmenter ainsi le minimum.

L’exercice suivant a pour objet de démontrer la convergence en loi énoncée dans la
proposition 8.2.3 dans le cas particulier k£ = 2.

Exercice 8.2.6. On suppose k = 2.
1. Vérifier que ¢, = Y2 ou Y, = /o (130 1ix,mary — 1Y)

P(1-p7) \n

2. Sous Hj, montrer que Y,, converge en loi vers une limite a préciser et conclure.

Nous allons maintenant démontrer la proposition 8.2.3 dans le cas général.
Démonstration de la proposition 8.2.3 : Tout d’abord, sous Hy, p # p°. Donc il
existe j € {1,...,k} t.q. p; # p?. Par la loi forte des grands nombres, [P, presque stirement,

5 0)2
L1 (P;—p;)
Dj =5 § ie1 1{Xi:aj} converge vers p; et n 0 tend vers +oc.

J
Plagons nous maintenant sous Hy.

Lix, = Ly, —
Le vecteur | 1zek  X=ad ) g hour matrice de covariance
( Py \/ P P
1 1—p9 si j=1
Fjl = (]PpO(Xl = (Ij,Xl = Cll) - Pp0<X1 = aj>]PpO(X1 = Cll)) = 0.0 .
/p?p? —\/DP;p; sinon.
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Le théoreme de la limite centrale multidimensionnel 6.2.8 assure que Y, =

vn (ﬁi/_zo%(l)’ N ﬁi/f’%%) converge en loi vers Y ~ Ny (0,T). Par continuité de 'application
y € R¥ = |y|?, ¢, = |Ya|? converge en loi vers |Y|?. Tout le travail consiste maintenant &
identifier la loi de cette limite.

Le vecteur e = (\/p_(f,...,\/p_%) est unitaire dans R* et I' = I, — ee* est la ma-
trice représentant la projection orthogonale sur e dans la base canonique. Pour V =
Vi, 0 Vi) ~ Ne(0, L), V' = (I — ee”)V ~ N0, (I — ee*)Ix(Iy — ee*)*) =
N0, (Iy — ee*)). Donc Y £ Ve* et |[Y[2 £ |V |2, Le théoreme de Cochran 6.2.3 as-
sure que |V |2 ~ x2(k —1). O

Exercice résolu 8.2.7. Lors de 100 lancers du dé a 6 faces on observe les résultats
sutvants

z | 1123456
N(z) | 20| 13| 17] 12| 23| 15

Tester au niveau 5% si le dé n’est pas pipé.
Les fréquences observées sont

x 1 2 3 4 D 6
p. | 021013 (0.17 ] 0.12 | 0.23 | 0.15

On applique le test d’adéquation A la loi uniforme p® = (%, cee %) La statistique de test
vaut

6
Py =600 (p, — 1/6)> = 5.36.
r=1

D’apres la table du paragraphe 11.3, X§,0.95 = 11.07. On rejette donc, au niveau 0.05,
I’hypothese que le dé est pipé.

8.2.2 Test d’adéquation a une famille de lois

Cette généralisation du test précédent permet entre autres de répondre a une question
du type : la répartition entre accouchements avec et sans césarienne dépend-elle du jour
de la semaine ?

On observe toujours un échantillon (X, ..., X,) de variables aléatoires I.I.D. a valeurs
dans A = {a4,...,ax}. Mais on souhaite maintenant tester I’hypothese nulle Hy = {p €
{p?,0 € ©0}} contre H; = {p & {p’,0 € Og}} on1 O est une partie de R"* d’intérieur non
vide avec h < k — 1.

L’idée consiste alors a utiliser un estimateur én de 6 a valeurs dans Oq et a comparer les
vecteurs p et pr.

B — én 2
Proposition 8.2.8. Soit (, = HZ?:l (pjp#. Sous des hypothéses de régularité non
J
précisées (vérifices en général lorsque 0, est UEMV de 0), sous Hy, (, converge en loi

vers Z ~ x*(k — h —1). Sous Hy, ¢, tend presque sirement vers +oo.
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Il est essentiel de noter que le nombre de degrés de liberté dans la limite en loi
sous Hj est et non plus £ — 1 comme dans le test d’adéquation a une loi.
Nous ne démontrerons pas cette proposition qui assure que le test de région critique
W, ={¢ > Xi—h—l,l—oc} est convergent de niveau asymptotique «. La p-valeur associée
est P(Z > (%) ot Z ~ x*(k — h — 1).

Exemple 8.2.9. Test d’indépendance : On se demande si 1’échantillon
(Y1, Z1),...,(Ya, Zy,)) avec les Y; a valeurs dans {by,...,bs} et les Z; a valeurs dans
{c1,...,cn} est tel que V) est indépendante de Z;. On pose bien sur X; = (Y, Z;) va-
riable & valeurs dans I'ensemble {by,...,bq} X {c1,..., ¢y} de cardinal kK = dm. On note
p=(pji;1 <j<d,1<IlI<m)ouP,(X;=(bj,c)) =P,(Y;=0b;,Z;=c)=npj.

La famille des lois p de forme produit qui correspondent a I'indépendance de Y; est Z; est
paramétrée par :

d—1 d+m—2
VO = (g1, qa-1,71, - Tmo1) € Op = {/\ €0,y "N < let > A< 1} ,

j=1 I=d

d—1 m—1
Pr=(gr1<j<d1<I<m)on ga=1-> getrp=1-> n.

j=1 1=1
On pose pji = £ lyvimbzimadr G = & 2oiy Livimoyy o6 71 = 2300 Tizi—q).
Notons que d’apres la remarque 8.2.2, 'EMV de (qi,...,qa-1,71,---,"m—1) est
(G1,--+,Qd-1,T1,---,Tm—1). La statistique de test

N (B — d57)
i1 — 4,71
Cn = ”ZZ : q.flj
j

mesure la distance entre la matrice p des fréquences des couples (b;, ¢;) et la matrice ¢r*
produit des fréquences marginales.

Comme la dimension h de O est d+m—2,onak—h—1=dm—d—m+1 = (d—1)(m—1).
Qn rejette I’hypothese Hy d’indépendance si ¢, dépasse X(2d—1)(m—1),1—o¢ et on l'accepte
sinon.

8.3 Exercices

Exercice corrigé 8.3.1. On se place dans le modele exponentiel P = {£(0),0 > 0}.
1. Rappeler Ey(X}).

2. En remarquant que 20(X; + ...+ X,,) ~ x*(2n) construire un test de niveau a pour
H() = {9 = 00} et H1 = {6 # 60}
AN.:n=15,1, =147, 00 =1, a = 5%.

3. Tester maintenant Hy = {6 > 6y} contre H; = {6 < 6y}.

Exercice 8.3.2. On désire comparer les moyennes de deux échantillons indépendants
(X114, -, X1ny) et (Xoq,...,Xo,,) distribués respectivement suivant N(up,o0?) et
Ni(p2,0?) olt puy, pio E,R et 02 > 0. Pour i € {1,2}, on pose X; = %Z;L:lX” et
SP = X (X — Xi)2.

n;—1
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1. Quelle est la loi de <X1—X2—U(m—u2)’(n1—1)3f+2(n2—1)5§)? En déduire que

g

nina(ni+n2—2)  X1—Xo—(u1—ps2) - B
ni+ng \/("1—1)5%-&-(”2—1)53 t(m + Ny 2)

2. On s’interroge sur les tailles des garcons et des filles de douze ans dans la population.
Dans une classe de cinquieme, on a observé

— 16 garcons : moyenne g = 148 cm, écart-type sg = 6.9 cm,
— 15 filles : moyenne Zrp = 153 cm, écart-type sp = 5.8 cm.

A Taide de la question précédente, tester au niveau 5% I’hypothese nulle “la taille
moyenne des filles dépasse celle des garcons d’au moins 2 cm”.

Exercice 8.3.3. On se place dans le modele gaussien a espérance et variance égales
P ={N(6,0),6 > 0}.
1. Donner une statistique exhaustive et déterminer I'Estimateur du Maximum de Vrai-
semblance 6, de 6. Cet estimateur est-il convergent ?

2. Calculer I'information de Fisher I(6). Vérifier que

\/ﬁ(én—e):f<%in> < ZXZ 9+92>

ou f:] — 1,-+oo[— R est définie par

lyy—1-0 .
- { ok s
1 .

m S1non.

En déduire que 0, est asymptotiquement normal de variance asymptotique égale a
1/1(6).

3. On note X,, = %Z?:l X, etV, = %Z?Zl(Xi — X,,)? la moyenne et la variance
empiriques et pour A € [0,1], on pose T2 = A\X,, + (1 — \)V,,. Montrer que T}
est un estimateur convergent et asymptotiquement normal de # dont on calculera la
variance asymptotique V' (A, 0) (on pourra utiliser les résultats donnés dans l’exemple
7.2.12).

Vérifier que minyep 1) V(A 0) = 1/1(0). Dans la classe des estimateurs (7)) xepo.1),
existe-il un estimateur aussi performant que én pour tout > 0 en termes de variance
asymptotique ?
Pour 6y > 0 fixé, on souhaite tester I'hypotheése nulle Hy = {6 < 6y} contre I’hypothese
alternative Hy = {6 > 0,}.

4. Construire un test asymptotique de niveau « a l'aide de 0,.
N. : 6y = 3.8, n =100, z, = 4.18 et v,, = 3.84.

5. Construire un test asymptotique de niveau o a I'aide de 77
A.N. : A €{0,0.5,1, Ao} out A\g minimise A € [0, 1] — V(A, 6p).

Exercice 8.3.4. On souhaite vérifier la qualité du générateur de nombres aléatoires d’'une
calculatrice scientifique. Pour cela, on procede & 250 tirages dans ’ensemble {0, ...,9} et
on obtient les résultats suivants :

x o123 ]4|5]6|7]8/|9
N(xz) |28 (32232623 (31|18 19|19 |31
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Tester au niveau o = 0.1 si le générateur produit des entiers uniformément répartis sur
{0,...,9}.

Exercice corrigé 8.3.5. On désire étudier la répartition des naissances suivant le type
du jour dans la semaine (jours ouvrables ou week-end) et suivant le mode d’accouchement
(naturel ou par césarienne). Les données proviennent du “National Vital Statistics Report”
et concernent les naissances aux USA en 1997.

Naissances | Naturelles | César. Total Naissances | Naturelles | César. Total
J.O. 2331536 | 663540 || 2995076 J.O. 60.6 % | 17.3 % 77.9%
W.E. 715085 | 135493 850578 W.E. 186 % | 3.5 % 22.1%

[ Total | 3046621 | 799033 || 3845654 | [ Total | 79.2% | 208 % [ 100.0% |

1. Tester au niveau 0.001 I’hypothese d’indépendance entre le type du jour de naissance
(jour ouvrable ou week-end) et le mode d’accouchement (naturel ou césarienne).

2. On désire savoir s’il existe une évolution significative dans la répartition des nais-
sances par rapport & 1996. Tester au niveau 0.01 si p = p°, ot p° correspond aux
données de 1996 :

Naissances | Naturelles | Césariennes
J.O. 60.5 % 17.0 % |
W.E. 18.9 % 3.6 %

Exercice 8.3.6. On se propose de comparer les réactions produites par deux vaccins
B.C.G. désignés par A et B . Un groupe de 348 enfants a été divisé par tirage au sort en
deux séries qui ont été vaccinées, 'une par A, I'autre par B. La réaction a été ensuite lue
par une personne ignorant le vaccin utilisé. Les résultats figurent dans le tableau suivant :

Vaccin | Réaction légere | Réaction moyenne | Ulcération | Abces | Total
A 12 156 8 1 177
B 29 135 6 1 171

Total 41 291 14 2 348

On désire tester '’hypothese selon laquelle les réactions aux deux vaccins ont méme loi.
1. Expliquer pourquoi cette situation releve d'un test du x? d’indépendance.

2. Les effectifs observés permettent-ils d’effectuer le test? Sinon, procéder aux
opérations nécessaires sur ces données, puis effectuer le test au niveau a = 0.05.
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8.4 Résumé

e Tests d’hypothéses : X = (Xi,...,X,) échantillon d'un modele paramétrique

P:

{Py,0 € ©}.
L’hypothese nulle Hy et 1’ hypothése alternative Hy forment une partition de ©.

Région critique W : sous-ensemble de I’ensemble des valeurs possibles de X. Si
I'observation x est dans W on rejette Hy et on accepte H;. Sinon on accepte
Hy. Par abus de notation, on note aussi W 1'événement {X € W}. Le plus
souvent, W = {S € A} ou S est une statistique a valeurs réelles et A C R.

Niveau du test :|ay = sup Py(WW) | controle I'erreur de premiere espece, c’est-
0cHy

a-dire le rejet de Hy a tort.

Test asymptotique : Soit (W,,),, suite de régions critiques dépendant de la taille
n de I’échantillon. Le test est dit

— de niveau asymptotique o si lim,,_, o supgey, Po(W,) = o,
— convergent si V0 € Hy, lim,,_, 1 Py(W,,) = 1.
p-valeur : probabilité sous Hy que la statistique de test S prenne des valeurs

plus défavorables pour I'acceptation de Hy que la valeur observée. Si la p-valeur
est supérieure au niveau «, on accepte Hy. Sinon, on accepte Hj.

e Test d’adéquation & une loi discréte : le test du 2

Modeéle : (X, ..., X,) échantillon de variables a valeurs dans A = {ay, ..., ax}
indépendantes et de loi commune paramétrisée par p = (p1,...,pr) : Vj €

{1, ey k’}, ]P)p(Xl = Clj) =Dj-
Hypotheses : Hy = {p = p°} et H = {p # p°}.

k Ao 0\2
Statistique de test :|(, = nz (p]pr]) ol p;j = £ 3" 1x,—a,} désigne la
i=1 J

fréquence empirique de a;.

Comportement asymptotique : Lorsque n — +oo, sous Hy, (, converge en loi
vers Z ~ x%(k —1). Sous Hy, (, tend p.s. vers +oo.

Région critique pour un niveau asymptotique o : W, = {(, > X%—l,l—a} ou
Xi—1,» quantile d’ordre 7 de la loi x*(k — 1). Le test est convergent.

p-valeur asymptotique : P(Z > (°™) ot Z ~ x*(k — 1) et (° est la valeur
observée pour la statistique de test.

Critere d’utilisation : n X min< <y p? > 5 pour assurer que la loi de (, sous
H, est suffisamment proche de sa limite x?(k — 1).
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Chapitre 9

Régression Linéaire

L’objectif de la régression linéaire est d’étudier 'effet de certains facteurs explicatifs
appelés régresseurs sur un phénomene observé ou sur des résultats expérimentaux. On
peut par exemple s’intéresser a l'influence de 1’age, du poids, de la concentration de
bactéries dans le sang sur la durée d’hospitalisation des patients. Pour i € {1,...,n},
on note X; la i-eme observation (durée d’hospitalisation du i-eme patient par exemple)
et (rf )i<j<p les p variables explicatives correspondantes (dge, poids et concentration de
bactéries du i-eme patient). On suppose que chaque X; s’écrit comme fonction affine des
7/ plus un résidu aléatoire :

p
ViE{l,...,n}, Xi:BO—l_ZBjTZ]'_’_gi
=1

olt les 3; sont des constantes et les résidus &; sont L.I.D. suivant la loi normale A7 (0, 0?)
centrée de variance o2. Bien siir, pour que cette étude puisse étre significative, il faut que
le nombre n d’observations soit grand devant le nombre p de variables explicatives. En
notant X et ¢ les vecteurs colonnes dont les coordonnées sont respectivement les X; et les

i,V = (60aﬁ1a s 76}7)* et

1 rf Y
M - : I
1 T}L rh
le modele se récrit
X =Mvy+e| (9.1)

Dans la suite, nous supposerons que M est une matrice de rang p + 1, c’est-a-
dire de rang égal a son nombre de colonnes. Lorsque ce n’est pas vrai, on peut s’y
ramener en supprimant des colonnes qui sont combinaisons linéaires des autres colonnes.

Apres avoir v comment estimer le parametre |§ = (v, o) | et construire des intervalles

de confiance pour ses coordonnées, nous verrons comment tester si le j-éme régresseur r;
est utile i.e. si 3; # 0.

141
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9.1 Estimation

1 n
La densité du vecteur ¢ est 5€ 202 =% On en déduit par translation que la

1
(2wa2)n/
vraisemblance et la log-vraisemblance du modele sont

1 1 s 2 1 |z —M~|?
g Yo (= (Mv):)? - T
Pn ( (Va )) (2#02yﬂ26 T 202 1 Y __(QWUQYWQG 202

n n |z — My|?
ln(ZL', (/770-2)) = _5 111(27'(') — 511’1(0-2) _ T

A 02 > 0 fixé, la log-vraisemblance est maximale pour v € RP qui minimise J(v) =
|z — M~|? = |2|? — 2(M*z).y + (M*M~).7. Le point de I'image | E = { Mu,u € RP™'} |de
RPF! par M & distance minimale de x est la projection orthogonale xz de x sur E. On

en déduit que J atteint son minimum pour vy tel que M~ = zp, équation qui admet une
unique solution puisque M est de rang p+ 1. On a

V., J(y) = —2M*x + 2M*M~

et la condition d’optimalité du premier ordre s’écrit donc M*M~ = M*x. Comme la
matrice M*M € RPHD*(P+D) et de rang p + 1, elle est inversible et on conclut qu’a o2
fixé la log-vraisemblance est maximale pour v = (M*M)~'M*z et vaut alors f(o?) ou

|r — zp|?

) avec xg = M(M*M) ™ M*z.

FO) = —g In(27) — gln()\) -

Comme la dérivée f'(A) = %(% — 1) est positive sur 10, u] et négative sur

lz—zp|?

[‘I vp? , +0o0, la fonction f atteint son maximum en . On conclut donc que la log-

W—mEP>
n

vraisemblance est maximale en ((M*M)~' M*z, . Ainsi 'Estimateur du Maximum

de Vraisemblance de (v, 0?) est ((M*M)"'M*X, %) ot | Xp=M(M*M)""M*X |

Remarque 9.1.1. Nous venons de voir que PEMV (M*M)"*M*X de ~ est le point
u € RPT! qui minimise |X — Mu|?, ¢’est-a-dire la solution au sens des moindres carrés de
'équation X = Mu. Ainsi, (M*M)~'M*X conserve une interprétation naturelle méme
lorsque 1'on ne suppose pas que les résidus g; sont aléatoires. L’intérét de I'hypothese
que nous avons faite sur les résidus est ailleurs : elle va nous permettre de construire des
intervalles de confiance et des tests d’hypotheses.

Proposition 9.1.2. Le vecteur aléatoire |4 = (M*M)*M*X | est un estimateur sans
biais de 7. Plus précisément, ¥ ~ Nyy1(v,0*(M*M)™1) et ce vecteur est indépendant de

la variable aléatoire M X*(n—(p+1)).

X-X . o s
@ est un estimateur biaisé de o2 indépendant

de 4. On lui préférera I'estimateur sans blals %.
Démonstration : D’apres (9.1), 4 = (M*M)*M*(M~ +¢) = v+ (M*M)"'M*e ou
e ~ N,(0,0%I,). Comme

On déduit de cette proposition que

(M*M)™"M* (M* M)~ M*)" = (M* M)~ M* (M(M*M)™") = (M*M)~"

on en déduit que 4 ~ Npi1(7y, o?(M*M)™1).
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Comme M~ € E, Xgp = M~y+eg ou eg désigne la projection orthogonale de € sur £. Donc
2

X 0)2(’5 E = |e= — ‘2 ol == est la projection orthogonale du vecteur aléatoire £ ~ N, (0, I;,)

sur I’ orthogonal de E. Notons que comme M est de rang p+ 1, E est de dlmensmn p+1

et son orthogonal de dimension n — (p + 1). On déduit alors du théoreme de Cochran
|X—Xp|?
o2

6.2.3 que la variable aléatoire suit la loi x*(n — (p + 1)) et est indépendante
de eg. Comme M4y = Xg, on a My = M~ + eg. Apres multiplication de cette égalité
par (M*M)~*M*, on obtient que ¥ = v + (M*M)"*M*cp d’ou l'on conclut que 4 est

indépendant de M 0

A Paide de la proposition on peut construire des intervalles de confiance pour les coeffi-
cients f3;. En effet pour k € {1,...,p+ 1}, la variable aléatoire —2=2— ~ A/(0,1) est

. o/ (M*M), !
X=Xel o \2(n — (p+1)). Done

indépendante de
Ve — Yk
VOLM)GHX = X2/ (n - (p+1))

Si t,—(p+1),r désigne le quantile d’ordre 7 de la loi de Student ¢(n — (p+1)), on en déduit

A (M*M) | X — Xl (M*M) X — X
que | (Yg — tn(p+1),1g\/ n—(p+1) e+t —(p+1),1-% n _kk(p 1)

~tn— (p+1)).

est un intervalle de confiance de niveau 1 — a pour Si_1.

Exercice 9.1.3. On suppose que la variance o2 est connue et égale & o2.
1. Quelle est la loi de — =27

oo/ (M* M)}

2. En déduire un intervalle de confiance de niveau 1 — « pour SBy_1?

En procédant comme dans I’exemple 7.3.5, on obtient I'intervalle de confiance de niveau

: 1 : 2 |X — )(E|2 |X _ XE|2 N 1
1 — « suivant pour la variance o2 : : ol X5, _(p11y, désigne le

P P
Xn-(p+1),1-5  Xn—(p+1),5
quantile d’ordre r de la loi x*(n — (p + 1)).

9.2 Test de 'utilité des régresseurs

On souhaite tester 1'utilité de p — ¢ régresseurs ot ¢ € {0, ..., p—1}. Quitte & permuter
les régresseurs, nous supposerons que ce sont les p — ¢ derniers. Ainsi, I'objectif est de
tester 'hypothese nulle Hy = {f; = 0,¢+ 1 < j < p} contre I'hypothese alternative
Hi={3je{q+1,....p}:p; #0}. ‘

Sous Hp, pour i € {1,...,n}, X; = Bo+ >, Br] +eiet ona X = My + ¢ ou
¥ =(Bo,-..,0,)" et

1 q
1 ry .00
My = Lo :
1 q
1 r, ... rl

Comme les colonnes de M forment une famille libre, la matrice M, est de rang q + 1.
L’ensemble H = {Myu,u € R7™'} est un sous-espace vectoriel de dimension ¢ + 1 de E.
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Pour tout vecteur v de R", on note vy = Mo(MgMy) ' Mjv la projection orthogonale de
vsur H.

Les vecteurs aléatoires e —cg et eg—e g sont respectivement les projections orthogonales
de ¢ sur l'orthogonal de E de dimension n — (p + 1) et sur l'orthogonal de H dans
E de dimension p — ¢. On déduit alors du théoréme de Cochran 6.2.3 que |e — eg|/0?
et |egp — ey|*/o? sont des variables aléatoires indépendantes respectivement distribuées
suivant les lois du x? & n — (p + 1) degrés de liberté et & p — ¢ degrés de liberté.

Sous Hy, Xgp = Moy + g et Xy = Moy + €y ce qui entraine que X — Xgp =¢ —¢p
[ Xe — Xul/(p—9q)
X — Xg[*/(n—(p+1))

et Xgp— Xy = eg —ep. En conséquence, le rapport F' = suit la

loi de Fisher F,_gn—(p+1)-

Sous Hy, Xp = My +ep et Xy = (M~v)y + ey ce qui entraine que X — Xp =
e—cepet Xp— Xy =My— (My)g +ecp — eg. Le numérateur et le dénominateur du
[ Xp — Xul’/(p—q)
X = XpP/(n— (p+ 1)
inchangée. Mais comme (M) gy # M+, le numérateur et donc le rapport va avoir tendance

a prendre des valeurs plus grandes que sous Hy (voir la remarque 9.2.1 qui suit).

rapport ' = restent indépendants avec le dénominateur de loi

On choisit donc comme région critique W = {F > F,_qn—p41)1-a) OU Fp_gn—(p+1)r
désigne le quantile d’ordre r de la loi de Fisher F,_,,_(+1). La p-valeur du test est
P(Z > F°*) o0t Z ~ Fp_gn—(p+1) €t F° désigne la statistique de test observée.

Remarque 9.2.1. On se place sous H;. Pour vérifier que | Xz — Xp/|* prend des valeurs
plus grandes que sous Hy, on se donne ey, ..., e,_, une base orthornormée de I’orthogonal
de H dans E telle que e; = % D’apres la preuve du théoreme de Cochran 6.2.3,
les variables aléatoires (G; = “=)1<i<p—q sont LLD. suivant la loi Mi(0,1). En outre,

g —eg =0y b 1Gie; et Xp — Xg = a((GleW#)H') 61+Z§:§Giei>. Donc

2
lep —enl* = 02XV 1G? et | Xp — Xy|? = 02 (<G1 + —\Mv—(UM'y)HI) + > |Gi|2> ne
different que par le premier terme. Comme sous Hy, | Xgp — Xg|? = |eg —eg/?, il suffit de
vérifier que pour a = w, (Gy + a)2 prend des valeurs plus grandes que G%. Pour
z >0,

RANLENCR
IP’((Gl—i—y)ng):IP’(—y—\/EgGlS—y—l—\/f):/ ez :
—y—vE V2
Pour y,z > 0, comme (y — /7)? =¢y*> + 2 — 2y/o < y? + = + 2yv/z = (y + /2)?,
_ y+va)? _w=v®?
e 2 — 2

0
IP(Gr+y)? <) = — <0.

Ainsi Vr > 0, P((G1 +a)? >2) =1-P(G1+a)* <z) >1-P(GF < x) =P(G? > x),
ce qui montre bien que (G + a)? prend des valeurs plus grandes que G2,

L’exercice suivant a pour objectif de vérifier que si on s’intéresse a 1'utilité d’un seul
régresseur (¢ = p — 1), on peut effectuer un test de Student a la place du test de Fisher
que nous venons de présenter.

Exercice 9.2.2. On se place dans le cas ¢ = p — 1 et on souhaite tester I’hypothese nulle
Hy = {7p+1 = 0} contre ’hypothese alternative Hy = {7y,41 # 0}.
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1. lle est la loi de T = Tp+1 Hy?
Quelle est la loi de T = = ey S0 o

2. Expliquez pourquoi T' prend des valeurs plus grandes en valeur absolue sous H; que
sous Hy.

3. En déduire la région critique du test.

Coefficient de détermination : Les logiciels de statistiques, en plus de 'estimation
des parameétres (7, 0?%), du test de Fisher de 1'utilité de ’ensemble des régresseurs (¢ = 0)
et des tests de Student d’utilité de chacun des régresseurs pris individuellement fournissent
le coefficient de détermination R? = % ol Xy, =(E30 X, 23 X)) est
la projection orthogonale de X sur le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur 1,
dont toutes les composantes sont égales a 1 (premiere colonne de M). Comme X; € FE,
le vecteur X — X3, € E est orthogonal & X — Xp € Et et | X — Xy, |2 = |X — Xp|2 +
| X5 — X1, ] Le coefficient R? est relié au test de 1'utilité de I'ensemble des régresseurs
puiqu’alors la statistique de test

o | Xe — X1, */p - | Xg — X1, 1*/p

X = Xpl?/(n—(p+1) (X —Xe,?=|Xp—X0,[?)/(n—(p+1))
R n-t])

1— R? D

F

s’exprime en fonction de R%. Lorsque R?> — 1, F' — +oo et on accepte H;, c’est-a-dire
que ’on conclut qu’au moins un régresseur est utile. En revanche, lorsque R? — 0, F' — 0
et on accepte Hy, c’est-a-dire que I'on conclut que tous les régresseurs sont inutiles. Ainsi
plus le coefficient de détermination est faible, moins 1'utilité de I’ensemble des régresseurs
est probante.

9.3 Exercices

Exercice 9.3.1. La durée d’'une maladie semble liée au nombre de bactéries dans l’or-
ganisme et a la température du patient lors de son admission a I’hopital. On détermine
pour n = 10 malades leur décompte en milliers de bactéries, r!, et leur température r2,
et on observe la durée Y de persistance des symptomes de la maladie en jours :

il r2 | Y
8 | 37.6 |29
7139229
4 | 385119
6 | 3741 23
9 | 381132
7139128
8 139.0130
3| 37.8 118
8 138.2130
7 139.1|31

1. On propose tout d’abord un modele (noté vectoriellement)

Y = Bol, + Bir' +e,
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ol 1, est le vecteur de taille n dont toutes les coordonnées sont égales a 1 et € est un
n-échantillon distribué suivant la loi NV; (0, 0?). Donner des estimateurs sans biais de
Bo, B1, 0. Tester la significativité du régresseur au niveau 5% ; qu’en concluez-vous ?

2. On propose ensuite le modele
Y = foln + Bur' + for® + e

Donner des estimateurs sans biais de [y, 81, 32,02, Tester, au niveau 5%, 1'hy-
pothese “Hy = 07 contre “By # 07 (attention, ce modéle est assez lourd a traiter
numériquement ; il peut étre plus pratique d’effectuer les calculs sous Scilab).

3. Quel modele conseillez-vous ?

Pour faciliter les calculs numériques, on donne la matrice des sommes de produits

- 10
croisés ; on a par exemple Y .~ riri = 2574.9.

110 7”1 T2 Y
rt ] 67 | 481
r? | 384 | 2574.9 | 14749.72
Y | 269 | 1884 | 10341.4 | 7465

Exercice corrigé 9.3.2. On souhaite tester 1’égalité des moyennes de k échantillons
gaussiens. Pour i € {1,...,k} et j € {1,...,n;}, on note X;; la j-eme valeur du i-eme
échantillon et on suppose que

Xij = i+ i

ou les variables ¢; ; sont L.I.D. suivant la loi normale ./\fl(O,aQ) centrée de variance 2.

Par exemple X;; peut représenter le rendement dans la j-eme parcelle ensemencée avec
I’espece de blé 7. La question de 1’égalité des moyennes p; des échantillons revient alors a
savoir si les différentes especes de blé sont équivalentes en termes de rendement. On pose

_ *
X=Xt X Xoas ooy Xomgy oo Xiots oo oy Xiony)
_ *
£ = (51,17"'7€l,n17€2,la'"762,n27'"7€k,17"'75k,nk) )
_ *
n= (/’L17"'7/’L17/’L27"'7u27'"7/’Lk7"'7/1’k)

ol u; apparait n; fois si bien que le modele se récrit . Enfin, on note n =

Zlenka E = {(yla--'7y17y27--'7y27"'7yk7"'>yk)* : (yla--'vyk> S Rk} 01\1 Y; apparait
n; fois et H = {(z,...,2)" : z € R} ou z apparait n fois.

1. Donner I'Estimateur du Maximum de Vraisemblance de 6 = (u, 0?).

2. Vérifier que X = (X1,..., X1, Xo ..., Xo ..., Xp,..., Xg )" ou pour i €
{1,... )k}, Xi. =+ iy Xi; apparait n; fois. Déterminer Xy

3. Quelle est la loi de (| X — Xg|*/0?, | Xg — Xg|*/0?) sous Hy = {u € H} ? En deduire

Xg— Xgl?/(k—1)

[ X = Xp?/(n - k)

4. Pourquoi les variables aléatoires | Xg — Xpg|? et I prennent-elles des valeurs plus
grandes sous Hy = {u ¢ H} que sous Hy?

que sous Hj le rapport F' = suit la loi de Fisher Fj_; ;.

5. En déduire la région critique du test.
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6. Application : on souhaite tester, pour une chaine de magasins, les politiques de
publicité suivantes :

A . aucune publicité
B . tracts distribués dans le voisinage
C : tracts distribués et annonces dans les journaux.

On sélectionne 18 magasins divisés au hasard en 3 groupes de 6, et chaque groupe
applique I'une des politiques de publicité. On enregistre ensuite les ventes cumulées
sur un mois pour chaque magasin, et on obtient les moyennes et écart-types empi-
riques suivants (en milliers d’euros) :

A B C
X | 130.17 | 139.5 | 169.17
S| 857 [14.71] 18.23

ou, par exemple, pour le groupe A d’effectif ny = 6,

1 &

D (Xa;— Xa)>

J=1

_ 1 A
Xa=— Xu,, Su=
A HA; A,j A

7’LA—1

On suppose que les observations pour chaque groupe sont gaussiennes, de moyennes
respectives fi4, itg, pic et de méme variance 2. Tester ’hypothese nulle “il n’existe
aucune différence entre les politiques de publicité” au niveau 5%. Evaluer approxi-
mativement la p-valeur.



148 CHAPITRE 9. REGRESSION LINEAIRE

9.4 Résumé

Modéle’X = M~ +¢e|ou

les colonnes de la matrice

—
—3

M = Dol : : de rang p + 1,

1 P
1 r, ...

sont un vecteur de coordonnées toutes égales a 1 et les régresseurs,
- v € RP*! est le vecteur des parametres,

- e~ N,(0,0%L,).

Projection orthogonale de X sur F = {Mu : u € RFF!} :

Xp=MMM)'MX)|

Estimation de v : |4 = (M*M) ' M*X | estimateur sans biais de v indépendant
de B5EE 320 — (p+ 1)),

Intervalle de confiance de niveau « pour ~; :

it a¢<M*M>zs|X—XEl2
n—(p =3

n—(p+1)

e Test de I’utilité des p — ¢ derniers régresseurs ou ¢ € {0,...,p— 1} :
1 ry ...
Soit Mo = | : : = et H={Myu:uc R}
1 rl o

- Hypotheses : Hy={M~ € H} et Hy ={M~ ¢ H}.
- Projection orthogonale de X sur H : Xy = Mo(M§Mo) *M;X.

- Statistique de test :

oo Xe—Xul/(0—q)
| X = Xpl?/(n—(p+1))

qui suit la loi de Fisher F,_; ,_y+1) sous Hy et prend des valeurs plus grandes
sous Hj.

- Région critique : W = {F > Fp_gn—(p+1),1-a} OU Fp_qn—(p+1), quantile d’ordre
r de la loi de Fisher.

- p-valeur : P(Z > F) ot Z ~ Fp_gn—(p+1) et F°P désigne la statistique de
test observée.



Chapitre 10

Corrigés d’une sélection d’exercices
et problemes

10.1 Probabilité sur un espace fini

Corrigé de Dl’exercice 1.3.4. On note de 1 a 6 les positions des emplacements qui
sont percutés successivement a chaque fois que I'on presse la détente. On modélise le jeu
par w € Q = {1,...,6} tel que les deux balles sont sur les emplacements w et (w + 1)
mod 6. Comme le barillet est positionné au hasard, {2 est muni de la probabilité uniforme.
L’événement “votre adversaire reste en vie” s’écrit A = {2,3,4,5}. Si vous choisissez de
ne pas faire tourner a nouveau le barillet au hasard, ’événement “vous restez en vie”

s’écrit B = {3,4,5,6}. On a
~ Card (4) 2 P(BNA) Card(BNA) 3

P = Caa@ ~3 PN =" T TCmda) 1

Vous avez donc trois chances sur quatre de rester en vie si vous ne faites pas tourner a
nouveau le barillet. Sinon, vous vous mettez dans la situation initiale de votre adversaire
2

et votre probabilité de rester en vie est P(A4) = 3.

Corrigé de I’exercice 1.3.8. On note C' = {suspect coupable}, I = {suspect innocent}
et G = {suspect gaucher}. D’apres 'énoncé, P(C) = 1 — P(I) = 0.6, P(G|C) = 1 et
P(G|I) = 0.07. D’apres la formule de Bayes, la probabilité pour que le suspect soit cou-
pable sachant qu’il est gaucher est

P(G|C)P(C)

(GICYP(C) +P(G|IP(I) = 0.955.

P(CIG) = o

Ainsi, s’il se trouve que le suspect est gaucher, I'inspecteur peut tabler sur sa culpabilité
avec moins de 5% de chances de se tromper.

10.2 Variables aléatoires discretes

Corrigé de ’exercice 2.6.4. Un composant électronique a une durée de vie X qu’on
mesure en nombre entier d'unités de temps. On fait 'hypothese que, a chaque unité
de temps, ce composant a une probabilité p €]0,1[ de tomber en panne, de sorte que

149
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X ~ Geo(p). On consideére un autre composant dont la durée de vie Y est indépendante
de X et de méme loi. On pose

S=min(X,Y)etT =|X -Y]|.

1. Que représentent S et 7'7
S représente le premier temps de panne et T' la durée qui sépare les deux temps de
panne.

2. Calculer P(S=set T =t) pour s > 1 et t >0 (distinguer t =0 et t > 1).
Pour s > 1 et t > 0, on a toujours

{S=s,T=t}={X=s5,Y=s+t}U{X =s+1tY =s}

mais ['union n’est disjointe que si ¢ > 1 (sinon les deux événements sont égaux a
{X =Y = s}). Donc pour s,t > 1, on a, en utilisant I'indépendance de X et Y,

PS=setT=t) = P X=setY=s5+t)+P(Y =set X =s+1)
= PX=5PY =s+t)+PY =s)P(X =s5+1)
2p2(1_p)28+t—2‘

Pour s > 1 et t =0, on a, toujours par indépendance de X et Y,

PS=setT=0) = P(X=setY =5s)
= P(X =3s)P(Y =3s) =p*(1 —p)* 2

On conclut que
Vs> 1, ¥t >0, P(S=5T=t)=p* (1+ lysq) (1 —p)'(1 —p)**Y.  (10.1)

3. En déduire les lois de S et T puis E(7T"). Quel est le nom de la loi de S'?
Pour s > 1, on a par la formule des lois marginales

P(S=s) = ZP(S:setT:t)
- 282+Z2p P2t

= (1-p?*Y <p2 +2p°(1—p) > (1- p)“) ovu=t-1

= <p2 +2p°(1 — p)%) (1=p2=p) " =p2—-p)(1—p2-p) "

On reconnait la loi géométrique de parametre p(2 — p).
Maintenant, toujours par la formule des lois marginales, pour ¢ > 0,

ZIP’ =set T =t) :Z 1+ 1ysoy) p 2(1 — p)2—Dt
s=1

p(1 —p)
2—p

[M]8

= (1+ 1gsoy) P°(1=p)' > (1 =p2—p)" = (14 1is0y)

IS
Il
=)
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D’ou
o

E(T) = ;ﬂP’(T - ;t%_pp)t

_ 2p2(1__pp) ;t(l _p)t—l _ 2p2<1__pp) f/(l _p)’

ou f(z) =Y ;22" = 7=. Comme f'(z) = ﬁ, f(1—=p)=1/p* et E(T) = %.
4. Les variables aléatoires S et 1" sont-elles indépendantes ?

On peut montrer I'indépendance en utilisant la définition. En effet, on a pour s > 1
ett >0,

P(S=sP(T=t) = p2—p)[(1—p)?* " (1+1ps0) p(%ﬁ)t

= p* (14 1gsoy) (L—p) 2D =P(S=set T =t),

d’apres (10.1). On peut aussi remarquer sur (10.1) que la loi du couple (S,7T) se
met sous forme produit cu(s)v(t) et conclure que ces variables sont indépendantes
en utilisant la remarque 2.2.12.

Corrigé du probleme 2.6.12. Soit Ay,--- , A, une suite d’événements.
1. Montrer que 14, ua, =1— [, (1 —14,).

n

Lao.oa, = 1= Tauoane = 1= Lagnoag = 1= [[lae = 1= [J(1 = 1a)).
=1 =1

2. En déduire la formule de Poincaré :

n

P(A1U...UA) =) (=) Y P4, N...NA,).

k=1 1<i1 <...<ip<n
En écrivant,
n n
k
[Ja-14)=) (-1 > La, - la,
i=1 k=0 1<i1<...<ip<n

et en prenant ’espérance, on obtient la formule de Poincaré.

Application : Une personne écrit a n correspondants des lettres personnelles,
met chaque lettre dans une enveloppe, ferme les enveloppe puis écrit les adresses au
hasard. On s’intéresse au nombre X,, de lettres qui parviennent a leur destinataire.
Pour 1 <i < n, on note A; I’événement : la lettre 7 arrive a son destinataire.

3. Préciser D’espace fini () choisi pour modéliser le probleme ainsi que la
probabilité P dont il est muni. On suppose que pour i € {1,...,n}, le i-ieme
correspondant est celui pour lequel i-ieme lettre a été écrite. On considere 2 = S,,,
'espace des permutations de {1,--- ,n}. Pouro € Qeti € {1,...,n}, o(i) désigne le
numeéro de la lettre recue par le i-ieme correspondant. On munit §2 de la probabilité
uniforme. On a Card (§2) = nl.

Pour 1<k <netl<i <iy<...<i,<n,calculer P(4;, N...NA4;).
A;, N...N A, représente I'ensemble des permutations o telles que pour 1 < j <k,

—k)!
o(i;) =14;. Ona Card (4;,; N...NA;,)=n—Fk)! et P(A, N...NA,)= (nn' )
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4. En déduire P(X,, > 0) puis P(X,, = 0). Quel est le nombre de permutations

. Vérifier que kP(X,, =k) =P(X,=k—1) —

o de {1,--- ,n} sans point fixe i.e. telles que i € {1,--- n}, o(i) #i7?
L’événement au moins une lettre parvient a son destinataire est {X,, > 0} = A; U
..UA,. En utilisant la formule de Poincaré, on obtient

n

P(X,>0)=PAU...UA)=> (D) > P4, N...Nn4,)

k=1 1<i1 <. <ip<n
n n k+1
_ k1 (n—k)! (1)
=D (UMY =)
k=1 1<i) <..<ip<n k=1

puisque Card ({(i1,...,9): 1 <i3 <...<ip <n}) = (Z) Donc

~ (1)
P(X,=0)=1-P(X, >0) = o
k=0 )
Le nombre de permutations o de {1,--- ,n} sans point fixe est égal a

Card ({X,, = 0}) = n!P(X 'Z H

En déduire que pour 1 <k <netl1<i <iy<...<ip<n,
n—k
(n— k) 'k (1)
P({Xn =k} N AL 0. NA) = —) > T
1=0
L’application qui & 0 € S, associe sa restriction a 7 = {1,...,n}\{i1, ..., i} établit
une bijection entre A;, N...N A;, et 'ensemble des permutations de 7. L'image de
{X, =k}nA;,N...N A, par cette restriction est lensemble des permutations

puis donner la loi de X,,.

sans point fixe de T dont le cardinal est (n — k)!>"2, GO apres la question
précédente. Donc

Card {X, =k}NnA;,N...NA,) =(n—k)!

n—k (_1)[
[!
0

1=

— k)R (—1)
puis P({Xn:k:}ﬂAilﬂ.‘.ﬁAik):(nn‘) l‘)'
o=

Comme {X,, =k} = U {X,=k}NA,N...NA, oulunion est disjointe,

1<i1 <. < <n

P(X,=k)= >  P{X.=k}nA,N..NA)

1<i1<...<ip<n

-()E T R T

. (k—=1l(n—(k—1))!
{1,...,n}. En déduire que E(X,) = 1.
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Il est facile de vérifier que
n—k n—k+1
1 (—1)" 1 (—1)f
EP(X,=k)—P(X,=k—1) = —
( ) ( ) (k—1)! [! (k—1)! Z [!
1=0 1=0
( 1)n7k+1

T k—Dln—k+1)!

Pour l'espérance de X,,, on a

E(X,) = Y kP(X,=k)=> kP(X,=k)
k=0 k=1
n n (_1)n7(k71)
= P(X,=k—1)—
; p (k—1D!(n—(k—1))!
n—1 (_1)TL 1
= 1-P(X,=n)— - = =1.
o= =X el = S ()
Comme X, = > " | 14,, par linéarité de 'espérance,
:zn:}P’(Ai):nxlzl.
: n
=1
7. Soit X une variable de loi de Poisson de parameétre 1. Vérifier que pour

tout entier k, lim, ,,,P(X, = k) =P(X = k).
Soit k € N,

1 n— k l e 1
lim P(X,, = k) = lim — =P(X =k).

n—o0 n—oo k!
=0

Corrigé du probleme 2.6.13. Pour fidéliser ses clients, une marque de chocolat place
dans chaque tablette une piece d’un puzzle. Le puzzle est composé de n morceaux distincts.
Le morceau qui se trouve dans une tablette est supposé suivre une loi uniforme sur les
n morceaux possibles. Le client est supposé acheter les différentes tablettes au hasard.
On s’intéresse au nombre N d’achats a réaliser pour obtenir I’ensemble des morceaux du

puzzle.
Evénements

1. Pour 0 <m <n-—1, que vaut P(N >m)?

Il est clair qu’il faut au minimum n achats pour obtenir ’ensemble des pieces du
puzzle. Ainsi, nécessairement N > n et donc pour m <n—1, P(N >m) = 1.

2. On suppose maintenant m > n.

(a) Pour 1 < k < n, on désigne par A}’ ’événement “la piece k n’a tou-

jours pas été obtenue au bout de m achats”. Calculer pour £, ...,

k. €

{1,...,n} des entiers distincts, la probabilité P(A7 N...N A} ).

On modélise I'achat des m tablettes par la suite w = (wy, ..., wn,) € {1,...

des numéros des tablettes obtenues. On ne dispose d’aucun élément

,n}"

pour af-

firmer qu’une configuration w particuliere est plus probable qu’une autre; on
munit donc 2 = {1,...,n}"™ de la probabilité uniforme P. Une configuration w
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est dans A;7 N...N A} si et seulement si au bout de m achats, on n’a toujours

pas obtenu les pieces ki, ..., k.
Il est donc clair que A* n...N AP = ({1,....,n}\{ki,...,k})". Par
conséquent :

plapn gy - Cod({loomh\ (k. k)

Card (2)
-ty

n
(b) Montrer que {N > m} = U AT
k=1
Soit maintenant w € {N > m}. Pour cette configuration w particuliere, toutes

les pieces n'ont pas encore été obtenues au bout de m achats. Ceci signifie

également qu’au bout de m achats, il manque encore au moins une piece.
(c) En déduire que P(N >m) =" (1" (") (1—-2)".
Par application de la formule de Poincaré, on peut alors calculer :

P(N >m) = IP’(OA?)
= > (- > P(ﬂ A;n>.

r=1 Kc{1,...,n},Card (K)=r JeK
Or, d’apres 2.(a), (ﬂje,c Am> = (1 —r/n)™ des lors que Card (K) = r.

Comme il y a exactement () parties K de cardinal r dans {1,...,n}, la formule
proposée est démontrée.
+o00
3. En remarquant que VI € N, [ = Z Lismy, m.q. E(N) = Z;O:Oo P(N > m). En

m=0
déduire une expression pour cette espérance.

En appliquant & N(w) la décomposition de ’énoncé, il vient :

—+o00
W) = ) LiN@w)sm)
m=0

On calcule I'espérance des deux membres et, tout les termes étant positifs, on per-
mute l'espérance et la somme :

“+o0o +oo “+oo
=K (Z 1{N>m}> = Z]E (1{N>m}) = Z]P)(N > m) .
m=0 m=0 m=0

En utilisant les deux expressions de P (N > m) suivant que m < n — 1 (voir 1.) ou
que m > n (voir 2.(c)), on obtient :

e & (Yo B
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4. Donner la loi de N.
La variable aléatoire N prend ses valeurs dans {n,n +1,...}. Pour m > n, on a :

P(N=m)=P(N>m—-1)—P(N >m).

On calcule cette valeur en distinguant suivant que m > n 4+ 1 ou m = n. Dans le
premier cas, on utilise 'expression en 2.(c¢) pour obtenir :

rov=m= 3 ()2 (-2

r=1

Dans le cas ou m = n, on utilise 1. pour écrire que P(N >n —1) = 1 et donc
P(N=n)=1-—P(N >n). Ainsi,

Variables aléatoires

La premiere piece ayant été découverte dans la premiere tablette (N7 = 1), on note N, le
nombre d’achats supplémentaires nécessaires a 1’obtention d’une seconde piece, puis N
le nombre d’achats supplémentaires nécessaires a 'obtention d’'une troisieme, et ainsi de
suite.

1. Exprimer N en fonction de N;, N,,..., N,.
Il est clair que pour obtenir toutes les pieces du puzzle, il faut obtenir la premiere,
puis la seconde, puis la troisieme, etc. Ainsi, N = Ny + Ny + -+ + N,,.

2. On note X; le numéro de la i-eme piece de puzzle obtenue. Pour m > 1,
montrer que {No =m} = {Xi =6, Xo=14,..., X, =1, X1 # i}
Soit w € {Ny = m} et soit ¢ le numéro de la premiere piece obtenue i.e. X;(w). Dire
que No(w) = m, c’est dire qu'il a fallu m pieces supplémentaires pour obtenir une
piece différente de la premiere. C’est donc dire que Xs(w) = ... = X,,,(w) = i mais
que X,,11(w) # i. D’ou le résultat.

3. Par hypotheése, les X; sont des variables aléatoires indépendantes, de loi
uniforme sur {1,...,n}. En déduire la loi de N,.
Les différents éléments dans la réunion ci-dessus sont disjoints car ils correspondent
a des valeurs distinctes de X;. Aussi,

P(Np=m) = Y P(Xy=i,Xp=1i,...,Xp =1, Xpns1 # )

- ZIP’(Xl:z’)IP(X2:i)...P(Xm:i)P(Xm+1#z’)

On a utilisé dans la derniere égalité 'indépendance des variables X;. Comme elles

suivent une méme loi uniforme sur {1,...,n}, il est clair que :
. . , 1 . n—1
P(X,=i)=P(X;=i)=...=P(Xp=i)=— P(Xpu#i)=—o

Par conséquent,

o=t () (1)

i=1

D’apres le cours, ceci signifie que Ny suit la loi géométrique de parametre 1 — 1/n.
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4. Pour my,mg > 1, exprimer 1’événement {N, = my, N3 = m3} en fonction
des X;. Calculer sa probabilité et en déduire I’'indépendance de N, et N.
En examinant les numéros des deux premieres pieces différentes obtenues comme
ci-dessus, on peut écrire :

{N2:m27N3:m3}: U {X1:i7X2:i>"'aXm2:iaXngrl:ja

1<i#j<n

Xm2+2 € {Zvj}a cee :Xm2+m3 S {i>j}:Xm2+m3+1 ¢ {27]}}

On en déduit en utilisant le fait que les événements ci-dessus sont disjoints puis que
les X; sont indépendantes que :

1 2\t =2
P(NQZmQ,Ngzmg) = n(n—l)nm2+1 (E) ( n )

(0

Ceci étant vrai pour tous mo, ms > 1, cette égalité prouve d’une part I'indépendance
de Ny et N3 (I'expression est le produit d’une fonction de my par une fonction de
mg3) et d’autre part que Nj suit la loi géométrique de parametre 1 — 2/n.

5. Justifier intuitivement que les N; sont des variables de loi géométrique et
donner leurs parametres.
Le raisonnement intuitif est le suivant : une fois que les (k — 1) premieres pieces ont
été obtenues, on achete des tablettes jusqu’a obtenir une nouvelle piece. A chaque
achat, on a une probabilité (k — 1)/n d’obtenir une piece que 'on possédait déja et
une probabilité (1 —(k—1)/n) d’en obtenir une que ’on ne possédait pas. Les achats
successifs sont indépendants. On reconnait ainsi le temps de premier succes dans
une suite d’expériences indépendantes avec probabilité de succes (1 —(k—1)/n), qui
suit la loi géométrique de parametre cette probabilité. Ainsi, N, est une variable de
loi géométrique de parametre (1 — (k —1)/n).

6. En déduire une autre expression de ’espérance de N.
On sait que 'espérance d’une variable géométrique est I'inverse de son parametre.

Ainsi, E(Ny) = ;== et donc d’apres 1., il vient :

-1 1 1 no_ 1
7. Conclure que > ' — (-1)' (") L (1-2)" =37, 1.
En confrontant I’expression obtenue a la question précédente avec celle obtenue au
3. de la premiere partie, on peut écrire :

”‘11r+1n111”_"1_ "]

D’ou le résultat annoncé.
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10.3 Variables aléatoires a densité

Corrigé de ’exercice 3.5.8. On coupe un baton de longueur 1 au hasard en trois mor-
ceaux : les abscisses U et V' des découpes sont supposées indépendantes et uniformément
réparties sur [0, 1]. On veut calculer la probabilité p pour que I'on puisse faire un triangle
avec les trois morceaux (on peut faire un triangle avec trois segments de longueur [y, Iy
et I3 si et seulement si ly <y + 13, lo <3+ 1 et I3 <1 +1s).

1. Exprimer en fonction de U et V les longueurs respectives L, L, et L3 du
morceau le plus a gauche, du morceau du milieu et du morceau le plus a
droite.

Il est clair que Ly = inf(U, V), Ly = sup(U, V) —inf(U, V') et Ly = 1 — sup(U, V).
2. Montrer que

1 1
pz?]P’(USV,ng L2§§7L3< )

=2

En remarquant que lorsque l; 4+ I + I3 = 1, la condition Iy < s + 13, s < I3+ 1 et

1 1
I3 < Iy + l5 est équivalente a [} < 2 lh<-etly3 < 2 on en déduit que p est égale

N == o =
= -

a la probabilité de < L; < 2 Ly < 37 Ls; < 3 En décomposant cet événement sur

la partition {U <V}, {V < U} et {U =V} et en utilisant I'égalité P (U = V') =0,
on obtient

1 1 1 1 1 1
=P < < = Lo< = La<— P < L < = Lo< — La<—].
p (U_V, 1_2,2_2,3_2>+ (V_U,1_272_2,3_2)

Comme les couples des variables (U, V') et (V,U) ont méme loi, les deux probabilités
a droite de I’égalité sont égales. Donc

1 1 1
= 2P <V I < = Lo< = La<—1].
D (U_V7 1_2,2_2,3_2>

3. Calculer p.

1 1
p = QP(UEV,L1§§,L2§§,L3§—)

DO =

V>

)

= 2//1{x<y,x<;,yx<;,y>§}1[0,1](3”)1[0,1](9)‘133@

1 ot
2 2 1
= 2/ / dy dx:Z/ xdr = —.
0 1 0 4

Corrigé de lexercice 3.5.9. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles
indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi de Pareto de parametre 2 i.e.

N —

= ZIP(USV,US%,V—US%,

N[

Lia
qui possedent la densité p(z) = {—;1} On pose
x

(Z,W) = (m(X), 1+ ln(Y)) .
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1. Quelle est la loi de (Z, W) ? Les variables Z et W sont-elles indépendantes ?

On se donne une fonction muette f : R? — R bornée. On a
E(f(Z,W)) = E(f(In(X),1 4+ In(Y)/In(X))).

Comme X et Y sont indépendantes, (X,Y) a pour densité p(x)p(y). Donc

E(/(Z,W)) = / f(In(z), 1+ In(y)/ In()) =W

]1,400[2 z? y?

Pour (z,y) €]1, -+oo?, on pose ¢(z,y) = (2, 1) = (n(x), 1 + In(y)/ In(z)). Comme
In est une fonction injective et positive sur |1, +o00[, ¢ est injective sur |1, +oo[* et
¢(]1, +00f?) C]0, +00[x]1, +oo[. Soit (2, w) €]0, +-o0[x]1, +ocl,

z = In(x) In(x) =2 r=e*
= =
w=1+1In(y)/In(z) In(y) = z2(w — 1) y = e*(w=1)
Comme (&7, e*™ =) €]1, +00[? on en déduit que ¢(]1, +o00[?) =0, +o00[x]1, +oo] et
que (z,y) = ¢ (2, w) = (€7, ez(w’l)). Comme

D(zy) _ e 0
D(z,w) \ (w—1)erw=D zezlw=l) J>

en calculant la valeur absolue du déterminant de cette matrice, il vient dxdy =
ze*dzdw. Donc en appliquant la formule de changement de variables, on obtient

Zez'w

E(f(Z,W)) = / £z w)

10,400[x]1,4+00[

) dzdw.

e272z(w—1

Donc (Z, W) possede la densité 17,503 1fu>132€¢7*". Comme cette densité ne peut pas
s’écrire comme le produit d’'une fonction de z et d'une fonction de w, les variables
Z et W ne sont pas indépendantes.

Quelle est la loi de W ?

Par la formule des densités marginales, W a pour densité

+oo
/1{z>0}1{w>1}2’€zwdz = 1{w>1}/ ze *dz
R 0

= liws1y {z X —e_zw] + {—>1}/ e “Ydz
w 2=0 w 0

Lws1y [—1 O 1
:0+{>1}{ ezw} _ Loy

2
w w 0 w

Donc W suit la loi de Pareto de parametre 2.

Quelle est la loi de Z 7
Toujours par la formule des densités marginales, Z a pour densité

w=1

—zw —zw] T —z
/ Lsoylws1yze” 0 dw = 1oy [—€7] 7 = 1sgpe 7.
R

Donc Z ~ £(1).
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Corrigé de l’exercice 3.5.10. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes
suivant respectivement les lois I'(p, 1) et I'(¢,1), p > 0 et ¢ > 0.

1. Déterminer ’espérance et la variance de X.

1 . _Tlp+1)
E(X) = W/o 2P exp(—x)dr = T P
E(X?) = ﬁ /000 2Pt exp(—x)dr = F(ﬁ(——;)z) =pp+1).

Donc Var(X) = E(X?) — (E(X))* = p.

X
2. On veut calculer la loi de la variable aléatoire Z = v On dit que Z suit la loi béta

de seconde espece de parametres p et q.

(a)

On pose W = X — Y. Exprimer en fonction de X et Y I’événement
{Z < 1,IW > 0}. En déduire sans calcul sa probabilité. Les variables
Z et W sont-elles indépendantes ?

Il est clair que {Z < 1,W >0} = {X <Y, X > Y} = (. La probabilité de cet
événement est nulle. Comme il est facile de vérifier que P(Z < 1) =P(X <Y)
et P(W > 0) =P(Y < X) sont strictement positives, on en déduit que

P(Z <1,IW >0)#P(Z < 1)P(W > 0).

Ceci montre que les deux variables ne sont pas indépendantes.

Déterminer la loi du vecteur (Z,W).
Soit U = RY xR\ {(z,y) t.q. z =y} et V =]0, 1[x] —o00, 0[U]1, +-00[x]0, +00].
U et V sont deux ouverts de R?. On note par ¢ la l'application de U dans V

x
définie par p(z,y) = (z,w) = (—, x —y |. En résolvant le systéeme d’équations
Yy

P S P AR

wz W
on déduit que ¢ est bijective et que p (2, w) = (z,y) = ( T 1). On
z2—1"2—

ISISHE]
N
£ 1

I
|
—_

remarque que ¢ et ¢! sont de classe C!. On a

. A dedw __ |y—z| _ (2—1)2
ce qui entraine que GO = 3 i

fonction muette, on considere A une fonction de R? dans R bornée,

E(h(Z,W)) =E <h <§X - Y)) - //R h <§x - y) pxy(z, y)dzdy,

avec pxy la densité du couple (X,Y). Comme les variables X et Y sont
indépendantes, on a px y(z,y) = px(x)py (y), avec px la densité de X et py la

. Pour appliquer la méthode de la
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densité de Y. Maintenant on écrit
B(ZW) = [ [ 1oty e nidsdy
wz w
// ”’p”( - z—1> g
// Z w h = " €_wzi |w| dzdw
z— 1 z—1 (z —1)2
jw[Prt gl
- h(z,w)———e =11 dzdw.
F(p)F(Q) //v (2 w) |z — 1|P™

Ainsi (Z, W) a pour densité

1 |w|p+q—1 p—1
T(p)T(q) |z — 17"

z+1

e —lwl iz 1 ( )

pzw(z,w) =

(c) En déduire la loi de la variable aléatoire Z.
La densité marginale de Z est

—00

2Pl +oo prg—1 —|w| 2L
z w e T dw
@il M

1 2Pl oo 241 z+1
— pHa—1, Wi g — "
T(p)(q) |z—1|p+q/o v v (0“ posed “’|z—1|)

— 1 op—1 /+oo aerq*le*ada _ F(p 4 q> ~p—1
L(p)T(q) (z+ 1)+ Jy L(p)l(q) (= + 1)pte

1 2Pl 0 +g—1 —|w|ZEL
= 1]071[(,2) F(p)r(q) ‘z — 1|p+q / |w|p q e =11 dw
1

Llp+q) 27

Donc Z possede la densité pz(z) = T (e £ 17 L0, 4oo0[(2)-

3. Déterminer la loi de T = L

1+Z
Soit A : R — R bornée.

o - 1(0(c25)) - () e

On pose ¢ = 1%, ce qui donne z = ;& = -1+ 5 et dz = (1%—2)2- Donc E (h(T)) =
Fr(g}rq fo P11 — )77 dt et T suit la loi béta de parametres p et g. Comme

T = X v Ce resultat est aussi une conséquence de la proposition 3.4.4.

Corrigé du probléme 3.5.16. Soient © ~ U|[—m, 7] et R une variable aléatoire réelle
indépendante de © possédant une densité p nulle sur R_. On pose

(X,Y) = (RcosO, Rsin©).
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1. Déterminer la loi du vecteur (X,Y’). Que peut-on dire des lois des vecteurs
(X,Y) et (Y,X)? En déduire que X et Y ont la méme densité.
Comme R et © sont indépendantes, le couple (R, ©) a pour densité 3=p(r)1_r (0)
fonction qui est nulle pour » < 0. Soit f : R? — R bornée.

E(f(X,Y)) =E(f(RcosO, Rsin0)) :/]0 . [f(rcosﬁ TSII]Q) plr )d de.
, oo X |—m, T

A Taide de Iexercice résolu 3.1.5, on vérifie que le changement de variables (z,y) =
o(r,0) = (rcosf,rsinf) est une bijection de ]0, +oo[x] — 7, 7[ sur R*\ {R_ x {0}}

de classe C! ainsi que son inverse

(r,0) = @71(33; y) = x? + y?, 2 arctan v .
T+ /2% + y?

D(z,y) ( cosf —rsind )

D(r,0) ~ \ sinf rcos@
dxdy

dxdy = r(cos? §+sin® 0)drdd, ce qui s’écrit aussi drdf = e Donc par la formule

Comme

de changement de variable,

)p(\/ 2+ y?)
21/ 2% + 32

Comme on ne change pas la valeur du membre de droite en rajoutant la demi-
droite R_ x {0} au domaine d’intégration, on conclut que (X,Y’) a pour densité

pxyy (@, y) = p(/2? +y?)/2m\/ 22 + 2.

Puisque cette densité est symétrique, pour f de R? dans R bornée,

BUW.X) = [ Fna)py (o p)dody = / (0 2y, a)dndy,

E(f(X,Y)) = / fay ddy.
R2\{R_ x{0}}

Donc (Y, X) admet pxy pour densité et (Y, X) = (X Y). Les images respectives
X et Y de ces deux vecteurs par la projection (z,w) € R? — 2 € R ont également
meéme loi. Comme d’apres la formule des densités marginales X et Y ont une densité,
leurs densités sont égales.

2. Pour a > 0, quelle est la loi de Z = aX/Y (on pourra exprimer Z en
fonction de ©) ? En déduire sans calcul la loi de ’inverse d’une variable
de Cauchy de parametre a.

Comme Z = acot O, pour f de R dans R bornée,

E(f(Z)) =E(f(acot®)) 27?/ f(acotf) in/oﬂf(acotQ)dQ

en utilisant la périodicité de la fonction cotangente. Si on pose z = acot 6, Zz =

—a(1 + cot? @) ce qui implique que df = _a(lfw. On en déduit que
- dz adz

E(f(Z)) = - e

= [ N T ey / O riet

Donc la variable Z = aX/Y suit la loi de Cauchy de parametre a. Comme (X, Y) £

(Y, X), Y/aX £ X/aY. Donc 1/Z = Y/aX £ 1X/Y. Dapres ce qui précede,
LX/Y ~ C(1/a). Donc la loi de Vinverse d'une variable de Cauchy de parameétre a
est la loi de Cauchy de parametre 1/a.
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3. Quelle doit étre la loi de R pour que le couple (X,Y) soit uniformément

distribué sur le disque D(0, p) ou1 p > 0 (i.e. posséde une densité constante

sur ce disque et nulle en dehors) ?

Pour que (X,Y) soit uniformément réparti sur le disque D(0,p) i.e. possede la
oy s 2 . .

densité 1 o T<s) /mp?, il faut et il suffit que

p(V2*+y?) I
27 /x2+y {\/ﬂc2+y2<p} p

c’est-a-dire que p(r) = 1o ,(r)2r/p?.

On suppose la densité p de R continue sur R, et strictement positive sur
R% . On souhaite trouver a quelle condition sur p les variables X et Y sont
indépendantes.

(a) Dans le cas ou X et Y sont indépendantes, si ¢ désigne leur densité
commune, exprimer ¢(x)q(y) en fonction de p.
En commencant par choisir y = 0 dans cette relation, établir que
pour z,y € R*,

pla))  p(yl)  _ p(vVa? +y?) (10.2)
2mq(0)|z| — 2mq(O)|ly|  27\/x2 + 42 .

Si X et Y sont indépendantes, pxy(z,y) = q(z)q(y), ce qui s’écrit aussi

Dol = PVE2 )

Le choix y = 0 implique alors que ¢(z) = p(|x|)/27q(0)|z| et on obtient (10.2)
en reportant cette expression dans 1’égalité précédente.

(b) Pour s > 0, on pose f(s) =In (2;;2@#) . Vérifier que [ est une fonction

continue sur R’ telle que pour s,t >0, f(s)+ f(t) = f(s +1).
Pour s,t > 0, en posant = /s, y = V/t et en divisant (10.2) par ¢(0), on

obtient
ps) VD) pWHS)
27q2(0)+/s 27Tq(0)2\/_ 2mq*(0)vt +
(

Par passage au logarithme, il vient f(s) + f(t) = f(s + ) la continuité de f
se déduisant de celle de p.

En déduire qu’il existe une constante o > 0 telle que p(r) =
7‘2
e 2021450 i.e. que R suit la loi de Rayleigh de parametre o?.

Par récurrence, on en déduit que pour k € N* et s1,...,s, > 0, Z?Zl f(s;) =
f(Z?:l sj). Soit n € N*. Pour le choix s; = £ pour tout j > 1, on en déduit

que pour tout k € N*, kf(1/n) = f(k/n). Comme en particulier pour k = n,
cette relation s’écrit f(1/n) = f(1)/n, on en déduit que pour tout k,n € N*,
f(k/n) = kf(1)/n. La densité des rationnels dans R’ et la continuité de f
impliquent que pour tout s > 0, f(s) = f(1)s.

En utilisant la définition de f, on obtient qu’il existe deux constantes c et a
telles que p(r) = cre‘”’Ql{Do}. La condition de sommabilité de p impose que
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a < 0 i.e. quil existe une constante o > 0 telle que a = —1/2¢?%. Puis la condi-
tion de normalisation de p impose que ¢ = 1/0%. Ainsi R suit la loi de Rayleigh

de parametre o2,
Quelle est alors la loi de (X,Y)? On a

oy < PV e i
JZ, — pmnd X ,
Pyt ¥ 21/ 2% + y? oV2m oV 2T

c’est-a-dire que X et Y sont indépendantes et suivent la loi normale N (0, o2).

10.4 Simulation

Corrigé de ’exercice 4.3.5. Soit ((X;,Y;));>1 une suite L.L.D. avec X; et Y; variables
exponentielles de parametre 1 indépendantes. On se donne également indépendamment
de cette suite une variable € t.q. P(e = 1) = P(e = —1) = 5 et on pose

N =inf{i > 1: 2Y; > (1 — X;)*} et Z =eXy.
1. Quelle est la loi de N ? Donner E(N).

Comme temps de premier succes, N suit une loi géométrique de parametre

+oo
p=P2Y; > (1-X,)*)=E <1{Y L ex } / / e Ydye “dx

/+OO (1— 1)2 +21 /
= e dr =
0 2\/e 26

2. Quelle est la loi de Z 7
Soit f : R — R bornée. En décomposant sur les valeurs prises par N et ¢, puis en
utilisant les propriétés d’indépendance, on obtient

= E (L= /(Xn) + L) f(= X)) Livny) = DB (9(X0)Lin=ny)

n>1 n>1

ot g(x) = (f(x) + f(==))/2. Or

E(g(X )1{N n} <H 1{Y - Xk) } (Xn)]-{yn>(1)2(n>2}>

/ ” / ey g(x)e da

=“T/ (F@) + f(a))e™ 5"

_ 0P e T e = p(1—p [ fa)e

2\/E R R vV 2T

dx

On en déduit que

m‘H

n—1 _ —< dx
/ flx Zu—p) = [ 1wt

et Z NNl(O, 1).
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3. En déduire une méthode pour simuler une variable distribuée suivant la

loi normale centrée réduite.

A partir d’une suite (U;)i>1 de variables I.I.D. suivant la loi uniforme sur [0, 1], on
pose € = Ly, <12y — Liy>1/23, Xio = —In(Uy) et Y; = —In(Usiy1) pour @ > 1 et on
applique la technique de type rejet qui vient d’étre étudiée.

10.5 Convergence et théoremes limites

Corrigé de l’exercice 5.5.1. On considere une machine qui tourne a une cadence de n
cycles par unité de temps et qui a une probabilité p €]0, 1] de tomber en panne lors de
chaque cycle et ce indépendamment des autres cycles. Soit N le numéro du cycle ou se
produit la premiere panne.

1. Quelle est la loi de N ? Que représente T'= N/n?

N suit la loi géometrique de parametre p. La variable T représente le temps avant
la premiere panne.

Soit 7 ’espérance de 1. Exprimer 7 en fonction de p et n.
T=E(N)/n=1/pn.

Dans le cas ou n est grand, on souhaite approcher la variable discrete T par une
variable aléatoire a densité. Pour cela on va effectuer le passage a la limite n — +o0
en choisissant p(n) de fagon a ce que Uespérance de T'(n) reste égale a 7.

(a) Que vaut p(n)?
p(n) =1/nt.
(b) Calculer la fonction caractéristique de T'(n).

En remplacant p(n) par sa valeur 1/n7 on obtient

B 1
1+ nr(exp(—iu/n) — 1)

Dy (u)

(c) En déduire que cette variable converge en loi vers une limite que ’on

précisera.
Comme lim,,, ;o n(exp(—iu/n) — 1) = —iu, on a
1 /7
Vu e R, lim Pp, = — = —.
" " o () 1 —iur 1/7 —iu

On reconnait la fonction caractéristique de la loi exponentielle de parametre
1/7. Donc les variables T'(n) convergent en loi vers la loi exponentielle de
parametre 1/7.

Corrigé de P’exercice 5.5.4. Chaque jour, dans une certaine ville, 100 personnes ont
besoin d'un examen radioscopique. Pour préserver le libre choix, n centres d’imagerie
sont installés dans cette ville. On admet que les patients choisissent indifféremment I'un
ou l'autre centre d’imagerie.

Soit N le nombre de clients journaliers dans un centre d’imagerie.
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1. Quelle est la probabilité qu’un client choisisse le centre d’imagerie
considéré ?
Comme on suppose que les patients choisissent indifféremment 1'un ou 'autre des n
centres d’imagerie, la probabilité qu’un client choisisse le centre d’imagerie considéré
est 1.

2. Montrer que N peut s’écrire N = szoo X, ou les (X;)1<i<,, sont n variables

indépendantes distribuées suivant la loi de Bernoulli de méme parametre
p que ’on déterminera.

Soit X; la variable aléatoire discrete réelle qui vaut 1 si le client i va au centre
d’imagerie étudié et 0 sinon. Alors X; suit la loi de Bernoulli de parametre p tel que

3. Quelle est la loi de N ?
N suit la loi binomiale de parametres 100 et % Son espérance est donc E(N) =
et sa variance Var(N) = 100+ (1 — 1).

100

n ?

4. On donne que si Y suit la loi normale centrée réduite, alors P(Y < 2) =
98%. En utilisant le théoréme de la limite centrale, déterminer quelle
capacité c(n) chaque centre d’imagerie doit avoir pour étre capable de
répondre a la demande avec une probabilité de 98% ? Cas ou n = 2, n = 3,
n=47
Le Théoreme Central Limite dit que

+_ N-EW)
/ Var(N)

peut étre considérée comme une variable normale centrée réduite.

Or
c—mm}
V/Var(N) |

et les tables de la loi normale centrée réduite donnent que P(X < 2) = 98%. Donc
pour pouvoir faire face & demande avec une probalité de 98%, le centre doit avoir
la capacité ¢(n) donnée par

{NSC}Z{XS

c(n) —E(N) Lo oln) = ar _ 10 (11
"Ry~ 2 ber oln) =)+ 2v/Var(N) = S5+ 20 n(l )

On a les résultats suivants :
¢(1) = 100 (heureusement!), ¢(2) =60, ¢(3)=42.8, c(4) = 33.7.

5. Quel est le cotit de la concurrence : quelle surcapacité s(n) la concurrence
entraine-t-elle par rapport a une situation ou chaque centre se verrait
affecter un méme nombre de clients? Casoun=2,n=3, n=47
La surcapacité est s(n) =n x ¢(n) — 100 = 20 x y/n — 1 soit

s(1) =0, s(2)=20, s(3)=283, s(4)=346.
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Corrigé de l’exercice 5.5.11.

1. Calculer la fonction caractéristique d’une variable X suivant la loi de
Poisson P(\). Calculer E(X) et Var(X).
Soit u € R. Par définition, la fonction caractéristique ®x de X vaut

. = . = . \E .
Dy (u) =E (e"¥) = Z MMPIX =k} = Zemke_)‘g =exp(A(e™ —1)).
k=0 k=0 '

Développons cette expression au voisinage de u =0 :

iu : L, 2

e —1:zu—§u + o(u®).
Par conséquent,
iu : Ao 2
Oy (u) =exp{A(e™ —1)} = exp{iu— SU + o(u®)}
A A2
= 1+ (z’u)\ — —u2) — —u® + o(u?)

2 2

A+ A2
= 14 iul— +

u? + o(u?).

En identifiant avec le développement limité en u = 0 de ®x donné par le lemme
5.3.5 (Bx (1) = 1+iE(X )u— 28002 4 o(u2)), il vient : E(X) = A et E(X2) = A4\
donc Var(X) = A+ A2 =22 =\

2. Soit X ~ P(\) et Y ~ P(u) deux variables de Poisson indépendantes.
Quelle est la loi de leur somme ?
Les deux variables étant indépendantes, la fonction caractéristique de leur somme

est le produit de leurs fonctions caractéristiques. Ainsi, pour tout v € R, on a

Doy (1) = B ()Py (u) = exp{A(™ — 1)} exp{ule™ — 1)}
— exp{(A+ p)(e" — 1)}.

On reconnait la fonction caractéristique d’une variable de Poisson de parametre
A+ p. Comme la fonction caractéristique caractérise la loi, on conclut que X +Y ~
PN+ ).

3. Soit X,, ~ P(n). Montrer que pour n — +00, Y, = (X,, —n)/y/n converge en
loi vers une limite que 'on précisera. Commenter ce résultat a la lumiere
du théoreme de la limite centrale.

Soit u € R.

By, (u) = exp (—iuy/n) Dy, (%)

= exp (—iuv/n) exp{n(ei% -1}

= exp (—iuy/n) exp [n <z% . % +o (%))] — exp <—“; n 0(1)) .

2

Ainsi, Vu € R, lim, o Py, (u) = exp(=%) = Pg(u) on G ~ N;(0,1). Par
conséquent, Y, converge en loi vers GG qui suit la loi normale centrée réduite.
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Pour expliquer ce résultat, il suffit de considérer une suite (Z;),>1 de variables L.I.D.
de loi P(1). Il résulte de la deuxieme question que Z; + ...+ Z, suit la loi P(n)
et par conséquent Y, a méme loi que W, = /n(Z£+:+2 — 1) Comme E(Z;) = 1
et Var(Z;) = 1, le théoreme de la limite centrale implique que la suite (W,,),>1
converge en loi vers G.

4. Quelle est la limite de la suite u, =e "), _, ”k—lf lorsque n — 400 ?
On a

Uy = P(X, =k)=P(X, <n)=P(Y, <0)=E (1y,<0) -
k=0

La fonction y — 1gy<oy est bornée et continue sur R*. Comme la limite en loi

G de la suite (Y;,), est telle que P(G = 0), on déduit de la remarque 5.3.11 que

limy, 400 up = E (1{g<oy) = P(G < 0) = 3.
Corrigé du probleme 5.5.17. Un automobiliste emprunte tous les jours le méme trajet
qui comporte un feu tricolore pour se rendre a son travail. Comme le trajet est peu
encombré, lorsque le feu est rouge, l'automobiliste peut redémarrer des que le feu passe
au vert. Mais pour faire passer le temps, il se demande quelle est la durée 6 pendant
laquelle le feu reste rouge. On note (X;);>1 ses durées d’attente successives au feu lorsque
celui-ci est rouge et on suppose ces variables I.I.D. suivant la loi uniforme ¢[0, 6]. Pour
n > 1, on note Z,, = max;<;<n X;.

1. Montrer que P(X; = X,) = 0.
Les variables X; et X, étant indépendantes et a densité, le couple (X7, X3) admet
une densité qui est le produit des densités de X; et de X,. Ainsi,

1
P(Xh = Xp) = 54)9]2 Lo =apydrdas = 0

car la droite d’équation xy = x5 est de mesure nulle dans le plan.

2. Montrer que plus généralement P(31 < i # j <n, X; = X;) = 0. En déduire
que pour toute fonction f bornée sur R, on a :

Il suffit de remarquer que comme pour @ # j, P(X; = X;) =P(X; = X;) =0,

PEAL<i#j<nXi=X;)=PUciy<{Xi=X;}) < > PX;=X;)=0.

1<i#j<n

Par suite, comme {31 <i# j <n,X; = X;}*={V1 <i#j<n X, # X,} est un
événement de probabilité 1, on peut écrire :

k=1

ou on a décomposé suivant I'indice k tel que X} est le maximum des valeurs distinctes
Xi,...,X,. Examinons 'un des termes de cette somme :

E (f(Zu)lpwi<izi<n Xz x;3 1zo=x23) = B (f (Xi) Lvigk,xi<x0})
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car 'événement {3i # j € {1,....k— 1L, k+1,...,n} : X; = X;} que l'on ra-
joute dans 'indicatrice est de probabilité nulle. Il ne reste plus qu’a remarquer que
I’expression ne dépend pas de 'indice k choisi car pour toute permutation o de
{1,...,n}, le vecteur (X,q),...,Xsm)) est constitué de n variables indépendantes
de loi uniforme sur [0, 0] et a méme loi que le vecteur (X, ..., X,). Ainsi,

E (f(Xi)lpvirekxi<xy) = E (f(X0)1witr,x,<x13) -

Le résultat en découle immédiatement.

En déduire que Z, suit la densité 2 (2)"" 11pc.<p).
Les variables X1,..., X, étant indépendantes et a densité, le n-uplet (X,...,X,)

admet une densité, produit des densités marginales. Ainsi,

dzy...dx,
E(f(Xl)l{Vi7$1,Xi<X1}) = /[ | 1{Vi7é1,zi<x1}19—n
0,0]"

- e[ ][
- [

Il en résulte que E(f(Z,)) = nfoe f(x1) (%l)n_1 41 Dot le résultat.

Calculer E(Z,,) et Var(Z,). En conclure que Z,, converge presque stirement
vers 0 (indication : on rappelle (voir preuve du théoréme 5.2.2) que si
(Zn)n>1 est une suite de variables aléatoires telle que ) ., E(Z2) < +oo,

alors la suite (Z,),>; converge presque sirement vers 0).

On a:

9 1
n n gnt n
(Zn) /O’Zenz T i1l a1
De méme,
n
E(Z?%) = 62
(Z) n-+2

puis

n 2
(n+1)%2(n+2)
Comme Var(Z,) = O(1/n?), la série de terme général E((Z, —E(Z,))*) est conver-
gente et donc (Z, = Z,, — E(Z,))n,>1 converge presque sirement vers 0. Or la suite

(déterministe) (E(Z,)),>1 converge vers . Par conséquent, (Z,),>1 converge presque
stirement vers 6.

Var(Z,) = E(Z%) —E(Z,)* =

Soit f une fonction bornée sur R. Montrer que :

(7 (310-2) = [ i)

On rappelle que pour 0 < v < 1, In(1 —v) < —v. En déduire que pour n > 2,
(1— %)nfl Liocusn) < € 211,50y et conclure que :

n

(s (30-2) = [
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En utilisant la densité de Z,,, il est clair que :

(1 (j0-2)) = [ 1(jo-9) 5 G) o

n
0
Soit u €]0,n[. En appliquant I'inégalité donnée avec v = u/n, il vient

(-2 = (00 pm (1= 1)) <o (")

Or, dés lors quen > 2, ona (n—1)/n>1/2 et (1 — %)n_l Liocu<ny < e‘“/zl{u>0}.
Ainsi, pour n > 2,

Le changement de variable u = % (6 — z) donne immédiatement le résultat souhaité.

U n—1 Cu
Vu e R, | f(u)l (1 — ﬁ) Liocusny < sup |f(x)]e™"*1ius0y,

avec [ e 1201 < +00 et

. u\n—1 —u
Vu € R, 7};120 f(u) <1 - g) Liocu<ny = f(u)e™ " 1iusoy

Le résultat annoncé découle du théoreme de convergence dominée.

6. En déduire que 7 (f — Z,) converge en loi et identifier la limite.

Ainsi pour toute fonction f bornée, si X suit la loi exponentielle de parametre 1,

lim B (f (56 Z2) ) = E(f(X).

n—oo

Ce résultat est a fortiori vrai pour les fonctions f continues bornées, ce qui signifie
par définition que § (6 — Z,) converge en loi vers X ~ £(1).

7. Montrer que M, = %(Xl +---+ X,) converge presque siirement vers 0. A
quelle vitesse a lieu cette convergence ?

Par application de la loi forte des grands nombres aux variables X; LI.D. et
intégrables (car bornées) :

X1++Xn p.S. 0 dz 9
B WEX) = [ =2
n oo E(XD) /Oxﬁ 2

Ainsi M,, converge presque stirement vers 6. Pour la vitesse de convergence, on utilise
le théoreme de la limite centrale. Les variables X; étant de carré intégrable et de
variance commune 6%/12,

V12n (X1+---+Xn 9> c

0 o 9 —)n_woGNNl(O,l).

Comme la fonction ¢(x) = fz/+/3 est continue, on en déduit que

vi2n (X1 +---4+ X, 60 0G 62
Qn( 1 )) ihHooSO(G):%NNlmag)-

\/E(Mn_m =@ ( n 9

La convergence de M, vers # a donc lieu a la vitesse 1/y/n.

8. L’automobiliste doit-il préférer 7, ou M, pour estimer rapidement 6 ?
La convergence de Z,, étant en 1/n tandis que celle de M, est en 1//n, l'utilisation
de Z,, est préférable.
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10.6 Vecteurs gaussiens

Corrigé de ’exercice 6.3.1. Comme X et Y sont des gaussiennes réelles indépendantes,
le vecteur (X,Y") est gaussien de méme que le vecteur (X +Y, X —Y') qui s’en déduit par
transformation linéaire. Les coordonnées X + Y et X — Y sont dont indépendantes si et
seulement si

0=Cov(X+Y,X -Y) = Var(X) — Var(Y),

c’est-a-dire si X et Y ont méme variance.
Corrigé de ’exercice 6.3.5. Soit Xi,..., X, des variables aléatoires réelles [.I.D. et

de carré intégrab_le telles que la moyenne empirique X,, = %Z?Zl X et la variable S2 =
5 27 (X — X,)? sont indépendantes.

1. Vérifier que 52 = ZX2 Z X, X}, et en déduire E(S?).

]kl

k#j
On a

Xn: ZXQ—ZX ZX+n ZXQ—nX

j=1
:ZIXf—%Zmﬁ SR
j=

3,k=1 j=1 k=1
k#j

On en déduit Pexpression voulue de S2. Ainsi,

n

Z]E (X2) - — 2 w =) O (ECN))? = B(XE) — (B(X)? = Var(X,),

n —1
Jyk=1
k#j

2. En utilisant I’hypothése d’indépendance, exprimer E(S2e™"X~) en fonction
de Var(X;) et de la fonction caractéristique commune des X; que l’on
notera ®.

Par indépendance de X,, et S? puis par le caractere 1.I.D. des X, on obtient

E(S2e™mXn) = E(S?)E (H ei“XJ) = Var(X)(®x (u))".

3. Montrer par ailleurs que

E(Spe™*") = B(XTe™ ) (@x (u)" " = (B(X1e"¥))*(@x (u)" >

En utilisant expression de S2 obtenue a la question 1 et le caracteére LI.D. des X,
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on obtient

E(Siewn)?n) _ %iE (X]Qﬁ€WXk> - ZE (X XkH quz)
k=1

j=1 G.k=1
k#]

n

_ (Px ()" Z E (X2%)

(u U U,
(o) 5B (%) 3 (e
J k=1

k#j
= E(X7e™) (@x (u)" ™ — (E(X1e™))* (P ()"

4. Remarquer que E(X;e™*1) et E(X?Ze™X1) s’expriment simplement a
l’aide des deux premieres dérivées de ®x et en déduire une équation
différentielle satisfaite par cette fonction.

D’apres la preuve du lemme 5.3.5, &' (u) = iE(X 1) et &% (u) = —E(X7e™X1).
Avec les deux questions précédentes, on en déduit que

Var(Xp)(Px (u)* = =% (u)Px (u) + (Py (u))™.

5. Poser f(u) = ®'(u)/Px(u) et calculer f'(u). En déduire ®x puis la loi com-
mune des Xj.

On a f'(u) = q>/’l‘(“)q>’;(2)( ;cbX(u) Avec DPéquation différentielle de la question

précédente, on en déduit que f'(u) = —Var(X;). En intégrant, il vient

Py (u) _ Px(0) E(X1)
() By (0) ar( X7 )u . ar(X1)u
En intégrant une nouvelle fois, on obtient
Var (X, )u?
In(®x(u)) = In(Px(0)) + wk(X;) — M.
Comme ®x(0) = 1, on conclut que ®x(u) = ei“E(Xl)’w, c’est-a-dire que les

X; sont distribuées suivant la loi normale N (E(X7), Var(X7)).

10.7 Estimateurs

Corrigé de I’exercice 7.4.2. Comme E(>""  a,X;) = p> ., a;, Vestimateur . | a; X
est sans biais si et seulement, si Z? , a; = 1. L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique alors
que i a2 > (300, a;)’ =1 L avec égalité si et seulement si les a; valent tous <. Comme

n 2 _ 1
Var (3 a; X ) =02y " az, ‘on conclut que la moyenne empirique X, ZZ 1 X est
I'estimateur linéaire et sans biais de y de variance minimale.

Corrigé du probleme 7.4.8. On s’intéresse a la durée de vie de deux composants
électroniques se trouvant sur un systeme solidaire. Si I'un des deux composants tombe en
panne, le systeme tout entier doit étre changé. Les durées de vie de ces deux composants
sont modélisées par 'intermédiaire de variables aléatoires exponentielles de parametres A
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et p indépendantes. Formellement, on considere un n-échantillon I.I.D. (Xy,..., X)) d
loi £()A) et un n-échantillon L.I.D. (Y3,...,Y,), indépendant du précédent, de loi £(u) ou
A>0et pu>0.

On observe seulement la durée de vie du composant qui est tombé en panne et donc le n-

échantillon 11D, (Zy,W1),. .., (Zn, Wy) ot Z; = min(X;,Y;) et W = { é : g - i/(

1. Donner les lois de Z; et W,.
Pour tout z > 0, Py ) (Z; < 2) = 1 =P ) (min(X;,Y;) > 2) = 1 —exp(—(A+p)z2).
Ainsi, Z; ~ E(A + p). Par ailleurs,
Poyy Wi =1) = Py (X <Y) =[5 [[7 pex )dy] Aexp(—Az)dr = 2=
(Ao ) ( 0 pexp(—py)dy P P

et W; ~ B(HM)

2. Montrer que les variables Z; et W; sont indépendantes (on pourra calculer
Eow(f(Z:)g(W;)) pour f,g: R — R bornées).
En décomposant sur les valeurs prises par W;, il vient

Eo (f(Z)g(Wi) = g(DE @ (F(Z)1wi=1y) + 9(0) B (F(Zi)1w,=0y) -
Or
)lix<vi})

Eov (F(Zi)Lwi=1) = Eou (F(X
/f U HeXp(_My)dy})\exp(—)\x)dx

HM/f (At 1) exp(—(A + p)a)de

A
At

Et de méme Ey ) (f(Zi)1iwiz1y) = siEouw (f(Zi)). On conclut que
Eovw (f(Zi)gWi)) = B (f(Zi) X By (9(W3))

ce qui assure I'indépendance de Z; et W;.

B (F(Z:)) -

Les variables aléatoires Z; et W; étant indépendantes, la vraisemblance du n-échantillon
(Z1,W1), ..., (Zn, W) est définie comme étant le produit de la vraisemblance du n-
échantillon 71, ..., Z, par la vraisemblance du n-échantillon Wy, ... W,,. Dans les ques-
tions 3 a 7, on suppose que la loi de la durée de vie du second composant est connue i.e.
que 4 est connu.
3. Donner I’Estimateur du Maximum de Vraisemblance 5\n de ).
La vraisemblance et la log-vraisemblance du modele sont respectivement

n

pa((z,w), (A, 1)) = exp ( ~A ) Z) AR

i=1

L((z,w), (A, p) = —=(A+ p) Zzl—l—szln (n—Zwi> In(pu).

i=1

La fonction 22 ((z,w), (A, 1)) = — 31, zi+ £ S_i, w; est décroissante en A et telle
que

O (o), (A1) = 0 A = 2z
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On en déduit que I'Estimateur du Maximum de Vraisemblance de \ est Ap = i1 2/1 :

i1
4. Montrer que S\n est fortement convergent.
D’apres la Loi Forte des Grands Nombres, sous Py, lorsque n — +o0,

1 — s, A 1 — P |
=3 WS et =Y Z; 2% ——
e At p o At

Ainsi, A, 25\,

5. Calculer EA(Xn) et en déduire que E,\(;\n) tend vers )\ lorsque n tend vers
Iinfini.
Sous Py, > Z; ~ I'(n, A + p) d apres la proposition 3.4.4. Cette somme est

indépendante de Y ' | W; ~ B(n, A+ ). Donc

Ex(An) = E, (Z WZ‘) i (ﬁ)

nA ool dz
_ X+ )2 1 —(>\+M)Z
A+ /0 z( n'z ['(n)

~ nAl'(n—1) +oo nelon-2 —Ope @2 mA
- T T /0 (At p)ate Tn—1) n-1

Donc 5\,1 est un estimateur biaisé de \ et tel que EA(S\H) tend vers A lorsque n tend
vers 1'infini.

6. Vérifier que A, est asymptotiquement normal et que sa variance asymp-
totique est égale a ’inverse de ’'information de Fisher.
On a

Vi, — ) :—X—Z

avec Z, = =% "' Z; qui converge presque strement vers E,(Z;) = ﬁ sous Py
d’apres la 101 forte des grands nombres. Sous P,, les variables aléatoires W; — \Z;
sont [.I.D., centrées et de variance

D )
A+p)? (A+p)? A

Vary(W; — A\Z;) = Vary(W;) + A*Vary(Z;) =

D’apres le theoreme de la limite centrale f Yo (Wi — AZ;) converge en loi vers
~ N (0, 2= s A). On déduit du théoréme de Slutsky que \/n(\, — A) converge en

loi vers (A 4 )G ~ Ni(0, \(A 4 11)). Donc A, est asymptotiquement normal et sa
variance asymptotique est égale éL AN+ p).
Comme g/\Q ((z1,w1), (A, 1)) = =53, l'information de Fisher est

W, A 1
m):—EA( Az) EEECEI b TEIn

7. Donner un intervalle de confiance bilatéral symétrique asymptotique de
niveau 1 — o pour A\.
D’apres les questions précédentes, sous PPy,

Vi = A) =55 N0, A+ 1)) et An(An + 1) 255 A + )
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ce qui, avec le théoreme de Slutsky, entraine que 3 (X” +#)(5\n -\ N N1(0,1).

Comme dans I'exemple 7.3.10, on en déduit que si ¢, désigne le quantile d’ordre r
de la loi normale centrée réduite, alors

E\ 5\n j\n—i_ 1 5\n S\n—i_
An — ¢1—%\/ %7)\114_@51—%‘/ %

est un intervalle de confiance bilatéral symétrique asymptotique pour A de niveau
1—a.

~

Donner I’Estimateur du Maximum de Vraisemblance (\,,f,) de (A, pu).

A fixé, I,((z,w), (A, 1)) est maximum pour A = % et vaut alors
S, (m (%T“’) - 1) () avee f() = —p S0,z (n — S w;) In(p). La
fonction f/'(pn) = —>"1" 2z + i (n— >, w;) est décroissante et s’annule pour p =
% On conclut donc que PFEMV de (\, p) est (S\n, fin) = <§:§=:11VZVZ, ”‘Z%Ejlsz)

10.8 Tests d’hypotheses

Corrigé de I’exercice 8.3.1. On se place dans le modele exponentiel P = {£(6),60 > 0}.
1. Rappeler Ey(X;).

e —0zx —0x1+00 e —0x 1 1
Eo(X3) = Ore " dr = [—xe™ 7|3 + e dr =0+ 9=
0 0

2. En remarquant que 20(X; +...+ X,) ~ x*(2n) construire un test de niveau

a pour Hy={0="0p} et H = {0 # 6,}.
AN. :n=15, &, = 147, 6y = 1, a = 5%.
Soit f : R — R bornée.

+oo +oo 1
Fo(f(20X1)) = f(20x)0e % dx = f(y)§e—y/2dy.

0 0

Donc, sous Py, les variables 20.X; sont I.LD. suivant la loi £(3) = I'(1, 5). D’apres
la proposition 3.4.4, sous Py, 20(X; + ...+ X,,) ~ I'(n, 3) = x*(2n).

On choisit comme statistique de test ¢, = 205(X1+. ..+ X,,). Sous Hy, ¢, ~ x*(2n).
Sous H;, comme (, = %0 x 20(X1 + ...+ X,,), cette statistique va avoir tendance
a prendre des valeurs plus petites ou plus grandes que sous Hy. On choisit donc
W={¢ ¢ [Xgn%,xgn’l_%]} ol 3, désigne le quantile d’ordre  de la loi x*(2n).

A.N. : (P = 44.1 et d’apres la table du paragraphe 11.3, X352 = 16.79 et
X30.0.075 = 46.98. On accepte donc Hy au niveau 5%.

Tester maintenant Hy, = {0 > 6,} contre H, = {6 < 6,}.

On conserve la méme statistique de test mais la nouvelle région critique est W =
{Cn > X%n,l—a}'

A.N. : Comme X§070_95 = 43.77, on rejette maintenant Hy au niveau 5%. Notons
que la p-valeur du test est comprise entre 2.5% et 5%
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Corrigé de l’exercice 8.3.5. On désire étudier la répartition des naissances suivant le
type du jour dans la semaine (jours ouvrables ou week-end) et suivant le mode d’accouche-
ment (naturel ou par césarienne). Les données proviennent du “National Vital Statistics
Report” et concernent les naissances aux USA en 1997.

Naissances | Naturelles | César. Total Naissances | Naturelles | César. Total
J.O. 2331536 | 663540 || 2995076 J.O. 60.6 % | 17.3 % 77.9%
W.E. 715085 | 135493 850578 W.E. 18.6 % 3.5 % 22.1%

] Total \ 3046621 \ 799033 H 3845654 ‘ ] Total \ 79.2 % \ 20.8 % H 100.0% \

1. Tester au niveau 0.001 ’hypotheése d’indépendance entre le type du jour
de naissance (jour ouvrable ou week-end) et le mode d’accouchement
(naturel ou césarienne). Les fréquences observées sont p; = 0.779, py = 0.221,
pn = 0.792, pc = 0.208, pyn = 0.606, pjc = 0.173, pywy = 0.186 et pye = 0.035 ou
les indices J, W, N, C signifient respectivement jour ouvrable, week-end, naissance
naturelle, naissance par césarienne. On en déduit que p;py = 0.617, pypc = 0.162,
pwpn = 0.175 et pypc = 0.046. La statistique de test pour le test d’indépendance
est (§%i5654 = 16401.3. D’aprés la table du paragraphe 11.3, x3 999 = 10.83. On
rejette donc, au niveau 0.001, I’hypothese d’indépendance entre le type du jour de
naissance et le mode d’accouchement. Il y a plus de naissance par césarienne les
jours ouvrables que les week-ends.

2. On désire savoir s’il existe une évolution significative dans la répartition
des naissances par rapport A 1996. Tester au niveau 0.01 si p = p°, o1 p°
correspond aux données de 1996 :

Naissances | Naturelles | Césariennes
J.O. 60.5 % 17.0 %
W.E. 18.9 % 3.6 %

La statistique pour le test d’adéquation a la loi p° est (§55s654 = 499.9. Comme
Xao'gg = 6.25, on accepte 'hypothese d’une évolution significative dans la répartition
des naissances. Comme X§70'999 = 16.27 , la p-valeur du test est bien plus petite que
0.001. En fait la taille de I’échantillon est suffisamment importante pour qu'une
modification faible des proportions soit significative.

10.9 Reégression linéaire

Corrigé de l’exercice 9.3.2. On souhaite tester ’égalité des moyennes de k échantillons
gaussiens. Pour ¢ € {1,...,k} et j € {1,...,n;}, on note X, ; la j-eme valeur du i-eme
échantillon et on suppose que

Xij =i + €5
ol les variables ¢;; sont L.ID. suivant la loi normale N;(0,0?) centrée de variance o2.
Par exemple X;; peut représenter le rendement dans la j-eme parcelle ensemencée avec
I’espece de blé i. La question de 1’égalité des moyennes p; des échantillons revient alors a

savoir si les différentes especes de blé sont équivalentes en termes de rendement. On pose

X - (Xl,la--'7X1,n17X2,17"'7X2,n27-'-7Xk,la---7Xk,nk)*

£ = (81,17'"ng,nu‘g?,lu"'752,n27"' 7€k,17"'7€k,n1€)* )
_ *

H = (Ml)'"7“17:“’27‘"7”27"‘)”]%"‘7”/6)
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ou u; apparait n; fois si bien que le modele se récrit . Enfin, on note n =

Zlenk’a E = {(ylv"'ay17y27"'7y27"'ayk’a"'7yk)* : (y17~-'7yk) € Rk} ol Yi apparait
n; fois et H = {(z,...,2)" : z € R} ou z apparait n fois.

1.

Donner I’Estimateur du Maximum de Vraisemblance de 0 = (u,0?).
La vraisemblance et la log-vraisemblance du modele sont

1 __1 <k g zii— i2
pn(:E?(:qu'z)) = W@ 202 7/=1ZJ:1( M) = W@

1 _lz—p?
202

2
n n T —p
L(, (1, 0%)) = —Eln(%) -5 In(0®) — %‘

Ao?>0 fixé, la log-vraisemblance est maximale pour y € E qui minimise |z — ju/?
N |a:7:tE\2
2

et comme dans le paragraphe 9.1, on conclut que 'EMV de (u, 0?) est (Xg, M)

n

c’est-a-dire pour = xg. Elle vaut alors f(0?) ot f(A) = —%In(27)—% In(\)

. Vérifier que Xp = (X;,..., X1, Xo,..., Xo ,..., Xk ,..., X} )" ol pour i €

{1,...,k}, X;. = %Z?:l X, ; apparait n; fois. Déterminer Xy.
Le vecteur Z = (Xi,.... X1, X0 ,..., Xo ..., Xy ,..., X} )* appartient a FE.
Pour y = (y1, ..., ¥1,Y2, - Y2, -+, Yk, - -, Yp)* € E, 00 a

ng ng

k k ng
y(X —2) = Zyi Z(Xi,j - X;.) = Z?Ji Z <Xi,j - anle>
i=1  j=1 i=1  j=1 t=1
k n; n;
= Zyi <Z Xij— ZXi,l> =0.
i=1 j=1 =1

On en déduit que Z est la projection orthogonale de X sur E c’est-a-dire que
Xg = Z. De méme, on montre que Xy = (X _,..., X )*ouX = % Zle Z;”:l Xij
apparait n fois.

Quelle est la loi de (| X — Xg|*/0?, | Xg — Xy|*/0?) sous Hy = { € H}? En
[ Xe — Xul*/(k—1)
| X — Xg|?/(n— k)

deduire que sous Hj le rapport F' = suit la loi de Fisher

‘kal,nfk'

Les variables aléatoires € — eg et e — ey sont respectivement les projections or-
thogonales de ¢ sur 'orthogonal de E de dimension n — k et sur 'orthogonal de
H dans F de dimension k£ — 1. On déduit alors du théoreme de Cochran 6.2.3 que
le —eg|/0? et |eg — ex|?/o? sont des variables aléatoires indépendantes respective-
ment distribuées suivant les lois du x? & n — k degrés de liberté et & k — 1 degrés de
liberté. Donc le rapport % suit la loi de Fischer Fy_; ;. Comme p € E,
Xpg=pu+egete—cg=X—Xg. Sous Hy, p € H et Xy = p+ ey, ce qui assure
que eg —eg = Xg — Xpg et donc que le rapport précédent est égal a F'.

Pourquoi les variables aléatoires | Xp— Xy |* et F prennent-elles des valeurs
plus grandes sous H; = {u ¢ H} que sous Hj?
L’argument est le méme que celui donné dans la remarque 9.2.1.

En déduire la région critique du test.
On choisit comme région critique W = {F > Fy_1 n—k1-a} OU Fi_1n—k, désigne le
quantile d’ordre 7 de la loi de Fisher Fj_; ,_; et « le niveau du test.
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6. Application : on souhaite tester, pour une chaine de magasins, les poli-
tiques de publicité suivantes :

A : aucune publicité
B : tracts distribués dans le voisinage
C : tracts distribués et annonces dans les journaux.

On sélectionne 18 magasins divisés au hasard en 3 groupes de 6, et chaque
groupe applique 'une des politiques de publicité. On enregistre ensuite
les ventes cumulées sur un mois pour chaque magasin, et on obtient les
moyennes et écart-types empiriques suivants (en milliers d’euros) :

A B C
X [ 130.17 | 139.5 | 169.17
S| 857 |14.71] 18.23

ou, par exemple, pour le groupe A d’effectif ny, = 6,

R

D (Xa;— Xa)2

J=1

_ 1 <&

X4 = E;XAJ, Sa = P
On suppose que les observations pour chaque groupe sont gaussiennes,
de moyennes respectives ji4, /15, tic €t de méme variance o2. Tester ’hy-
pothése nulle “il n’existe aucune différence entre les politiques de publi-
cité” au niveau 5%. Evaluer approximativement la p-valeur.

On a |X — Xg|> =5(54 + S% + S%) = 3110.8. La moyenne des ventes sur tous les
magasins est X = £(X, + Xp + X¢) = 146.28, ce qui entraine que [Xp — Xp|? =
6+ (Xa—X)?+ (Xp—X)?+ (Xe— X)?) = 4976.72. Ainsi F°* = 12. D’apres
la table du paragraphe 11.5, F3 15095 = 3.68. On rejette donc I'hypothese nulle au
niveau 5%. Comme F3 15099 = 6.36, la p-valeur est inférieure a 1%.
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Chapitre 11

Tables statistiques

Les tables qui suivent ont été générées a ’aide du logiciel Scilab.

11.1 Quantiles de la loi N{(0,1)

Soit X ~ N7(0,1). On pose

2| 2 ZL _P(X]|>z) = a.
/m \ 2T (’ |_ )

La table donne les valeurs de x en fonction
de a. Par exemple P(]X| > 0.6280) ~ 0.53.

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 00 2.5758 | 2.3263 | 2.1701 | 2.0537 | 1.9600 | 1.8808 | 1.8119 | 1.7507 | 1.6954
0.1 | 1.6449 | 1.5982 | 1.5548 | 1.5141 | 1.4758 | 1.4395 | 1.4051 | 1.3722 | 1.3408 | 1.3106
0.2 | 1.2816 | 1.2536 | 1.2265 | 1.2004 | 1.1750 | 1.1503 | 1.1264 | 1.1031 | 1.0803 | 1.0581
0.3 | 1.0364 | 1.0152 | 0.9945 | 0.9741 | 0.9542 | 0.9346 | 0.9154 | 0.8965 | 0.8779 | 0.8596
0.4 | 0.8416 | 0.8239 | 0.8064 | 0.7892 | 0.7722 | 0.7554 | 0.7388 | 0.7225 | 0.7063 | 0.6903
0.5 | 0.6745 | 0.6588 | 0.6433 0.6128 | 0.5978 | 0.5828 | 0.5681 | 0.5534 | 0.5388
0.6 | 0.5244 | 0.5101 | 0.4959 | 0.4817 | 0.4677 | 0.4538 | 0.4399 | 0.4261 | 0.4125 | 0.3989
0.7 | 0.3853 | 0.3719 | 0.3585 | 0.3451 | 0.3319 | 0.3186 | 0.3055 | 0.2924 | 0.2793 | 0.2663
0.8 | 0.2533 | 0.2404 | 0.2275 | 0.2147 | 0.2019 | 0.1891 | 0.1764 | 0.1637 | 0.1510 | 0.1383
0.9 | 0.1257 | 0.1130 | 0.1004 | 0.0878 | 0.0753 | 0.0627 | 0.0502 | 0.0376 | 0.0251 | 0.0125

179




180 CHAPITRE 11. TABLES STATISTIQUES

11.2 Fonction de répartition de la loi N{(0, 1)

Soit X ~ N;(0,1). On pose

¥ d
/ oV \/% ~P(X <z)=a.

La table suivante donne les valeurs de 1 — « pour les grandes valeurs de .

T 2 3 4 3 6 7

10

1—a | 2.28e-02 | 1.35e-03 | 3.17e-05 | 2.87e-07 | 9.87e-10 | 1.28e-12

6.22e-16

1.13e-19

7.62e-24
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11.3 Quantiles de la loi du y?

Soit X,, ~ x%(n). On pose

o0
1 51 ,-y/2
2 d :IP)Xn> = Q.
/. on/2(nj2) Y © y=PXn22)=a

La table donne les valeurs de = en fonction
de n et a. Par exemple P(Xg > 20.09) ~
0.01.

n\a | 0.990 | 0.975 | 0.950 | 0.900 | 0.100 | 0.050 | 0.025 | 0.010 | 0.001
1| 0.0002 | 0.0010 | 0.0039 | 0.0158 | 2.71 | 3.84 | 5.02 | 6.63 | 10.83
2 | 002 | 005 | 010 | 021 | 461 | 599 | 7.38 | 9.21 | 13.82
3 | 011 | 022 | 035 | 058 | 625 | 7.81 | 9.35 | 11.34 | 16.27
4 | 030 | 048 | 071 | 1.06 | 7.78 | 9.49 | 11.14 | 13.28 | 1847
5 | 055 | 0.83 | 115 | 161 | 924 [ 11.07 | 12.83 | 15.09 | 20.52
6 | 087 | 124 | 1.64 | 220 | 10.64 | 12.59 | 14.45 | 16.81 | 22.46
7| 124 | 169 | 217 | 2.83 | 12,02 | 14.07 | 16.01 | 18.48 | 24.32
8§ | 165 | 218 | 273 | 349 |13.36 | 15.51 | 17.53 26.12
9 | 200 | 270 | 3.33 | 417 | 1468 | 16.92 | 19.02 | 21.67 | 27.88
10 | 256 | 3.25 | 394 | 487 | 1599 | 18.31 | 2048 | 23.21 | 29.59

11 3.05 3.82 4.57 5.58 | 17.28 | 19.68 | 21.92 | 24.72 | 31.26
12 3.57 4.40 9.23 6.30 | 18.55 | 21.03 | 23.34 | 26.22 | 3291
13 4.11 5.01 5.89 7.04 | 19.81 | 22.36 | 24.74 | 27.69 | 34.53
14 4.66 5.63 6.57 7.79 | 21.06 | 23.68 | 26.12 | 29.14 | 36.12
15 5.23 6.26 7.26 8.55 | 22.31 | 25.00 | 27.49 | 30.58 | 37.70
16 5.81 6.91 7.96 9.31 | 23.54 | 26.30 | 28.85 | 32.00 | 39.25
17 6.41 7.56 8.67 10.09 | 24.77 | 27.59 | 30.19 | 33.41 | 40.79
18 7.01 8.23 9.39 10.86 | 25.99 | 28.87 | 31.53 | 34.81 | 42.31
19 7.63 8.91 10.12 | 11.65 | 27.20 | 30.14 | 32.85 | 36.19 | 43.82
20 8.26 9.59 10.85 | 12.44 | 28.41 | 31.41 | 34.17 | 37.57 | 45.31

21 8.90 10.28 | 11.59 | 13.24 | 29.62 | 32.67 | 35.48 | 38.93 | 46.80
22 9.54 10.98 | 12.34 | 14.04 | 30.81 | 33.92 | 36.78 | 40.29 | 48.27
23 10.20 | 11.69 | 13.09 | 14.85 | 32.01 | 35.17 | 38.08 | 41.64 | 49.73
24 10.86 | 12.40 | 13.85 | 15.66 | 33.20 | 36.42 | 39.36 | 42.98 | 51.18
25 11.52 13.12 | 14.61 16.47 | 34.38 | 37.65 | 40.65 | 44.31 | 52.62
26 12.20 | 13.84 | 15.38 | 17.29 | 35.56 | 38.89 | 41.92 | 45.64 | 54.05
27 12.88 | 14.57 | 16.15 | 18.11 | 36.74 | 40.11 | 43.19 | 46.96 | 55.48
28 13.56 | 15.31 16.93 | 18.94 | 37.92 | 41.34 | 44.46 | 48.28 | 56.89
29 14.26 | 16.05 17.71 19.77 | 39.09 | 42.56 | 45.72 | 49.59 | 58.30
30 14.95 16.79 | 18.49 | 20.60 | 40.26 | 43.77 | 46.98 | 50.89 | 59.70

c
Lorsque n > 30, on peut utiliser 'approximation v/2X, —v/2n —1 =~ G ~ N;(0,1) (voir
I'exercice 5.5.15) qui assure que pour = > 0,

P(X, > z) =P(\/2X, —vV2n — 1> V22 —2n — 1) ~ P(G > V2z — /2n — 1).
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11.4 Quantiles de la loi de Student

Soit X,, ~ t(n). On pose

*T((n+1)/2) 1
¢ V™ I(n/2) (1 N £><n+1>/2

dy =P(|X,| > 1) = a.

n

a2 a2
La table donne les valeurs de ¢ en fonction mm;ﬂﬂ]]ﬂm mmm;m
de n et . Par exemple P(| Xg| > 2.086) ~ 0
0.05.

n\a 0.900 | 0.800 | 0.700 | 0.600 | 0.500 | 0.400 | 0.300 | 0.200 | 0.100 0.050 0.020 0.010 0.001
1 0.158 | 0.325 | 0.510 | 0.727 | 1.000 | 1.376 | 1.963 | 3.078 | 6.314 | 12.706 | 31.821 | 63.657 | 636.619
2 0.142 | 0.289 | 0.445 | 0.617 | 0.816 | 1.061 | 1.386 | 1.886 | 2.920 | 4.303 6.965 9.925 31.599
3 0.137 | 0.277 | 0.424 | 0.584 | 0.765 | 0.978 | 1.250 | 1.638 | 2.353 3.182 4.541 5.841 12.924
4 0.134 | 0.271 | 0.414 | 0.569 | 0.741 | 0.941 | 1.190 | 1.533 | 2.132 2.776 3.747 4.604 8.610
5 0.132 | 0.267 | 0.408 | 0.559 | 0.727 | 0.920 | 1.156 | 1.476 | 2.015 2.571 3.365 4.032 6.869
6 0.131 | 0.265 | 0.404 | 0.553 | 0.718 | 0.906 | 1.134 | 1.440 | 1.943 2.447 3.143 3.707 5.959
7 0.130 | 0.263 | 0.402 | 0.549 | 0.711 | 0.896 | 1.119 | 1.415 | 1.895 2.365 2.998 3.499 5.408
8 0.130 | 0.262 | 0.399 | 0.546 | 0.706 | 0.889 | 1.108 | 1.397 | 1.860 | 2.306 2.896 3.355 5.041
9 0.129 | 0.261 | 0.398 | 0.543 | 0.703 | 0.883 | 1.100 | 1.383 | 1.833 | 2.262 2.821 3.250 4.781
10 0.129 | 0.260 | 0.397 | 0.542 | 0.700 | 0.879 | 1.093 | 1.372 | 1.812 2.228 2.764 3.169 4.587
11 0.129 | 0.260 | 0.396 | 0.540 | 0.697 | 0.876 | 1.088 | 1.363 | 1.796 2.201 2.718 3.106 4.437
12 0.128 | 0.259 | 0.395 | 0.539 | 0.695 | 0.873 | 1.083 | 1.356 | 1.782 2.179 2.681 3.055 4.318
13 0.128 | 0.259 | 0.394 | 0.538 | 0.694 | 0.870 | 1.079 | 1.350 | 1.771 2.160 2.650 3.012 4.221
14 0.128 | 0.258 | 0.393 | 0.537 | 0.692 | 0.868 | 1.076 | 1.345 | 1.761 2.145 2.624 2.977 4.140
15 0.128 | 0.258 | 0.393 | 0.536 | 0.691 | 0.866 | 1.074 | 1.341 | 1.753 2.131 2.602 2.947 4.073
16 0.128 | 0.258 | 0.392 | 0.535 | 0.690 | 0.865 | 1.071 | 1.337 | 1.746 2.120 2.583 2.921 4.015
17 | 0.128 | 0.257 | 0.392 | 0.534 | 0.689 | 0.863 | 1.069 | 1.333 | 1.740 | 2.110 2.567 2.898 3.965
18 0.127 | 0.257 | 0.392 | 0.534 | 0.688 | 0.862 | 1.067 | 1.330 | 1.734 | 2.101 2.552 2.878 3.922
19 0.127 | 0.257 | 0.391 | 0.533 | 0.688 | 0.861 | 1.066 | 1.328 | 1.729 | 2.093 2.539 2.861 3.883
20 0.127 | 0.257 | 0.391 | 0.533 | 0.687 | 0.860 | 1.064 | 1.325 | 1.725 2.528 2.845 3.850
21 0.127 | 0.257 | 0.391 | 0.532 | 0.686 | 0.859 | 1.063 | 1.323 | 1.721 2.080 2.518 2.831 3.819
22 0.127 | 0.256 | 0.390 | 0.532 | 0.686 | 0.858 | 1.061 | 1.321 | 1.717 | 2.074 2.508 2.819 3.792
23 0.127 | 0.256 | 0.390 | 0.532 | 0.685 | 0.858 | 1.060 | 1.319 | 1.714 | 2.069 2.500 2.807 3.768
24 | 0.127 | 0.256 | 0.390 | 0.531 | 0.685 | 0.857 | 1.059 | 1.318 | 1.711 2.064 2.492 2.797 3.745
25 0.127 | 0.256 | 0.390 | 0.531 | 0.684 | 0.856 | 1.058 | 1.316 | 1.708 2.060 2.485 2.787 3.725
26 0.127 | 0.256 | 0.390 | 0.531 | 0.684 | 0.856 | 1.058 | 1.315 | 1.706 2.056 2.479 2.779 3.707
27 | 0.127 | 0.256 | 0.389 | 0.531 | 0.684 | 0.855 | 1.057 | 1.314 | 1.703 | 2.052 2.473 2.771 3.690
28 0.127 | 0.256 | 0.389 | 0.530 | 0.683 | 0.855 | 1.056 | 1.313 | 1.701 2.048 2.467 2.763 3.674
29 0.127 | 0.256 | 0.389 | 0.530 | 0.683 | 0.854 | 1.055 | 1.311 | 1.699 | 2.045 2.462 2.756 3.659
30 0.127 | 0.256 | 0.389 | 0.530 | 0.683 | 0.854 | 1.055 | 1.310 | 1.697 2.042 2.457 2.750 3.646
40 0.126 | 0.255 | 0.388 | 0.529 | 0.681 | 0.851 | 1.050 | 1.303 | 1.684 2.021 2.423 2.704 3.551
80 0.126 | 0.254 | 0.387 | 0.526 | 0.678 | 0.846 | 1.043 | 1.292 | 1.664 1.990 2.374 2.639 3.416
120 | 0.126 | 0.254 | 0.386 | 0.526 | 0.677 | 0.845 | 1.041 | 1.289 | 1.658 1.980 2.358 2.617 3.373
00 0.126 | 0.253 | 0.385 | 0.524 | 0.674 | 0.842 | 1.036 | 1.282 | 1.645 1.960 2.326 2.576 3.291
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11.5 Quantiles de la loi de Fisher (ou Fisher-

Snedecor)

Soit X, ,, une v.a. de loi de Fisher de pa-
rametre (n,m). On pose

P(Xum > f) =

La table donne les valeurs de ¢ en fonction
de n,m et a € {0,05;0,01}. Par exemple
IP)(X4’20 > 443) ~ 0.01.

’ \ n=1 \ n=2 \ n=23 n=4 n=>5
m | a«=0.05| a=0.01 | aa=0.05| o =0.01 | a=0.05| o =0.01 | «=0.05| o =0.01 | &« =0.05| a=0.01
1 | 161.45 | 4052.18 | 199.50 | 4999.50 | 215.71 | 5403.35 | 224.58 | 5624.58 | 230.16 | 5763.65
2 | 1851 | 9850 | 19.00 | 99.00 | 19.16 | 99.17 | 1925 | 99.25 | 19.30 | 99.30
3 ] 1013 | 3412 9.55 30.82 9.28 29.46 9.12 28.71 9.01 28.24
4 7.71 21.20 6.94 18.00 6.59 16.69 6.39 15.98 6.26 15.52
5 6.61 16.26 5.79 13.27 5.41 12.06 5.19 11.39 5.05 10.97
6 5.99 13.75 5.14 10.92 4.76 9.78 4.53 9.15 4.39 8.75
7 | 559 12.25 4.74 9.55 4.35 8.45 4.12 7.85 3.97 7.46
8 5.32 11.26 4.46 8.65 4.07 7.59 3.84 7.01 3.69 6.63
9 5.12 10.56 4.26 8.02 3.86 6.99 3.63 6.42 3.48 6.06
10 | 4.96 10.04 4.10 7.56 3.71 6.55 3.48 5.99 3.33 5.64
11 | 484 9.65 3.98 7.21 3.59 6.22 3.36 5.67 3.20 5.32
12 | 475 9.33 3.89 6.93 3.49 5.95 3.26 5.41 3.11 5.06
13 | 467 9.07 3.81 6.70 3.41 5.74 3.18 5.21 3.03 4.86
14 | 4.60 8.86 3.74 6.51 3.34 5.56 3.11 5.04 2.96 4.69
15 | 454 8.68 3.68 6.36 3.29 5.42 3.06 4.89 2.90 4.56
16 | 4.49 8.53 3.63 6.23 3.24 5.29 3.01 4.77 2.85 4.44
17 | 445 8.40 3.59 6.11 3.20 5.18 2.96 4.67 2.81 4.34
18 | 441 8.29 3.55 6.01 3.16 5.09 2.93 4.58 2.77 4.25
19 | 438 8.18 3.52 5.93 3.13 5.01 2.90 4.50 2.74 4.17
20 | 4.35 8.10 3.49 5.85 3.10 4.94 2.87 2.71 4.10
21 | 4.32 8.02 3.47 5.78 3.07 4.87 2.84 4.37 2.68 4.04
22 | 4.30 7.95 3.44 5.72 3.05 4.82 2.82 4.31 2.66 3.99
23 | 4.28 7.88 3.42 5.66 3.03 4.76 2.80 4.26 2.64 3.94
24 | 4.26 7.82 3.40 5.61 3.01 4.72 2.78 4.22 2.62 3.90
25 | 4.24 777 3.39 5.57 2.99 4.68 2.76 4.18 2.60 3.85
26 | 4.23 7.72 3.37 5.53 2.98 4.64 2.74 4.14 2.59 3.82
27 | 4.21 7.68 3.35 5.49 2.96 4.60 2.73 4.11 2.57 3.78
28 | 4.20 7.64 3.34 5.45 2.95 4.57 2.71 4.07 2.56 3.75
29 | 4.8 7.60 3.33 5.42 2.93 4.54 2.70 4.04 2.55 3.73
30 | 417 7.56 3.32 5.39 2.92 4.51 2.69 4.02 2.53 3.70
40 | 4.08 7.31 3.23 5.18 2.84 4.31 2.61 3.83 2.45 3.51
80 | 3.96 6.96 3.11 4.88 2.72 4.04 2.49 3.56 2.33 3.26
120 | 3.92 6.85 3.07 4.79 2.68 3.95 2.45 3.48 2.29 3.17
0o | 3.84 6.63 3.00 4.61 2.60 3.78 2.37 3.32 2.21 3.02
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n==~6 n=2~8 n=12 n =24 n =00
m | a«=0.05| a=0.01 | «=0.05 | a=0.01 | «=0.05| a=0.01 | «=0.05 | «=0.01 | @ =0.05| a=0.01
1 233.99 | 5858.99 | 238.88 | 5981.07 | 243.91 6106.32 | 249.05 | 6234.63 | 254.31 6365.86
2 19.33 99.33 19.37 99.37 19.41 99.42 19.45 99.46 19.50 99.50
3 8.94 27.91 8.85 27.49 8.74 27.05 8.64 26.60 8.53 26.13
4 6.16 15.21 6.04 14.80 5.91 14.37 5.77 13.93 5.63 13.46
5 4.95 10.67 4.82 10.29 4.68 9.89 4.53 9.47 4.36 9.02
6 4.28 8.47 4.15 8.10 4.00 7.72 3.84 7.31 3.67 6.88
7 3.87 7.19 3.73 6.84 3.57 6.47 3.41 6.07 3.23 5.65
8 3.58 6.37 3.44 6.03 3.28 5.67 3.12 5.28 2.93 4.86
9 3.37 5.80 3.23 5.47 3.07 5.11 2.90 4.73 2.71 4.31
10 3.22 5.39 3.07 5.06 2.91 4.71 2.74 4.33 2.54 3.91
11 3.09 5.07 2.95 4.74 2.79 4.40 2.61 4.02 2.40 3.60
12 3.00 4.82 2.85 4.50 2.69 4.16 2.51 3.78 2.30 3.36
13 2.92 4.62 2.77 4.30 2.60 3.96 2.42 3.59 2.21 3.17
14 2.85 4.46 2.70 4.14 2.53 3.80 2.35 3.43 2.13 3.00
15 2.79 4.32 2.64 4.00 2.48 3.67 2.29 3.29 2.07 2.87
16 2.74 4.20 2.59 3.89 2.42 3.55 2.24 3.18 2.01 2.75
17 2.70 4.10 2.55 3.79 2.38 3.46 2.19 3.08 1.96 2.65
18 2.66 4.01 2.51 3.71 2.34 3.37 2.15 3.00 1.92 2.57
19 2.63 3.94 2.48 3.63 2.31 3.30 2.11 2.92 1.88 2.49
20 2.60 3.87 2.45 3.56 2.28 3.23 2.08 2.86 1.84 2.42
21 2.57 3.81 2.42 3.51 2.25 3.17 2.05 2.80 1.81 2.36
22 2.55 3.76 2.40 3.45 2.23 3.12 2.03 2.75 1.78 2.31
23 2.53 3.71 2.37 3.41 2.20 3.07 2.01 2.70 1.76 2.26
24 2.51 3.67 2.36 3.36 2.18 3.03 1.98 2.66 1.73 2.21
25 2.49 3.63 2.34 3.32 2.16 2.99 1.96 2.62 1.71 2.17
26 2.47 3.59 2.32 3.29 2.15 2.96 1.95 2.58 1.69 2.13
27 2.46 3.56 2.31 3.26 2.13 2.93 1.93 2.55 1.67 2.10
28 2.45 3.53 2.29 3.23 2.12 2.90 1.91 2.52 1.65 2.06
29 2.43 3.50 2.28 3.20 2.10 2.87 1.90 2.49 1.64 2.03
30 2.42 3.47 2.27 3.17 2.09 2.84 1.89 2.47 1.62 2.01
40 2.34 3.29 2.18 2.99 2.00 2.66 1.79 2.29 1.51 1.80
80 2.21 3.04 2.06 2.74 1.88 2.42 1.65 2.03 1.32 1.49
120 2.18 2.96 2.02 2.66 1.83 2.34 1.61 1.95 1.25 1.38
%) 2.10 2.80 1.94 2.51 1.75 2.18 1.52 1.79 1.00 1.00
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