Aléatoire PC 5.

Benjamin Jourdain

Exercice 1. Soit (Xj);>1 une suite de variables aléatoires réelles I.I.D. et de carré
. v _ 1\ _1xywm 2 v )2
intégrable, X, = -3 7 | Xjet V,, = 5370 ) X7 — (X,)"
1. Montrer que la suite (V},)n>1 converge presque strement vers une limite & préciser.
Converge-t-elle en moyenne vers cette limite ?

2. Montrer que E(V,,) = “1Var (X;). Comme l'espérance de V,, est différente de
Var (X1), on dit que Vj, est un estimateur biaisé de Var (X;). En revanche, S2 =
—5V,, est un estimateur sans biais.

Exercice 2. Soit (X;);>1 une suite de variables I.I.D. suivant la loi uniforme sur [0, 6] ou
6 > 0. On pose Y,, = max(Xy, Xo,..., Xp).

1. Pour n > 1, calculer la fonction de répartition de Y,,. En déduire que la suite

Y,, converge en probabilité vers #. Converge-t-elle presque stirement ? (on pourra
s’intéresser a la monotonie de (Y;,).)

2. Donner la loi de Y, et calculer E(Y,,), Var(Y;) et E((Y, — 6)?).
Vérifier que Y,, converge en moyenne quadratique vers 6 et retrouver qu’elle converge
également presque stirement vers cette limite.

3. Montrer que Y, a méme loi que OUx olt U ~ U[0,1] et vérifier que n(f — QU%)
converge presque surement vers une limite & préciser.

Exercice 3. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires réelles (i.e. t.q. P(|X,| <

+00) = 1). Montrer qu’il exite une suite (¢,),>1 de R% telle que X” 2% 0.

Exercice 4. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires centrées de carré intégrable
indépendantes et (c;);>1 une suite décroissante de réels strictement positifs. Pour n < m
deux entiers, on pose Y = Em_l(c? J+1)(X1 o+ X2 (X X))
1. Vérifier que E(Y) = ¢2 > i1 E(X2) +2 gE(Xz)
2. Pour k € {n,n+1,...,m} et ¢ > 0, on pose A = {cx| X1 + ... + Xi| > €} et
B = AN ﬂk 1Ac Vérifier que pour j > k, E((X1 + ... + X;)?Bg) > 5. En
k
déduire que E(Y|By) > &2.
3. Vérifier que > " E(Y|By)P(B;) < E(Y) et conclure & I'inégalité de Hajek Renyi :

P (maxpspsm k| X1 + .+ Xil = ) < & (2 T BIXE) + X0 GE(X)).
Var (X;)

J?
- > i1 E(Xf) — 0 lorsque n — oo et en déduire que P ([, cp- {maxy>,, | X > ¢}) =
0. Conclure que X}, converge presque sirement vers 0 lorsque k — oo.

N

4. On pose X} = %Z;?:l X, et on suppose que ZjEN* < +00. Montrer que

Exercice 5. Soit (X;,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes avec X,, ~ B(1).
1. Montrer que la suite (X;),>1 converge en probabilité vers 0.
2. Soit m € N*. Pour [ > m, vérifier que IP’(ﬂn miXn = 0}) = eXn=m m(1=3) Ep

remarquant que pour z €0, 1], In(1—z) < —z, en déduire que lim;_, P(ﬂfl:m{Xn =

0}) = 0 puis que P(,,>,,,{Xn = 0}) = 0 et enfin que P(U,,>1 N>, {Xn = 0}) = 0.
Conclure que P(lim;,, 00 X, = 0) = 0.



Exercice 6. Soit (X});>1 une suite de variables aléatoires réelles de méme loi que X. On
suppose d’abord que X est intégrable.

1. On pose X,, = %Z?:l X;. Exprimer % a laide de X} et Xj_1 et en déduire que

si les X; sont indépendantes, alors % converge presque strement vers 0 lorsque k

tend vers I'infini.

2. On suppose que X est a valeurs dans N. Montrer que E(X) = Z;;OT P(X > j). En

déduire que pour m € N*, Z;;’OI P (% > %) < 400 puis que % converge presque

strement vers 0 lorsque k£ tend vers l'infini.
1

3. Dans les deux cas précédents, conclure que - max(Xi,...,X,) converge presque

strement vers 0 lorsque n tend vers l'infini.
On suppose maintenant que X est une variable aléatoire réelle t.q. E(max(X,0)) < 4o0.
4. Montrer que %max(Xl, ..., Xp) converge presque surement vers 0 lorsque n tend

vers 'infini.

Exercice 7. Soit (X;);>1 une suite de v.a. réelles i.i.d. t.q. lim, o nP(|X1| > n) = 0.

k .
1. En remarquant que X121{\X1|§n} < Zzzl(zj':l 2j)1k—1<|x,|<k}, MONtTET quUE

E[X7?1{x,1<ny] <2> JP(1X1] > j - 1).
j=1

2. En déduire que lim,,_,,, Var (% Z?:l Xj1{|Xj|§n}) =0.

On suppose l'existence de z € R tel que lim, oo E[X11{x,|<n}] = 2.

3. Pour € > 0 et n assez grand pour que [E[X;1x,|<ny] — 2| < §, vérifier que

> g +nP(|X1] > n).

_ 1 <&
P(Xn-a|l2¢) <P ‘n > Xl <ny — B 1x <ny]
=1

Conclure que (X,,)p>1 converge en probabilité vers x lorsque n — oo.
4. Donner un exemple de variable aléatoire X; non intégrable de loi symétrique (i.e.
X1 et —X; ont méme loi) telle que lim,,_,o nP(|X1]| > n) = 0.
Exercice 8. Soit f : [0,1] — R une fonction continue et pour x € [0, 1], soit S¥ ~ B(n,x).
1. Soit a > 0. Montrer que
E([f(Sh/n) = f(z)]) <2 sup |[f(y)IP(|Sh/n—=]=a)+ sup |f(y)— f(2)].

y€[0,1] |y,zE[‘0<,1]
y—z|<a

2. A Taide de I'inégalité de Bienaymé-Chebyshev, en déduire que lorsque n — +o0,
f(SE/n) converge en moyenne vers f(x) uniformément pour = € [0, 1].

3. Conclure que f est limite uniforme sur [0, 1] d’une suite de polynémes (théoreme de
Weierstrass).



