Aléatoire PC 7.

Benjamin Jourdain

Exercice 1. Soit X et Y des variables gaussiennes réelles indépendantes. Donner une
condition nécessaire et suffisante pour que les variables X+Y et X —Y soient indépendantes.

Exercice 2. Soit X une variable gaussienne centrée réduite et € une variable vérifiant
P(e =1) =P(e = —1) = 1/2 indépendantes.

1. Quelleest laloide Y =eX?

2. Donner la matrice de covariance et la fonction caractéristique du vecteur (X,Y).
Ce vecteur est-il gaussien ?

Exercice 3. Soient (X})i>1 une suite de vecteurs aléatoires a valeurs RY i.i.d. de carré
intégrable. On note respectivement p € R? et T' € R¥? leurs vecteur espérance et matrice
de covariance communs. Pour u € R?, on pose Y, = u.X;. On note X,, = %22:1 X
et Y, = %Zzzl Y). Calculer E(Y%) et Var (Yy). Quel est le comportement asymptotique
de \/ﬁ(Yn —u.p) ? En déduire la limite de ® 55 _,)(u) lorsque n — oco. Conclure que
v/n(X,, — p) converge en loi vers une limite & préciser.

Exercice 4. Soit (Xj);>1 une suite de variables aléatoires réelles L.I.D. et de carré

intégrable t.q. Var (X;) > 0 et 3¢ > 0, % £ Xi.

1. Déterminer ¢ a ’aide d’un calcul de variance puis en déduire I'espérance commune

des Xl ?

2. Pour k£ € N*, que peut-on dire de la loi % ?

3. En déduire que les X; sont des variables gaussiennes.

Exercice 5. Soit (G;)jen une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi normale
centré réduite.

1. Déterminer la loi de GZ. En déduire sans calcul celle de G2 + ... + G2 appelée loi
du x? a n degrés de liberté.

n+1

2. Montrer que T, = ——S0— posséde la densité e 1+2) ? appelée
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densité de Student de parametre n. Pour quelles valeurs de o € R, la variable
aléatoire |T,| est-elle intégrable ?

3. Quel est le comportement asymptotique de T}, lorsque n — oo ?

Exercice 6.
Soient X1,...,X, des variables aléatoires I.I.D. suivant la loi N} (u,0?) avec i € R et

o > 0. On pose X,, = %2?21 Xjet Sy, = \/ﬁ D1 (Xj = Xn)2.

1. Quelle est la loi de X, ? Quelle est celle de Y = {(Xi=pt  Xo—uyo

o o

2. Soit eq,..., e, une base orthonormée de R" telle que e; = t(ﬁ, ce ﬁ) et O =

fle1,...,en). Quelle est la loi de Z = OY'?
3. Vérifier que "U—QIS?L = Z;‘L:Q ZJZ. En déduire que cette variable est indépendante de

X, et suit la loi du x? & n — 1 degrés de liberté. Quelle est la loi de \/ﬁxgi;“ ?



Exercice 7. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires réelles I.L.D. et de carré
intégrable.
1. Montrer que (ﬁ(Xn—E( 1)), fzj g1 (X E(Xl))) converge en loi vers
(Y1,Y3) avec Y7 et Yo LID. de loi a préciser.

2. En déduire que v2n(X2,—E(X1))—+/n(X,,—E(X1)) converge en loi vers /2 — v/2Y7.
3. Montrer que lorsque la suite (Z,),>1 converge en probabilité vers une limite Z,
Zon — Zy converge en probabilité vers 0.

4. Conclure que, lorsque Var (X;) > 0, v/n(X,, — E(X1)) ne converge pas en probabi-
lité.

Exercice 8. Soit (Xj)r>1 une suite de variables i.i.d. suivant la loi de Bernoulli de pa-
rametre p €]0,1[ et X, = 1 30| X;.

1. Pour @ > 0, quelle est la limite de P <]X' —-pl<a p m) lorsque n tend vers
Pinfini ?

p(1—p)

2. Montrer que I’événement {|Xn —-pl<a } s’écrit aussi {p € [p1, p2|} ot on

exprimera p; et p2 en fonction de n, X, et « (Indication : on pourra commencer
par écrire cet événement sous la forme {Q(p) < 0} avec @ un polynéme du second
degré).

Exercice 9. Soit X1,..., X, des variables aléatoires réelles I.I.D. et de carré intégrable
telles que la moyenne empirique X,, = %Z?Zl Xj et $2 = L > (X — X,)? sont
indépendantes.

T Z X; X}, et en déduire E(S2).
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2. En utilisant ’hypothése d’indépendance, exprimer E(S%ei“”)_(") en fonction de Var (X7)
et de la fonction caractéristique commune des X; que I'on notera ®x.

3. Montrer par ailleurs que
E(Sgewn)?n) — E(X%GWXI )(I)X (u)nfl . (E(Xleiqu ))2@){ (u)an‘

4. Remarquer que E(X7e™X1) et E(X2Ze?X1) s’expriment simplement & I’aide des deux
premieres dérivées de ® x et en déduire une équation différentielle satisfaite par cette
fonction.

5. Poser f(u) = ®(u)/®x(u) et calculer f'(u). En déduire ®x puis la loi commune
des X;.



