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Probléeme

Notations :

@ U : espace de Hilbert de dimension finie (R"),

e U2 : sous-ensemble convexe fermé non vide de U,
e V : Hilbert dans lequel vivent les contraintes (R™),
°

C : cobne convexe fermé non vide de V,

J : U — R : continue et différentiable (critere),
@ © : U— V: continue et différentiable (contrainte).

Probleme (P) :
min J(u),

ueyad
sous : O(u) € —C.

Ensemble admissible regroupant toutes les contraintes :

Ugt={ue U™ Oe(u)e-C}



Quelques rappels du cours précédent

Soit up € U3 Cc U

@ COne tangent a Ugd en U
TWwUS ={deU|3d — d, Jex L 0 t.q. up+ exdy € U
@ Cone dual positif
(TLUSH)T ={deU| (d,d") >0Vd € T,(Us")}.
Cas Ug" convexe : (T, Ud")" ={d €U | (d,u—u) >0 Yue Us'}.

@ Condition nécessaire d'optimalité

ue Ugd

uf € argminJ(u) = VJ(u) € (Ty Ugd)Jr' J

@ Lemme de Farkas (généralisé)

(deU|AdeK}" = adn(A%q|ge KT).



Condition d'optimalité avec hypothese de qualification

Difficulté : exprimer le dual positif du cone tangent...

o Définition du cone linéarisant a Ugd en ug :
T, Us = {deU|de ToU™ et ©(up).d € Tow,)(—C)}
@ L’inclusion suivante est toujours vraie :
T, Us' c T, Ug".
e Hypothese de qualification des contraintes en 1y (QC) :
T,Ug = TS Ug".

@ Sous (QC), la condition nécessaire d'optimalité devient :

uf € argminJ(u) = VJ(u) € (Tfn Ug)d)Jr-

ue Ugd




Conditions de Karush, Kuhn et Tucker

TL U = {d €U (d,©(uh).d) € T, U x Toye)(~C) }

A.d K

Lemme de Farkas : {d e U|Ad e K}" = adh(A%q| g e K*)

o AN(w,\) =w + (0 (uh)) A,
o Kt = (T, U x (Toun(—0))".

La condition d'optimalité s'écrit donc :

V() € {w + (O'(6))N | w € (T U™)", A€ (Togn(—C)) "}

o I\, Yue UM, <VJ(uﬁ) — (O (uF) N u— uﬁ> >0,
car (T, U*)™ ={well (w, ufuu>>0 Vu e U},

o M€ (Tous)(—C)) " <= (X,0(uf)) =0 et — N e CT,
car (Tousy(—C) " ={re V| (A, v+0(sf)) <0 Vv e Cl



Conditions de Karush, Kuhn et Tucker

Conditions nécessaires d'optimalité de KKT

Soit u* un minimum local du probleme (P). On suppose, en plus
des hypotheéses initiales sur le probleme, que les contraintes sont
qualifiées en ub. Alors, il existe \* € V tel que |'on ait :

(1) <VJ(uﬁ) + (@’(uﬁ))*.)\jj Ju— uﬁ> >0 VYuec UM,

Q@ 9o(uf) e -,
Q@ \MecCt,
Q (N, 0(uh)) =0.

La condition 4 est appelée condition des écarts complémentaires,
et A est appelé multiplicateur optimal associé aux contraintes ©.

Remarque : les conditions de KKT sont des conditions nécessaires
et suffisantes d'optimalité lorsque () est un probleme convexe,
pourvu que I'on vérifie I'hypothése de qualification des contraintes.



Formes particulieres des conditions de KKT

On s’intéresse d’abord a la premiére condition de KKT :

*

<w(uﬁ) + (O ()N u— uﬂ> >0 Vue U, J

Cas sans aucune contrainte : U3l = U (© non présent).

L'équation d’optimalité se réduit a |'expression :

VJ(u*) = 0.

On retrouve la condition < classique > de stationnarité. . .

Cas sans ensemble admissible : U2d = U.
L'inéquation variationnelle ci-dessus devient une équation :

*

VJ(u*) + (9'(uh)) N = 0.



Formes particulieres des conditions de KKT (2)

On s’intéresse ensuite aux trois derniéres conditions de KKT :

o(f)e —C , Mect | <Aﬁ,e(uﬁ)>:o. J

e Contraintes de type égalité : C = {0} ~ CT =R™.
Les trois dernieres conditions de KKT se résument a :

O(u*) = 0.

o Contraintes de type inégalité : C =R ~» CT =RT.
Les trois dernieres conditions de KKT prennent la forme :

@;(uﬁ)ﬁo et )\EZO Vi=1l...m E/\?@i(uﬁ)za
i=1

~» Contraintes disjonctives : )\g =0 ou O;(uf)=0 Vi

Pour les résoudre, on considere les 2™ alternatives possibles. . .



Interprétation lagrangienne des conditions de KKT

On définit le Lagrangien du probléme d'optimisation
L: U¥xCct — R
(u,A)  — J(u)+ (X,0(v)).

Dans le cas U2 = U et C = {0} (contraintes égalité uniquement),
les conditions de KKT s’expriment a I'aide des gradients de L :

V() + (O ()N =0 V,L(ut, At) = 0
e(u(ﬁ))fo( () } — {VAL(Uﬁ’Aﬁ):O .

La recherche d'un point vérifiant les conditions de KKT se rameéne
alors a I'étude de la stationnarité du lagrangien! La solution de ce
systéme n'est cependant pas toujours solution du probleme ().

Exemple : utilisation de KKT dans le cas linéaire quadratique

. 1 T - A B—r uﬁ . 0
B'urmjn:0 Su Au (B 0 >.<)\ﬁ =5 )



Exemple : projection sur un demi-espace

Soit up € R™ et soit I'hyperplan de R" d'équation : a'.u— b= 0.

min —Hu—uo|| sous a'.u—b<0.
ucRn

On écrit les conditions de KKT :
v —up+Na=0,
~b<0 , MN>0 , Ma'u-b) =0,
et on joue aux devinettes :

o Sia'uf —b<0,ona\ =0 (écarts complémentaires).
~ uf = uy pourvu que les données vérifient : a' uy — b < 0.
@ Sinon, on résout le systeme :

Tt —b=0 M = ol ” >(a’up — b)
{ U —ug+ Ma=0 W ut = ug — ”aluz(aTuo—b)a

pourvu que l'on ait A* > 0, ce qui implique : a' ug — b > 0.



Retour sur la qualification des contraintes

Rappel des conditions nécessaires d’optimalité de KKT

Soit u* un minimum local du probleme () :

min J(u) sous ©(u) € —C.

ueyad
Sous I'hypothese de qualification des contraintes (QC) en uf :
T, Us' = T, U,

il existe A € V tel que I'on ait :

o (VJ(u*)+ ((9’(uﬁ))"(.)\li Ju—uf) >0 Vue U,
e O(uf) € —C,

o M e CH,

o (X, 0(uf)) =0.



Retour sur la qualification des contraintes

Comment vérifier la condition QC : T U3 = Tfﬁ uat?
(sans elle, les conditions de KKT ne sont pas valides).

Idée : donner des conditions suffisantes qui assurent I'égalité.

Cas général : condition de Robinson
0 € int (@(uﬁ) +0/(uh). (U™ - u¥) + C).
Cas convexe : condition de Slater
0e int(@(Uad) + c).
@ C = {0} : contrainte égalité (convexité = O affine)
0cint(©(U™)).

@ int(C) # 0 : contrainte de céne (convexité = © C—convexe)

3 € U™, ©(a) € int(— C).



Interprétation marginaliste des multiplicateurs

Probleme perturbé et fonction valeur :

G(v) :{ min J(u) sous ©O(u)—v € —C}.

ue Uad

G fournit le colit optimal en fonction du niveau de perturbation v.

Soit (uf, \) une solution primale-duale de KKT.

Il est clair que I'on a toujours :

Dans le cas convexe, G est convexe et sous-différentiable, et I'on
dispose alors de I'interprétation marginaliste du multiplicateur \f :

)\ € 9G(0).

Un des résultats les plus utilisés de la théorie de I'optimisation !
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