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Introduction: exemples de problemes aux limites

De nombreux phénomenes de la physique s'écrivent sous la forme
d’'équations aux dérivées partielles:
o Electrostatique: équations de Maxwell

div E = p, E=-VV
d'ou —AV = p.

@ Mécanique des fluides (météo, aéronautique, biologie, ...): équation
de Navier-Stokes (conservation de la quantité de mouvement)

Oru+(u-V)u=-Vp+vAu—+f, div u=0
ce qui donne, aprés simplification,

—vAu+Vp=f, div u=0.

@ Mécanique des solides, Finance, Reconnaissance d'images et vision
assistée par ordinateur, ...
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Introduction: un nouveau point de vue

Pour simplifier, on commence par considérer le probleme suivant (en
dimension finie):

Trouver u € R" tel que Au=B

N

ou
@ B est un vecteur donné de R”"

@ A est une matrice de taille n x n donnée, symétrique définie positive.

On sait depuis longtemps (algebre linéaire!) que ce probleme admet une
unique solution.

Frédéric Legoll (ENPC) Problémes aux limites 15 avril 2026 3/17



Introduction: un nouveau point de vue
Trouver u € R" tel que Au=B (1)

On va maintenant étudier ce probleme différemment:

@ si u est solution de (1), alors, en faisant le produit scalaire par v € R”, on a
v-(Au)y=v-B
@ sur R”, on introduit la forme bilinéaire a et la forme linéaire b définies par
a(u,v)=v-(Au), b(v)=v-B
et on voit que, si u est solution de (1), alors
Vv e R", a(u,v) = b(v) (2)
@ réciproquement, si u € R" est solution de (2), alors
Vv e R", v-(Au)=v-B
ce qui implique (puisque v est quelconque) que u est solution de (1).

On a donc établi que les problemes (1) et (2) sont équivalents.
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Introduction: un nouveau point de vue

@ On a établi que les problemes
Trouver u € R" tel que Au=B (3)

et
Trouver u € R" tel que, Vv € R”, on ait a(u,v) = b(v)  (4)

sont équivalents.

@ On va introduire un théoréme trés puissant, le théoréme de
Lax-Milgram, permettant d'établir le caractére bien posé (existence et
unicité de la solution) de problemes de la forme générale

Trouver u € V tel que, Vv € V, on ait a(u, v) = b(v)

o Ceci montrera que (4), et donc (3), est bien posé.
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Introduction: mise en oeuvre pour les EDP

On va procéder exactement de la méme maniere pour étudier les EDP:

@ Etape 1: On établit I'équivalence entre I'EDP (munie de ses conditions aux
limites!) et un probléeme de la forme

Chercher u € V tel que
{ YveV, a(u,v)=>b(v)
ou
o V est un espace de fonctions (en I'occurence un espace de Sobolev),
e a(+,-) est une forme bilinéaire sur V x V,
e b une forme linéaire sur V.

Avant d'établir rigoureusement une équivalence, on pourra commencer par
travailler “au brouillon”, sans souci de rigueur.

@ Etape 2: En utilisant le théoréme de Lax-Milgram, on montre que le
probleme (1) est bien posé.
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Introduction: mise en oeuvre pour les EDP

Remarques:
@ Probleme aux limites = EDP et conditions aux limites
@ On dira que le probleme
Chercher u € V tel que
VveV, a(uv)=>b(v)

est la formulation variationnelle (ou aussi la formulation faible) du
probleme aux limites.

@ Analogie avec le cours de mécanique:

o (I) est le principe des travaux virtuels
o v est le champ de déplacement virtuel
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L'espace H'(Q)

Pour Q ouvert de RY, on rappelle que

ou

Xi

HY(Q) = {u € L%(Q), [2(Q) pour tout 1 < < d}

Théoreme (cf. exercice 2.17 du poly)

En dimension d = 1, les fonctions de H*(Q2) admettent un représentant
continu: pour tout u € H*(R), il existe v € C°(Q) tel que u = v presque
partout sur Q (un tel v est alors unique).

On dit que, en dimension un, les fonctions de H1(Q) sont dans C°(Q).

Attention, ce résultat est faux en dimension d > 2 (exercice 2.18).
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Notion de trace (“valeur au bord")

Pour une fonction u définie sur €,
peut-on définir sa “restriction” ujpq sur le bord de Q27

@ Pour une fonction u € C%(Q), la trace de u sur I est définie par

y(u) : 02 — R
x = u(x)

i.e. v(u) = ulpq: c'est simplement la restriction de u sur le bord de Q

e Mais il existe des fonctions de L2(Q2) pour lesquelles on ne sait pas
définir la trace!
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La trace n'est pas définie dans L2

Exemple:
f(x) =sin(1/x) sur Q =]0, 1[.

La fonction f est bornée, donc elle est dans L>°(Q), donc dans L?(RQ).
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Pas clair de définir la valeur de f en x = 0.

Pire: pour tout £ € [—1,1], il existe une suite x, — 0t.q. lim f(x,) =/
n—oo n—o0
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Trace dans H?

Les fonctions dans H! sont plus régulieres que les fonctions de L?: est-ce
que cette régularité supplémentaire permet de définir une valeur au bord?

@ En dimension d =1 (pour Q =]a, b[):
o une fonction de H(]a, b[) est aussi dans C°([a, b])
e on peut donc définir la trace en a et en b d'une fonction de H(]a, b|)
(au méme titre que pour les fonctions dans C°(Q))

@ En dimension d > 2:
o une fonction dans H'(Q) n'est pas nécessairement continue (cf.

exercice 2.18 du poly)
e cependant (propriété admise), on peut définir la trace sur 9Q d'une

fonction de H'(RQ).
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Trace dans H?

Soit Q est un ouvert régulier de RY. Il existe une application linéaire et continue

v HY(Q) — L[2(09)
T ()

qui 3 u € HY(Q) associe sa “restriction sur le bord” v(u), qui est dans L2(99Q).

@ La linéarité de v est naturelle:

restriction de (u; + uy) = restriction de uy + restriction de up.

@ Le fait que v soit continu signifie: il existe Cq tel que

Yu e HY(Q), V() 2o0) < CallullHq)

@ Si, en plus d'étre dans H(Q), la fonction u est dans C%(Q), alors on a
v(u) = ulaq: pour de telles fonctions, la trace (au sens des fonctions H(2))
est simplement la restriction usuelle (au sens des fonctions continues sur Q).

@ La trace d'une fonction u € HI(Q) est bien définie méme si u ¢ C°(Q).
Théoreme: on a Hy(Q) = {u € HY(Q) | y(u) = 0}.
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Intégration par parties en dimension d

X

€1
n(x)

X1

Formule d'IPP:

i [ o8
dx,vj'; uv € 'Qua)(i

ou n(x) est la normale sortante a Q au point x € 0 et e; est le i-ieme
vecteur de base de R? (n- e est donc la composante i du vecteur n).
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Intégration par parties en dimension d

X2

X1

auv—/ uv(n-e)— uav
an,' a0 ' Q 8X,‘

Dans le cas monodimensionnel Q = (0,1), on a

1duv—/ uv(n e)—/ludv
0 dx a0 ! 0 dx

Formule d'IPP:

ol 90 = {0} U {1} et

@ n(1)-e; =1 car le vecteur normal sortant en x = 1 est e

@ n(0) - e; = —1 car le vecteur normal sortant en x = 0 est —¢;
1 1
du dv
On retrouve bien — v =u(1)v(1) — u(0) v(0) — u—
S = V) () v(0) ~ [0
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Intégration par parties en dimension d

aXIV_/BQ n el / 8XI

Formule de Green: pour tout » € H?(Q) et v € HY(Q),

Formule d'IPP:

Po [ Op

Po dp Ov
Q Ox? o0 OXi

8x, Ox;
- _ [ Oy Ov
= [ (ve-e)vin-e)— [ G2

On sommesuri=12a d:

L@av=[ (ve-mv- [ ve-vv

et on utilise souvent la notation 0—¢ =Vp-n.
n
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Un premier exemple

Soit Q ouvert borné de RY et f € L?(Q). Pour A > 0, on considere le
probleme

—Au+d u=f dans Q,
u=20 surofQ.

On commence par chercher (“au brouillon™) une formulation
variationnelle:

@ On multiplie 'EDP par une fonction v et on integre sur €Q:

- [@ayvex v [ v

@ On intégre par parties pour abaisser au maximum |'ordre de |'espace
de Sobolev sous-jacent et incorporer les conditions aux limites:

/fv:—/(Au)v—i—)\/uv:— v—|—/Vu Vv+/\/uv
Q Q Q oq On Q
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Un premier exemple

/fv—— /Vu Vv—i—)\/uv
o0 0 Q

@ Donc, pour v nulle au bord (|dee reminiscente du fait qu'on cherche u
nulle au bord), on a

/Vu Vv—f—)\/uv—/fv

@ Ceci conduit a proposer comme formulation faible

(FV) Chercher u € V tel que, Vv € V, on ait a(u, v) = b(v)

(u,v) /Vu Vv+)\/uv b(v):/fv
Q

et V = H}(Q):
e on se place dans H1() pour que a et b soient bien définies dans V/
e on se restreint 3 H}(Q) pour prendre en compte la condition nulle au

bord sur u et sur v
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