Principes de modélisation
Fiche d’exercices du 16 septembre 2025

Exercice 1 (Marche aléatoire en 1D: expressions exactes). On considére a nouveau la
marche aléatoire en 1D vue en cours, et on note encore P(n, k) la probabilité de présence
de la particule a linstant n At au point k Ax. On va montrer ici gu’on peut en fait obtenir
une expression exacte pour P(n,k). Par symétrie, on a P(n,k) = P(n,—k). On peut
donc ne s’intéresser qu’aux valeurs k > 0.

On suppose que n est pair.

1. Montrer que, apres n itérations, la position mazximale qui puisse étre atteinte est
n Ax. Montrer aussi que seules les positions k paires peuvent étre atteintes.

2. Soit k € [0,n] avec k pair. Pour atteindre cette position k, combien faut-il de
déplacements vers la droite et combien vers la gauche?

3. Montrer qu’il y a

n n!
( n/2+k/2 )  (n/24+k/2)! (n)2 — k/2)!
tirages permettant d’arriver a la position k.

4. Chaque tirage ayant la probabilité 1/2" d’apparaitre, en déduire que

1 n!
P k) = o G R 2 = R (1)

5. En utilisant le fait que, pour k impair, P(n, k) = 0, vérifier que P(n,-) est bien une
probabilité discrete, au sens ou P(n,k) > 0 pour tout k € Z et ZP(n, k) =1 (ce

kezZ
qui correspond au fait que, au temps n, la particule est quelque part).

Remarque 1. On pourrait faire un calcul similaire pour n impair. Seules les positions k
impaires peuvent étre atteintes, et on a, comme dans (1),

1 n!
PO = S T w2 (= 1))

si k est impair et P(n,k) =0 si k est pair.

Exercice 2 (Equation de la chaleur, solution homogéne). Soit g € L?(R?). On cherche
a résoudre le probleme suivant:

Ou—Au=0, t>0
{U(O):g. 2)

On va pour cela utiliser la transformée de Fourier, ainsi que la solution fondamentale
G construite en cours. Soit U la transformée de Fourier de u solution de (2).
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1. Montrer que
ot k) + k>t k) = 0,

2. En déduire que G(t, k) = C(k) G(t, k) pour une fonction C(k) ne dépendant que de
k.

3. En utilisant la condition initiale, montrer que U(t, k) = G(k) G(t, k).

4. En déduire que

ut.z) = (Gt )r)(@) = [ Glta—)gw)dy = s |5 v @)

Exercice 3 (Principe du maximum). A l'aide de l’expression (3), montrer le principe du
mazximum. (théoreme 15 du cours), i.e.

sup [|u(t)]] L ey < (191 L (ra)-
t>0

Exercice 4 (Comportement asymptotique). A l'aide de [’expression (3), montrer les
résultats suivants concernant le comportement asymptotique de u (théoreme 16 du cours),
sous Uhypothése que g € L*(RY) N L>®(R?):

vt > 0, lim u(t,x) =0

|z|—o00

et
Vr € RY, lim u(t, x) = 0.

t—o00

Exercice 5 (Marche aléatoire avec absorption au bord). On considére une marche aléa-
toire dans un domaine borné €1, et on suppose que toute particule qui atteint le bord
disparait: lorsque la particule est en k = 1 au temps n, elle peut sauter a droite avec
probabilité 1/2 (et les itérations en temps se poursuivent), ou bien sauter & gauche avec

probabilité 1/2, et dans ce cas elle disparait. Par une démarche similaire a celle vue en
cours, montrer que

1. la loi d’évolution est alors
1

pour tout 2 < k < K — 2.

2. au niweau du bord gauche, on a
1
Pn+1,k=1)= 5P(n,kz +1),
et de méme, pour le bord droit, on a

1
P(n+1,k=K—1)=_P(nk—1).

3. en prenant la convention P(n,k = 0) = P(n,k = K) = 0, montrer qu’on obtient
finalement (4) pour tout 1 <k < K — 1.
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En passant a la limite At et Ax vers 0, expliquer pourquoi on va obtenir I’équation de
la chaleur avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes:

ou = % U dans €, u(t,-) =0 sur .

Exercice 6 (Marche aléatoire avec reflexion). On considére une marche aléatoire dans
un domaine borné €, et on suppose que toute particule qui atteint le bord est renvoyée
vers lintérieur du domaine avec probabilité 1/2. Par une démarche similaire & celle vue
en cours, montrer que

1. la loi d’évolution est (4) pour tout 1 < k < K — 1.

2. au niweau du bord gauche, on a

1 1
Pn+1,k=0)= §P(n,k = 0)+§P(n,k5 =1),

et donc

P(n+1,k=0)— P(n,k=0)=-(P(n,k=1)— P(n, k=0)).

DO | —

3. a l'aide du lien vu en cours entre P et u, en déduire que
A
At dyu(t,0) = 7:” d,u(t, 0).

4. en utilisant le scaling diffusif, montre que

(Az)?

Ou(t,0) = % . u(t,0),

puis (par un passage a la limite)que O,u(t,0) = 0.

Expliquer pourquot on va finalement obtenir [’équation de la chaleur avec conditions aux
limites de Neumann homogénes:

Oy = %8mu dans €, Oyu(t,) =0 sur J.

Exercice 7 (Comportement asymptotique (en domaine borné)). Soit Q un ouvert borné
régulier de R?, g € L*(Q) et u € C°([0;T], L*(2)) Uunique solution de

ou — Au = f pour tout t > 0, dans 2,
u(0) =g dans 2, (5)
u(t,-) =0 pour tout t > 0, sur OS).

On suppose que f est indépendant du temps. On souhaite alors montrer (théoréme 24 du
cours) que

li — =

lim [[u(t) — vl xey = 0,

ot v est l'unique solution dans H}(Q) du probleme —Av = f. On introduit pour cela
w(t) = u(t) —v.



1. Montrer que w vérifie
ow — Aw =0 pour tout t > 0, dans 2,

w(0)=g—v dans €,
w(t,-) =0 pour tout t > 0, sur OS.

2. En déduire que
1
—8,:/102 +/ IVw* =0 pour tout t > 0.
2 Ja Q

3. On rappelle linégalité de Poincaré sur 2: il existe X > 0 tel que

Vo€ Hy(Q),  llallrze < MVallza@).

Montrer que, pour tout t > 0,

2
at/ w2 = —2/ |V'LU|2 S V) w2.
Q Q A Q

4. En déduire que, pour tout t > 0,

/QwQ(t,~) < exp(=2t/)2) /Uﬂ(t:o,.),

Q

et donc que
lw(t)]lz2(@) < exp(—t/N?) [lw(t = 0)]|12() = exp(—t/A*) g — vl 12(0)-
5. Conclure.

Remarque 2. On notera que la vitesse de décroissance de u(t) vers sa limite en temps
infini est gouvernée par la constante de Poincaré dans €.



