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Soit © € R? un ouvert borné et régulier, et soit une fonction f € L?(€). On se donne
une matrice symétrique A(z) € R¥4 bornée et uniformément coercive, au sens ot il existe
m >0 et M < oo tels que, presque partout sur R?,

VEeRY, |A(@) <M et €TA(x)E>m €T

On note @ = [0,1]% le cube unité. On suppose que la matrice A est Q-périodique, au sens
o, pour tout k € Z%, on a A(z + k) = A(z) presque partout sur R?.

Soit u. € H(2) I'unique solution du probléme hautement oscillant

—div (A (g) Vug) =f dans 2, wu.=0 sur 0f. (1)

1 Estimations a priori
La formulation variationnelle du probléme (1) s’écrit

Chercher u, € H&(Q) tel que (2)
Vo € HY(©Q),  azluerv) = b(o)
avec

a:(u,v) :/Q(Vv(x))TA <§) Vu(z)dz et b(v) :/Qf(m)v(x) dx.

En prenant v = u. dans (2), on montre qu’il existe une constante C, indépendante de ¢,
telle que, pour tout € > 0,
[uell () < C.

En utilisant le théoréme de Rellich, on déduit donc qu'il existe ug € Hg(Q) et une suite
extraite u. tels que

lim fluer — uol| 12(q) = 0. (3)
2 Fonctions test oscillantes

Soit i un entier, 1 < i < d. On rappelle qu’il existe une fonction w; € H'(Q), définie sur
R?, Q-périodique, et vérifiant

—div [A(y) (Vwi(y) + ¢;)] =0 dans RY, (4)

ou ¢; est le i-itme vecteur de base de R%. On rappelle aussi que la solution de cette équation
est unique (a une constante additive pres).



Remarque 1. Tout ceci peut étre démontré rigoureusement en considérant la formulation
variationelle suivante :

Chercher w € V' tel que, pour tout v € V, / (V)T A(Vw +¢;) =0 (5)
Q
avec
V:{weﬂger(Q), /w: }
Q
ot
L?)er(Q) = {u € L} .(RY), VkeZ% u(z+k)=u(z) presque partout}
et 9
1 2 u 2 ,
Hy (Q) = {u € Ly (Q), oz, € Ly (Q) pour tout 1 < i < d} .

On rappelle que V' est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v)z/uv—i—/Vu-Vv.
Q Q

Toute I'idée de la preuve consiste a considérer la fonction

v(x) = p(z) + 5Zd: Dicp(x) wi (g)
=1

dans la formulation variationnelle (2), ot ¢ € D(f2) est une fonction fixée.

Remarque 2. Comme ¢ € D(), on a bien que v € H}(Q) : c’est bien une fonction
admissible dans (2).

En écrivant donc (2) avec le choix ci-dessus de v, on montre que

Ce(te, p) + 1e(ue, ) = b(p) + s:(9),

avec, pour tout u € HZ(Q) et tout ¢ € D(Q),

ce(u, ) = /Q(th(m))TA (g) Vu(z)dx + g;/ﬂ@igo(x) (sz‘ (g))TA (f) Vu(z)dz,

3

re(u,p) = azd:/ﬂwi <§> (BiVLP(x))TA <§) Vu(z)dz,

d X
o) = 3 /Q () dsp(a) wi (2 .

2.1 Passage a la limite, les deux termes faciles

On montre sans difficulté que, pour tout ¢ € D(Q),

e—0

lims.(p) =0 et limr.(us, ) =0.
e—0



2.2 Passage a la limite, le terme difficile

Il n’est pas évident de passer a la limite ¢ — 0 dans c.(ue, @), car cette quantité dépend
naturellement de Vu., qui ne converge que faiblement.

Cependant, par intégration par partie, et en utilisant (4), on remarque que, pour tout
u € HL() et tout ¢ € D(Q), on a

ce(u, ) = i/ﬂ(Vu(x))TA <§> (ei + Vuw; <§>> Oip(x) dx
i=1

_ —Z [ [A(2) (e 9w (2))] 07t ae

On voit donc que c.(ue, ) peut en fait s’écrire a I'aide de u., qui converge fortement (&
la différence de Vuy).

Pour passer a la limite, on utilise le lemme de moyenne des fonctions périodiques :

Lemme 1. Soit B(z) une fonction définie sur R%, a valeur dans R?, Q-périodique, avec
B € (L*(Q))¢. Pour tout x € (L*(Q))%, on a

x

lim QB <—> -x(z)dx = (B) - /Qx(x) dz,

e—0 €
avec (B) = /QB(y) dy.

On déduit donc que, pour tout u € H}(2) et tout p € D(R), on a
lim ¢ (u, ) = c(u, ¢),
e—0
avec

d
clu,p) = — Zzl /Q u(z) [A%e;] - 0;V(x) dz,

ou la matrice A* est définie par, pour tout 7,

Ate; = / Aly) (ei + Vi (1) dy. (6)
Q

Par ailleurs, pour tout u et v dans H}(Q), et tout ¢ € D(Q), on a

|ce(u, p) — (v, )| < C [lu— |20,
ou C' est une constante indépendante de &, u et v.

En utilisant (3), on déduit donc que

lim cor(uer, ) = c(ug, ).
e’—=0



3 Conclusion

En utilisant ce qui précede, on voit donc que uy € Hg(Q) est tel que, pour tout ¢ € D(Q),

c(uo, p) = b(y).

Or, pour tout ¢ € D(Q2), on a

el ) = [ (V)7 4"V,
Donc ug est solution du probleme
—div (A*Vuy) = f dans 2, wug=0 sur OQ. (7)
On va montrer ci-dessous que A* est coercive, au sens ou il existe m* > 0 tel que
ve €R?, £TAE > m” ETE (8)

Ceci implique que (7) a une unique solution. Par conséquent, toutes les suites extraites
de u. convergent vers la méme fonction ug, ce qui implique que toute la suite u. converge
(dans L?(f2)) vers ug solution de (7).

On démontre maintenant (8). Soit p € R%. D’apreés (6), on voit que
= [ A+,

ot la fonction w, € H'(Q), définie sur RY, Q-périodique, vérifie
—div[A(Vw, +p)] =0 dans R%

Donc

pl A*p = /QpTA (p+ Vuwy).
En utilisant la formulation variationnelle (5) définissant wy, on voit que
/ (Vap)TA(p + Va,) = 0.
Q
On obtient donc que
T A% _ T
p A'p = /Q(p—i-pr) A(p+ Vuwy,)

> m/ (p + V)T (p+ Vwy)

2

Q
> m‘/(p%—Vw,,)
Q
m’

o on a utilisé une inégalité de Cauchy-Schwarz a la troisieme ligne. Ceci démontre (8).



