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Chapitre 1

Rappels

Ce chapitre a l'objectif de rappeler plusieurs notions élémentaires. Nous en pro-
fitons pour faire un certain nombre de remarques, illustrées par plusieurs exercices,
et montrant la spécificité de la dimension infinie par rapport a la dimension finie.

On rappelle tout d’abord la notation suivante pour un espace vectoriel normé F.

Définition 1.1. La boule unité fermée de E est

Bp={z € E; [|z|r < 1}.

1.1 Espaces de Hilbert

Dans cette section, on se place dans un espace de Hilbert V. On rappelle que
V' est donc un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, qu’on note (z,y), que la
norme induite par ce produit scalaire est ||z|| = /(x, z), et que V est complet pour
cette norme.

1.1.1 Théorémes fondamentaux

On rappelle maintenant quelques théoremes fondamentaux pour les espaces de
Hilbert.

Théoréme 1.2 (Théoreme de projection orthogonale). Soit V' un espace de Hilbert
et K un sous-espace vectoriel fermé de V. Pour tout w € V', il existe un unique
v = Pgu € K, appelé projection orthogonale de u sur K, tel que

| Pxu —u|| = inf [Jw — u]|.
weK
De plus, Pxu est caractérisé par
Prue K et  Ywe K, (u— Pgu,w) =0. (1.1)

1
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Démonstration. Cf. le cours de premiere année [4]. O

On peut faire un peu mieux, et simplement supposer que K est un sous-ensemble
convexe et fermé de V.

Définition 1.3. Soit E un espace vectoriel et C' un sous-ensemble de E. L’ensemble
C' est convexe si, pour tout x ety dans C' et tout A € [0,1], on a Ax+ (1 =Ny € C.

Théoréme 1.4 (Théoreme de projection sur un convexe). Soit V un espace de
Hilbert et K un sous-ensemble fermé et convexe de V. Pour tout u € V, il existe un
unique v = Pgu € K, appelé projection de u sur K, tel que

| Pru — ul| = inf ||w — ul].
wekK

De plus, Pxu est caractérisé par
Prue K et  Ywe K, (u— Pgu,w— Pgu) <0. (1.2)

Démonstration. La preuve est tres similaire a celle du théoréeme de projection or-
thogonale donnée dans [4]. O

Le théoreme suivant permet d’identifier un espace de Hilbert V' avec son dual
V' =L(V,R) :

Théoréeme 1.5 (Théoreme de Riesz). Soit V' un espace de Hilbert. Etant donné
© € V' il existe un unique u € V tel que

Vw eV, ¢w) = (u,w).

De plus, on a ||u|ly = ||¢|lv:. En d’autres termes, Uapplication de V' dans V' qui a
@ associe u permet d’identifier [’espace de Hilbert V' avec son dual.

Démonstration. Cf. le cours de premiere année [4]. O

La notion d’application bilinéaire coercive joue un role fondamental pour I’étude
des équations aux dérivées partielles.

Définition 1.6. Soit V' un espace de Hilbert et soit a une forme bilinéaire sur V.
On dit que a est coercive sur V' s’il existe un réel o > 0 tel que

VueV, a(u,u) > alull®

Théoréme 1.7 (Théoreme de Lax-Milgram). Soit V' un espace de Hilbert et a une
forme bilinéaire sur V, symétrique, continue et coercive. Soit b une forme linéaire
continue sur V. Alors le probleme

{ Chercher u € V' tel que

Vw eV, a(u,w) = b(w) (1.3)
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admet une unique solution. De plus, le probleme (1.3) est équivalent au probléme de
minimisation

J(u) = inf J(w) (1.4)

weV

{ Chercher u € V tel que

1
ot la fonctionnelle d’énergie J(w) est définie par J(w) = §a(w,w) — b(w).
Démonstration. Cf. le cours de premiere année [7]. O

Remarque 1.8. On peut supprimer ’hypothese de symétrie sur la forme bilinéaire
a. Alors le probléeme (1.3) admet encore une unique solution, mais il n’y a plus
d’équivalence de (1.3) avec un probléme de minimisation du type (1.4).

1.1.2 Bases hilbertiennes

La notion de base hilbertienne généralise en dimension infinie la notion de base
orthonormée.

Définition 1.9. Soit V un espace de Hilbert. On appelle base hilbertienne de V' une
suite (en)n>1 d’éléments de V' tels que

— pour tout n, ||e,|| =1 et pour tous m # n, (e,, €,,) = 0.

— Despace vectoriel engendré par la famille (e,)n,>1 est dense dans V.

Proposition 1.10. Soit V' un espace de Hilbert admettant une base hilbertienne
(en)n>1. Soit u € V et posons u, = (u,e,) pour tout n > 1. Alors, les séries
D ns1 Unn €t Y o |un|* sont convergentes dans V et R respectivement, et on a

u:Zunen et [|ul? :Z]unP.

n>1 n>1

Démonstration. Cf. le cours de premiere année [4]. O

1.1.3 Orthogonal d’un sous-espace

Définition 1.11. Soit V un espace de Hilbert, et W C V un sous-espace vectoriel.
On note
Wr={weV;, YweW, (v,w)=0}.

Lemme 1.12. Soit V' un espace de Hilbert, et W C V un sous-espace vectoriel.
Alors W+ est un sous-espace vectoriel fermé de V.

Démonstration. Soit (vy),>1 une suite d’éléments de W+ qui converge vers v € V.
Pour tout w € W, et tout n > 1, on a (v,, w) = 0. En passant a la limite, on obtient
donc (v, w) = 0 et par conséquent v € W+. ]
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Lemme 1.13. Soit V' un espace de Hilbert, et W C V un sous-espace vectoriel.
Alors
(Wh)*: =w.

Démonstration. Par définition,
(VVL)L ={veV; YweW" (vw)=0}.

On a immédiatement que W C (WL)l. D’apres le lemme 1.12, (VVL)L est fermé,

donc W C (WL)L. Soit maintenant x € (WL)L. Comme W est fermé, on peut
appliquer le théoréme de projection orthogonale de V sur W et décomposer x selon

r = Pyx+vy, (1.5)

avec y € (W), et donc (y, Ppx) = 0. On a aussi y € W, et comme x € (WL)L,
ceci implique (z,y) = 0. Donc

0= (x,y) — (Pyx,y) = (x — Pyzx,y) = (y,y),

ce qui conduit & y = 0. La relation (1.5) implique alors que € W. On a donc
montré que (T/VL)L C W, ce qui termine la preuve. O

Théoréme 1.14. Si W est fermé dans V, et que W+ = {0}, alors W =V tout
entier.

Démonstration. Soit x € V. Comme W est fermé, on peut appliquer le théoreme de
projection orthogonale et décomposer = selon

u= Pyzr+y. (1.6)

La caractérisation (1.1) donne (y,w) = 0 pour tout w € W. Donc y € W+, et par
conséquent y = 0. On déduit de (1.6) que x = Py, soit © € W. Par conséquent,
W =V. O

1.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev jouent un role central dans 1’étude des équations aux
dérivées partielles.

1.2.1 Définitions principales

Soit 2 un ouvert de R%. On rappelle que, pour tout p > 1, 'ensemble LP(Q) est
I’ensemble des fonctions dont la puissance p-ieme est intégrable sur 2.
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On rappelle qu'un multi-indice o = (ay, ..., aq) est un élément de N%. Sa lon-
gueur est |a| = Zle o; et on adopte la notation suivante : pour toute distribution
u e D(Q),

olel QUttad g,

aau = =
0 xy...0%% %y  O0ay...0%%y

Définition 1.15. Pour k > 1, l’espace de Sobolev H*(Q) est I’ensemble des fonc-
tions f € L*(Q) telles que les dérivées de f au sens des distributions, jusqu’a l'ordre
k, s’identifient a des fonctions de L*(Q). Autrement dit,

H* () = {f € L*(Q) telles que Va € N, |a| <k, 0.f € L*(Q)}.
Comme 'espace L?(€2), les espaces H*(Q) sont des espaces de Hilbert.

Théoreme 1.16. Muni du produit scalaire

(o = [ f@ gt Y [ oufa) dagla) e

1<]|a|<k
lespace H"(Q) est un espace de Hilbert. Sa norme est notée || - || g -
On rappelle maintenant un théoreme de densité de I’ensemble des fonctions test.

Théoréme 1.17. Pour tout ouvert Q0 de R, I’ensemble D(2) est dense dans L*(Q)
pour la norme L*(Q).

De plus, pour tout k > 1, l’ensemble D(R?) est dense dans H*(R?) pour la norme
H*(RY).

Pour tout k > 1, si Q@ C R? avec Q # R?, alors D(Q) n'est pas dense dans
H(Q).

Définition 1.18. Pour k > 1, on définit HX(Q)) comme la fermeture de D(Q) dans
H%(Q) (pour la norme de H®(Q)).

On donne maintenant un résultat propre a la dimension 1.

Théoréme 1.19. Soit I un intervalle de R et uw € H'(I). Alors u s’identifie a une
fonction continue et, pour tout x ety dans I,

On souligne que ce théoreme est faux en dimension plus grande.
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Démonstration. On esquisse ici la preuve, dont les détails sont laissés au lecteur.
Soit xy € I fixé. Pour u € H'(I), on définit

Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, cette définition a bien un sens, et on montre
que w est une fonction continue sur I. On calcule ensuite la dérivée de w au sens
des distributions, en utilisant le théoréeme de Fubini. On montre ainsi que w’ = u’
dans D'(I). Par conséquent, w — u est une constante, et u s’identifie donc bien & une
fonction continue. O

1.2.2 Trace

Pour une fonction définie dans un ouvert €2, on souhaite définir sa valeur au bord
de Q. Pour les fonctions u € L*(Q), cette notion n’a pas de sens. Par contre, si u est
plus réguliere, alors on peut définir rigoureusement cette notion.

Proposition 1.20. Soit Q un ouvert borné et régulier. On peut définir une appli-
cation linéaire et continue

v HY Q) — L*09Q)
u = y(u),

et qui prolonge Uapplication trace pour les fonctions continues sur Q : pour tout
ue HY(Q)NCYQ), y(u) = ulan.

L’application trace est continue de H'(2) dans L2(95), ce qui signifie qu’il existe
une constante Cq, telle que

Vu € H(Q), |(w)l|zan) < Ca lullo. (L7)

Remarque 1.21. L’application trace n’est pas surjective sur L*(09)), mais sur un
espace plus petit, qui est H'/2(0N2). Elle est en fait continue de H'(Q) vers HY/2(09),
st bien qu’il existe Cq tel que

V€ HY(Q), 170 < Co llulm o,

Enfin, pour tout u € H'*(0%), on a |Jul|1290) < ]l 17200 -

L’espace H}(Q), défini comme la fermeture dans H'(Q) de D(Q), s’identifie a
I’espace des fonctions a trace nulle :

Proposition 1.22. Soit  un ouvert de R%. On a

Hy(Q) = {u c H'Y(Q), ~(u)= O} .
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1.2.3 Inégalité de Poincaré

On rappelle la notation suivante :

Définition 1.23. Soit Q un ouvert de R%. Pour une fonction u a valeur vectorielle
u=(uy,...,ug) € L*(Q)4, on note

||U||L2(Q) =

d
> Muillfag -
i=1

Proposition 1.24 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert borné de Re. Alors il
existe une constante Cq telle que

Vu € Hy(Q), lull 20y < Ca [[Vull 2 - (1.8)

Démonstration. Cette inégalité est démontrée dans le cours [7]. L’exercice 2.53 en
propose une autre démonstration. L’exercice 3.7 donne une caractérisation de la
meilleure constante Cq en terme de valeur propre du laplacien. O

1.2.4 Injections de Sobolev

On considere une fonction v € H(). Bien stir, u € L?(Q2). On peut se demander
si u n’est pas plus réguliere que ceci, du fait que Vu soit dans L*(€2). Le théoréme
suivant répond a cette question.

Théoréeme 1.25. Soit Q un ouvert réqulier de RY, et soit k un entier. On a les
mjections continues suivantes :

— sid > 2k, alors H*(Q) C LP (Q) avec 1/p* =1/2 — k/d.

— sid =2k, alors H*(Q) C L1(Q) pour tout q € [2,+00].

— sid < 2k, alors H*(Q2) C C°(Q).

On rappelle maintenant 'inégalité de Holder.

Lemme 1.26 (Inégalité de Holder). Soient p et q deux réels compris (au sens large)
entre 1 et 400, avec 1/p+1/q = 1. Soient f € LP(Q2) et g € LU(Q). Alors le produit
f g est dans L*(2) et

1f gl < 1 fller l9llza)-

On déduit de cette inégalité (le faire en exercice!) le résultat suivant :

Lemme 1.27. Soient p et q deux réels compris (au sens large) entre 1 et +00, avec
p < q. Soit f € LP(Q)NLIYQ). Alors, pour tout r € [p,q], on a f € L"(Q), avec

1z < 1A 1Z) 11 atey:
ot « est tel que 1/r =a/p+ (1 —a)/q.

Ainsi, soit Q un ouvert régulier de R?, et soit & un entier, avec par exemple d > 2k.
On a vu que H*(Q) C LP"(Q) avec 1/p* = 1/2 — k/d. De plus, H*(Q) C L*(Q).
Donc H*(Q2) € L"(2) pour tout r € [2,p*].
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1.3 Convergence faible

On rappelle qu'une suite d’éléments (u,),>o d'un espace de Hilbert V' converge
vers u € V si lim, ||u, — u|| = 0. On introduit ici une notion de convergence plus
faible, la convergence faible. Pour éviter les confusions, on parlera alors de conver-
gence forte pour la convergence usuelle.

Avant d’introduire cette nouvelle notion, on rappelle ici quelques notions liées a
la compacité de sous-ensembles d'un espace vectoriel.

1.3.1 Compacité

On se place dans un espace vectoriel normé E. On rappelle la définition suivante :

Définition 1.28. Un sous-ensemble K C E est compact si, de toute suite (uy)n>0
d’éléments de K, on peut extraire une sous-suite convergente dans K.

Nous aurons besoin dans la suite de ce cours d'une notion plus fine que celle
d’ensemble compact, et que nous introduisons maintenant :

Définition 1.29. Un sous-ensemble K C E est relativement compact si, de toute
suite (Up)n>0 d’éléments de K, on peut extraire une sous-suite convergente dans E.

La différence avec la notion d’ensemble compact est donc que la limite de la suite
n’appartient pas nécessairement a K.

La preuve de la proposition suivante est laissée en exercice :

Proposition 1.30. Un sous-ensemble K C E est relativement compact si et seule-
ment st K est compact.

On rappelle que les sous-ensembles compacts de F sont nécessairement des en-
sembles fermés et bornés. La réciproque n’est vraie que dans le cas ou E est un
espace de dimension finie. On a en effet le résultat suivant, caractéristique de la
dimension infinie :

Théoréme 1.31. Soit V' un espace de Hilbert de dimension infinie. Alors la boule
unité fermée de V n’est pas compacte.

Démonstration. Comme 'espace est de dimension infinie, on peut construire une
suite orthonormée infinie (e, ),>1 (en utilisant le procédé de Gram-Schmidt). Cette
suite appartient bien a la boule unité fermée. Par ailleurs, pour n # p, on a

llen — epll* = lleall® + llepl|* — 2{en, ) = 2. (1.9)

Supposons que la boule unité fermée est compacte. Alors on peut extraire de la suite
(én)n>1 une sous-suite convergente, donc de Cauchy. Or ceci est contradictoire avec
(1.9). O]
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1.3.2 Définition de la convergence faible

Avant de donner la définition de la notion de convergence faible, nous avons
besoin de rappeler la définition de la limite inférieure d’une suite de réels.

Définition 1.32. Soit u, une suite de réels. On définit sa limite inférieure par

liminf u, = lim (inf uk) .
n—oo \ k>n
La suite [,, = infy>,, ux est une suite croissante de réels, qui admet donc bien une
limite (éventuellement infinie).
Le lemme suivant montre que la notion de limite inférieure généralise la notion
de limite.

Lemme 1.33. Soit u,, une suite de réels qui converge vers A. Alors A = liminf u,,.
Dans le cas d’une suite quelconque, on a le résultat suivant :

Lemme 1.34. Soit u, une suite de réels, et soit A = liminf u,,. On peut extraire de
U, une sous-suite qui converge vers \.

Démonstration. On suppose A € R (le cas A = +o0o se traite de la méme fagon).
On pose [,, = infy>, uy : par définition, A = lim,, 1,,. Soit € > 0 et N > 0. Il existe
ng > N tel que A > I,,, > X\ — e. De plus, il existe kg > ng tel que € + infy>,, up >
Up, > infg>n, ug. Donc on a e + A > u, > A — €, ce qui conclut la preuve. O

On introduit maintenant la notion de convergence faible.

Définition 1.35. Soit V' un espace de Hilbert. On dit qu’une suite u,, de V' converge
faiblement vers u dans V siu €V et

Vw eV, lm (u,,w) = (u,w).

n—-+4oo
On note u,, — u.

Si V' est de dimension finie, alors la convergence au sens faible est équivalente a
la convergence au sens fort. En dimension infinie, les deux notions sont différentes.

On a également la caractérisation équivalente suivante de la convergence faible.

Proposition 1.36. Soit V' un espace de Hilbert, w € V et (up)nen une suite
d’élements de V. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(1) (un)nen converge faiblement vers u dans V' ;
(i1) pour toute forme linéaire continue ¢ € V',
p(un) — p(u).

n—-+o0o

Démonstration. On montre que (ii) implique (i). Ceci découle du fait que, pour tout
w € V, lapplication ¢ : v € V — (v,w) € R est une forme linéaire continue.
Montrons maintenant que (i) implique (ii). Ceci est une conséquence du théoreme
de Riesz. En effet, pour tout ¢ € V', il existe w € V tel que pour tout v € V,
e(v) = (w,v). D’ou le résultat. O
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1.3.3 Propriétés de la convergence faible

Nous commencons par énoncer les liens entre convergence faible et convergence
forte (au sens usuel).

Théoreme 1.37. Soit u, une suite de V.
— 81 u, converge fortement vers u dans V', alors u,, converge faiblement vers u
dans V ;
— st u, converge faiblement vers u dans V', alors la suite u,, est bornée dans V'
et [Ju|| <liminf, . ||unl-
— Si u, converge vers u faiblement et w, converge vers w fortement, alors on
a limy, o0 (U, wy,) = (u, w).

Démonstration. La preuve de la premiere et de la troisieme affirmation sont laissées
au lecteur (utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz). Le fait quune suite qui converge
faiblement soit bornée est une propriété plus difficile a démontrer, et qui sera ici ad-
mise. Elle repose sur le théoreme de Banach-Steinhaus (cf. par exemple 2, Théoreme
I1.1 et Proposition II1.5]). On prouve maintenant I'inégalité dans la deuxieme affir-
mation. Supposons que u,, converge faiblement vers u. L’inégalité de Cauchy-Schwarz

donne que
u
Tl < luall-

On passe a la limite inférieure et on utilise que le membre de gauche converge :

lim L,un = lim inf L,un < liminf ||u,||,
n—oo \ ||u| n—oo \ ||ul| n—s00
d’ou le fait que ||u|| < liminf, . ||u,]|- O

L’intérét de la convergence faible réside dans la proposition suivante, que nous
admettrons.

Proposition 1.38. Soit V un espace de Hilbert. La boule unité de V' est faiblement
compacte : de toute suite bornée de V', on peut extraire une sous-suite qui converge
faiblement dans V.

Dans un espace de Hilbert, pour montrer qu'une suite converge faiblement (a
extraction pres), il suffit donc de montrer qu’elle est bornée.

La définition d’ensemble fermé pour la topologie faible est naturelle :

Définition 1.39. Soit V un espace de Hilbert, et C' un sous-ensemble de V. On dit
que C' est faiblement fermé si, pour toute suite d’éléments (u,)n>o de C' qui converge
fatblement vers u dans V', on auw e C.
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Comme la convergence forte implique la convergence faible, un ensemble faible-
ment fermé (i.e. fermé pour la topologie faible) est fortement fermé (i.e. fermé pour
la topologie forte). La réciproque est fausse, sauf si 'ensemble est convexe, comme
le montre le résultat suivant :

Proposition 1.40. Soit V' un espace de Hilbert, et C' un sous-ensemble de V qui
soit conveze et fortement fermé. Alors C est faiblement fermé.

Démonstration. Soit u, est une suite de points de C' qui converge faiblement vers
u € V. Comme C' est convexe et fortement fermé dans V', on peut considérer la
projection de V' sur C', qu'on note Po. D’apres le théoreme 1.4, on a

Vw € C, (u— Pou,w — Pou) <0.

On écrit cette inégalité avec w = u,, et on passe a la limite n — 400 en utilisant la
convergence faible de w,, vers u. Donc (u — Pou,u — Pou) < 0, ce qui implique que
u = Pou et donc u € C. O

Proposition 1.41. Soit V' un espace de Hilbert et J : V — R une fonction continue
(pour la topologie forte de V') et convexe sur V. Pour toute suite u, qui converge
faiblement dans V' wvers u, on a

J(u) < liminf J(u,).

Démonstration. Pour tout A € R, 'ensemble C(\) = {u € V; J(u) < A} est convexe,
car .J est convexe. Comme .J est continue, cet ensemble est fortement fermé. On uti-
lise la proposition 1.40 : C'(A) est faiblement fermé.

Soit A\g = liminf J(u,). Le lemme 1.34 donne 'existence d'une sous-suite extraite
Uy(m) telle que lim, J(upm)) = Ao. Par conséquent, pour tout € > 0, et pour tout
n > no(e), on a J(uym)) < €+ Ao, et donc uymy € C(e + Ag). Par ailleurs, la suite
Uy (n) converge faiblement vers u. Donc u € C(e + Ag), soit J(u) < e+ Ao, et ce pour
tout . Donc J(u) < Ag, ce qui conclut la preuve. ]

On a donc vu que les notions de topologie faible et de convexité sont reliées.

En guise d’application de ces notions aux espaces de Sobolev, nous donnons la
proposition suivante :

Proposition 1.42. De toute suite bornée de H}(Q), on peut extraire une-suite qui
converge faiblement vers u dans H*(Q). De plus, u € H}(2).

Démonstration. La proposition 1.38 donne l'existence d’une sous-suite qui converge
faiblement vers u dans H'(f2). L’espace Hj () est fermé dans H'(Q) et convexe,
donc il est faiblement fermé en vertu de la proposition 1.40, et donc u € H}(Q2). O
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Chapitre 2

Introduction a la théorie spectrale

Nous présentons dans ce chapitre les fondements de la théorie spectrale des
opérateurs (définis en Section 2.1). Cette théorie est particulierement utile et im-
portante pour 1’étude des équations aux dérivées partielles. En effet, un des buts
premiers de I’étude d’un opérateur est la détermination de son spectre (Section 2.2),
qui est la généralisation en dimension infinie de I’ensemble des valeurs propres d’une
matrice. Dans les cas les plus simples, notamment pour les opérateurs dits compacts
(Section 2.3), on peut déterminer complétement de maniére qualitative le spectre
d’un opérateur, et ensuite I’approcher numériquement. Ceci permet de résoudre des
problémes aux valeurs propres définis par une équation aux dérivées partielles (voir
le Chapitre 3), ainsi que des problemes d’évolution en mécanique, physique, etc,
comme ’équation de la chaleur, I’équation des ondes, ou I’équation de Schrédinger
(cf. la deuxieéme partie du polycopié).

Nous verrons des applications concretes de cette théorie dans le Chapitre 3.

2.1 Applications linéaires

2.1.1 Applications linéaires et continues

Proposition 2.1. Soit A une application linéaire de E dans F', ou E et F sont
deux espaces vectoriels normés. Les 3 propositions suivantes sont équivalentes :

— A est continue.

— A est continue en 0.

— il existe une constante ¢ > 0 telle que

Vuc B, ||Aullp < cfjullp.
Démonstration. Cf. le cours de premiere année [4]. O

Attention, comme le montre I’exercice suivant, la norme choisie joue un role.

13
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Exercice 2.2. On considére les espaces de fonctions C°([0,1]) et C1([0,1]), qu’on
munit de la norme

11l = sup [F(0)]-

telo,1

L’application
A:CY[0,1]) — C°(0,1])
[

est linéaire. Montrer qu’elle n’est pas continue.

Définition 2.3. On note L(E, I') l’espace vectoriel des opérateurs linéaires et conti-
nus de E dans F. L’application || - || définie par

A
VAe L(E,F), |A|:= sup | mHF: sup || Az||F, (2.1)

zeE\{0} 2] z€E, ||z||p=1

est une norme sur cet espace.

Le seul point éventuellement délicat est de montrer l'inégalité triangulaire || A +
B|| < ||A]| + || B]|- Pour ce faire, on fixe f € E'\ {0} et on écrit

I(A+ B)fle < A e+ 1BSIe < (IAIL+ IBI IS 6.

Ceci montre que
[(A+ B)fllr

1/l

d’ou le résultat en prenant le supremum sur f € £\ {0}.

< [lAl+ 1B,

Exercice 2.4. Soient E, F et G trois espaces de Banach, et A € L(E,F) et B €
L(F,G). Montrer que BA € L(E,G) et ||BA| < ||A]|l || B]-

Un cas particulier important est lorsque l'espace d’arrivée est R.

Définition 2.5. L’ensemble L(E,R) des applications linéaires continues de E dans
R est appelé espace dual de E et est noté E'. Un élément de E' est appelé forme
linéaire continue et son action sur un élément u € E est notée a l'aide du crochet
de dualité :

<A,U>E/7E = Au € R.

L’espace E' est équipé de la norme

A
(Y —
weBuz0 ||u||E

Donnons quelques exemples d’applications linéaires et continus.
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Exemple 2.6 (Opérateurs de shift). On considére E = F = (?(N,C) (pour 1 <
p < 400 firé), ou

+o0
z|xi|p<+oo}, L<p< o

n=1

P(N,C) = {(:vl,xz,...,:vn,...) eC

et
(*(N,C) = {(xl,xg,...,:vn,...) eCl

sup |z;| < —l—oo} :
ieN

On définit les opérateurs de shift a droite et de shift a gauche, sur (P(N,C), par

Ta(x1, Ty o Ty o) = (0,21, 20, ..., Ty, ) (2.2)
et

Te(T1, %2, o Ty ) = (T2, T3, 0oy Ty oo ). (2.3)
Ces deux applications sont linéaires et continues. Il est immédiat que ||Taz|| = ||z||
pour tout x € (P(N,C) et donc || 14| = 1. Pour 74, on note tout d’abord que ||7yx| <
|z||, avec égalité par exemple pour v = (0,1,0,...), ce qui donne ||74|| = 1.

Exercice 2.7 (Opérateur de convolution). Soit E = F = L*(R?) et k € LY(R?).
Montrer que lopérateur T' : E — E d’action T'f = kx [ est bien défini, qu’il est
linéaire et continu et vérifie ||T|| < ||k||L:.

Exercice 2.8 (Opérateur intégral). On considére E = L'([0,1],R), F = C°([0,1],R),
et k € C°([0,1]2,R). On rappelle que la norme sur l'espace de Banach F est ||g||r =
SUP,c(01] |9(®)]. On considere Uopérateur K défini par

Kf(z) = / ke, y) () dy.

Vérifier que K f € F lorsque f € E puis que K € L(E, F).

Exemple 2.9 (Opérateur de multiplication). Soit E = F = L2(R%). Pour une
fonction V € L>°(R%, C) donnée, on définit opérateur A sur E par
Ap =V

On constate que, pour tout p € E, on a Ap € F, et que ||Apllr < ||V||L=]l¢] &
Donc A est linéaire et continu.

Exercice 2.10. Montrer que si, dans I’Ezemple 2.9, la fonction V est continue et

bornée, alors ||Al| = sup |V (z)].
zeR?

Concluons cette section par un résultat important.
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Proposition 2.11. Si F' est un espace de Banach et E un espace normé, alors
L(E,F) est un espace de Banach.

Démonstration. Considérons une suite de Cauchy (A,,),>¢ de L(E, F') pour la norme
donnée par (2.1). Alors, pour tout € > 0, il existe N. € N tel que

4w — Anll <& (2.4)

si n,m > N.. En particulier, la suite (|| A,||)n>0 est bornée, et il existe C' > 0 tel que
0 < ||A,|| £ C < +o0 pour tout n € N. Pour z € E donné, on a

[Anz — Amz||r < ellz]|e (2.5)

si n,m > N.. La suite (A,2),>0 est ainsi une suite de Cauchy dans l'espace de
Banach F', et admet donc une limite a, € F'. On peut construire un opérateur limite
A en posant Ar = a,. On vérifie facilement que A est linéaire (par unicité de la
limite). Par ailleurs, en passant a la limite m — 400 dans (2.5), on obtient

[Anz — Az||p < ez e,
et donc, pour n > N,
[Az|p < [[Az — Apzllr + [[Anz|lF < (e + O)||z||&.

Ainsi, A est dans L(F, F') et on peut passer a la limite dans (2.4) (ou prendre le
supremum sur les z € E avec ||z||p < 1) et obtenir que, pour tout € > 0, il existe
N, € N tel que

[An — Al <&

pour tout n > N.. Ceci montre bien que A,, - A dans L(E, F). O
Finissons cette section en prouvant le résultat suivant :

Proposition 2.12. Soient V' et W deux espaces de Hilbert et A € L(V,W) une
application linéaire et continue de V' dans W. Soit (u,)nen une suite d’éléments de
V' qui converge faiblement vers un élément u € V. Alors la suite (Auy,)nen converge
faiblement vers Au dans W.

Démonstration. Soit w € W. Soit ¢ : v € V = (Av,w)y. Comme A € L(V, W), on
vérifie facilement que ¢ € V'. D’apres la caractérisation équivalente de la conver-
gence faible donnée par la Proposition 1.36, on a alors ¢(uy,) - o(u), ce qui se
réécrit

(Aup, w)yw — (Au, w)w.

n—-+o0o

Cette convergence a lieu pour tout w € W, ce qui implique bien que la suite (Auy, )nen
converge faiblement vers Au dans W. [
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2.1.2 Injectivité et surjectivité
En dimension finie, on a le résultat classique suivant :

Proposition 2.13. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et A une appli-
cation linéaire de E dans E. Alors A est continue, et de plus les 3 propositions
suivantes sont équivalentes :

— A est injective sur E.

— A est surjective sur E.

— A est bijective de E dans E.

Comme le montre I'exercice suivant, la situation en dimension infinie est plus
complexe : une application linéaire continue peut étre injective sans étre surjective.

Exemple 2.14. L’opérateur de shift a droite (2.2) est injectif, mais pas surjectif
car (1,0,...) & Ran(rq). L’opérateur de shift a gauche (2.3) est surjectif, mais pas
imjectif.

Enongons une propriété qui nous sera utile par la suite (la preuve, omise, repose
sur le lemme de Baire, voir par exemple [8]).

Proposition 2.15. Si A € L(E,F) et A est une bijection de E wvers F, alors
At e L(F,F).

2.1.3 Adjoint

Définition 2.16. Soit H un espace de Hilbert, muni d’un produit scalaire (complexe)
noté (-,-), et T € L(H). L’adjoint de T est l'opérateur T* défini par

Yue H, Yv e H, (T"u,v) = (u, Tv).
On dit que T est auto-adjoint si T* =T

Exemple 2.17. On vérifie facilement que l'adjoint sur (*(N,C) de l'opérateur 74
de shift a droite (2.2) est l'opérateur 74 de shift a gauche (2.3) (et réciproquement).

Exercice 2.18. Soit V € 1L>([a,b],R). Vérifier que Uopérateur T : 12([a,b]) —
L%([a,b]) défini par T'f(x) =V (z) f(x) est autoadjoint.

Exercice 2.19 (Opérateurs de Hilbert-Schmidt). Soit H = L*(R% C) et K €
L2(R?? C). On considére l'opérateur intégral K : H — H défini par

Kf(z)= [ K(zy)f(y)dy.

R4

On dit que K est le noyau de K. Montrer que K e L(H) et que

&) <t = ([ [ arar)

Montrer également que K* est un opérateur intégral de noyau K(y,x).
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On pourra vérifier en exercice la propriété suivante (voir [5, Section 4.2]).

Proposition 2.20. Si T € L(H) alors T* € L(H), ||[T*|| = ||T|| et T* =T. Si T}
et Ty sont dans L(H), alors (T1Ty)* = T5TY.

Le résultat suivant sera utile dans la suite :

Proposition 2.21. Soit T € L(H) et A € C. Alors

1 _
(Ran()\ - T)) — Ker (XA —T7). (2.6)

Démonstration. Par définition, on a, pour tout x et y dans H, que
Soit 7 € Ran(A — T) et y € Ker(A — T*). Il existe x tel que ¥ = (A — T)z et
_ _ L
ainsi (Z,y) = (x, (A —T*)y) = 0. Ceci montre que Ker(A —T™) C (Ran(A - T)> :
L

On montre l'inclusion inverse. Soit y € (Ran()\ — T)) . Pour tout x € H, on a

(y, (N =T)z) = 0 = ((A\ = T*)y,z). Ceci étant vrai pour tout z € H, on obtient
— 1 —
(A —=T*)y = 0 et donc 'inclusion contraire <Ran()\ — T)) C Ker(A —=1T7). O

2.2 Théorie spectrale des opérateurs linéaires et
continus

On va a présent étudier de plus pres l'inversibilité d’opérateurs linéaires et conti-
nus d’'un espace de Banach FE dans lui-méme. De telles considérations sont parti-
culierement intéressantes lorsqu’il s’agit de résoudre une équation du type

(Ad— A)u = f

avec u, f € F et A € C. En effet, si 'inverse de I'opérateur \Id — A est bien défini,
alors u = (AId — A)~! f est I'unique solution de cette équation.

2.2.1 Théorie générale

On peut définir aisément I'inverse d’un opérateur Id — A lorsque A est de norme
suffisamment petite par le biais d'une série infinie. Plus précisément, la notion per-
tinente est le rayon spectral.

Lemme 2.22 (Rayon spectral). Soit A € L(E). Alors la limite suivante existe :

r(A) = lim [A""" = inf [A"|"",
n——+00 n>

et est appelée rayon spectral. On a en particulier r(A) < ||A]|.
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On peut avoir 7(A) < ||AJ|. Le cas le plus frappant est celui des opérateurs
nilpotents, c’est-a-dire tels qu’il existe N € N tel que AN = 0. Dans ce cas, r(A4) = 0.
Par exemple, 'opérateur sur £ = R? dont la représentation matricielle dans la base

canonique est
01
00

est tel que ||A]| = 1 mais A% =0 et donc r(A) = 0.

Démonstration. On suit la preuve de [6, Section 1.4.2]. Pour n,m € N, on a claire-
ment

LA™ < AR HIA™L AT < 1A] (2.7)

avec la convention A° = Id. Ces inégalités proviennent de I'inégalité générale || AB|| <
|Al| |B]| pour A, B € L(FE) (voir Exercice 2.4). Notons

a, = In||A"|.

Alors a,/n < In||A||. Il s’agit de montrer que la suite (a,/n),>; converge.

Les inégalités (2.7) montrent que a,, 4, < a,+a,,. Pour m € N* donné, considérons
la division euclidienne de n par m : n = qgm + r avec ¢,r € N et r < m. On montre
alors que a, < qa,, + a, et ainsi

n _ ¢
— < = apy t+ —a.
n - n n

Lorsque n — 400, ¢/n — 1/m alors que les valeurs de r sont limitées 4 0,...,m—1.
Ainsi,
1
sup —a, — 0
r=0,...m—1 T
lorsque n — +o00, et donc

_ a a
limsup — < =,
n—4+o0o T m

Comme m est arbitraire, on en déduit que

. Qp, . Am
limsup — < inf —.
n—too N m21m

Par ailleurs, on a trivialement

.. e Qp . ¢ Om
liminf — > inf —,
n—+oo N m>1 m

et on en déduit donc

. ap . A, . . o Qn
limsup — < inf — < liminf —.
n—too N m>1m n—+4oco M

Les inégalités ci-dessus sont finalement des égalités, ce qui montre que la suite
(an/m)n>1 est bien convergente, et qu’elle converge vers irifl(am /m). O
m2z
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Exercice 2.23. Soient 14 et 7, les opérateurs de shift définis par (2.2) et (2.3).
Montrer que r(tq) = r(7y) = 1.

Le lemme suivant, simple, va nous étre utile dans la suite :

Lemme 2.24. Soit A € L(E) et soit z € C. La série Z 2" A" est convergente dans

n

L(E) si et seulement si |z| < 1/r(A).
On remarque facilement que, si |z| < 1/||Al|g < 1/r(A), alors la série Z A"

est normalement convergente, c’est a dire que E |2|™ ||A™||z < oco. Comme E est un

n
Banach, I'espace L(E) est un espace de Banach (cf. la Proposition 2.11), et d’apres
le cours de premiere année [4], on sait que, si la série est normalement convergente,
alors elle est convergente dans L£(FE). La preuve ci-dessous montre que le résultat
est aussi vrai pour un ensemble de z un peu plus général, i.e. que les z tels que
1/1|Allg < |2| < 1/r(A) fonctionnent aussi.

Démonstration. Comme E est un Banach, l'espace L(F) est un espace de Banach
(cf. la Proposition 2.11). D’apres le cours de premiere année [4], on sait que, si la

série est normalement convergente, i.e. si E |2|" ||A"|| g < oo, alors la série E 2" A"

est convergente dans L(F).

Supposons |z| < 1/r(A). Soit € > 0. Par définition du rayon spectral, il existe
N. tel que, pour tout n > N, on a [|A*|Y" < r(A) + ¢, donc |z|" ||A™||p <
|z|™(r(A)+¢)™. Grace a I’hypothese sur z, on peut trouver € tel que |z| (r(A)+¢) < 1.
La série Z |z|™ ||A"|| g est donc convergente, donc la série Z 2" A" est convergente

n

dans E(ESL

Supposons maintenant que la série ZZ"A" est convergente dans L(F). Ceci

implique que 2z"A"™ converge vers 0 dans L(F) : 1i7£n|z|”||A”||E =0. Orr(A) =
ianA”H}E/". On a donc (|z|r(A)" < |2|"|A"||g, et donc lim (|z|r(A))" = 0. Ceci
implique que |z|r(A) < 1, d’ou |z] < 1/r(A). O

On peut a présent définir I'inverse de 'opérateur Id — A lorsque A a un rayon
spectral strictement plus petit que 1.

Lemme 2.25 (Série de Neumann). Soit A € L(E) tel quer(A) < 1. Alors l'opérateur
Id — A est bijectif de E sur E, vérifie (Id — A)~ € L(E) et

(Id— A)~ Z A", (2.8)
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Démonstration. Le lemme 2.24 montre que, pour tout z tel que |z| < 1/r(A), la

+oo
série Z 2" A" converge dans L(F). C’est donc en particulier le cas pour z = 1, ce
n=0
qui indique que la série du membre de droite de (2.8) est une série convergente dans
L(E).

On écrit ensuite que, pour tout N, on a
N
(Id—A)) A" =1d— AN, (2.9)
n=0

On passe & la limite N — co. Le membre de gauche converge vers (Id — 4) S°7°° A™.
Pour étudier le membre de droite, on utilise le fait que ||AN||VN — r(A) < 1. 11
existe donc £ > 0 et N, tel que, pour tout n > N, on a ||AN||Y/N < 1 — ¢, si bien

que [[AY]] < (1 — &)V, et donc limy_,o ||AY|| = 0. On peut maintenant passer a la
limite N — oo dans (2.9), ce qui donne (Id — A) > 7 /A" = 1d, et donc le résultat
escompté. O

Théoréeme-Définition 2.26. Soit E un espace de Banach et T € L(E). D’apreés
la proposition 2.15, si A\ — T est bijectif, alors son inverse (A —T)~' est continu.

1. On appelle ensemble résolvant de T' [’ensemble
p(T) = {)\ eC, \N-T estbijectif}.

L’ensemble résolvant p(T') est un ouvert de C.

2. Pour X\ € p(T), on note R(\) = (A —T)~*. La famille d’opérateurs linéaires
continus (R(X))xep(r) est appelée la résolvante de T. La fonction A — R(\)
est analytique de p(T') dans L(E) et on a, pour tout (A, pn) € p(T) x p(T),
lidentité de la résolvante

RN = R() = (1 — NVRO)R(p).
3. On appelle spectre de T [’ensemble
o(T) = C\ p(T) = {A €C, A—T non bijectif}.

L’ensemble o(T) est un compact de C.
4. On a
o(T) € D(0,r(T)),
ou D(0,7(T)) est le disque fermé centré en 0 et de rayon r(T). On a aussi
que
a(T)NnC,r(T)) #0
ou C(0,7(T)) est le cercle de centre 0 et de rayon r(T). En particulier le
spectre d’un opérateur lineaire et continue n’est jamais vide.
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5. L’ensemble o(T) se décompose en 'union disjointe
o(T)=o0,(T)Uo(T)Uo.(T),

avec

op(T)

{)\ eC, \N=T noninjectif},

axm:{xeg A—memmuA—nE¢E}
et
QGU:{AEQ A—memmmmA—ﬂE¢Q»4mE:E}

L’ensemble o,(T) est appelé le spectre ponctuel de T', o.(T') le spectre continu
de T, o.(T) le spectre résiduel de T'.

Notons que les trois types de spectre définis ci-dessus ont été classés par ordre
croissant de défaut d’inversibilité :

— pour le spectre ponctuel, on a un défaut d’injectivité;

— pour le spectre résiduel, on a un défaut majeur de surjectivité : méme en

prenant ’adhérence de I'image de E, on ne retrouve pas E';

— pour le spectre continu, I'inverse est bien défini sur un sous-ensemble dense
de F', mais n’est pas continu. Montrons ceci par I’absurde.

L’opérateur linéaire A — 7" est bijectif de E sur (A — T')E. On introduit son

inverse B : (A —=T)E — E, qui est défini sur un sous-ensemble dense de

E. Supposons B continu de (A — T)E sur E. On peut alors 1’étendre par

continuité comme un opérateur de E sur E. Soit y € E et u = By (qui existe

car B est maintenant défini sur tout E). Montrons que y = (A — T')u :

— Siy e (A=T)E, c’est évident.

— Sinon, on sait qu'il existe une suite y, € (A — T)E telle que y, — v.
Puisque y, € (A = T)E, il existe u, € E tel que y, = (A — T)uy,, et
donc w,, = Bwy,. La suite y, est convergente, donc de Cauchy. Puisque
B est continu, on voit que w, est aussi de Cauchy, donc convergente.
Par définition, on a v = By = lim, u,,. On peut donc passer a la limite
dans 1'égalité y, = (A — T)u,, (puisque A — T est continu), ce qui donne
y=A\—-T)u.

On vient donc de démontrer que, pour tout y € FE, il existe u € F tel que

y = (A=T)u, ce qui donne (A—T)E = E. On obtient donc une contradiction.

Démonstration. Soit A € C tel que |A| > r(T"). On écrit

T
A-T=X(ld-*
(4-5)

et 7(T/X) =r(T)/|\ < 1. En utilisant le lemme 2.25, on voit que A—T" est inversible,
donc A € p(T'). Il en découle que

a(T) c D(0,r(T)).
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Soit maintenant p € p(7'). On écrit
AT =p—T+(\—p)ld= (M—T)(IdJr (A —u)(u—:m—l). (2.10)

Donc, si [A—p|7((p—T)7') < 1, alors A\—T est inversible (en vertu du lemme 2.25).
On en déduit que p(T") est un ouvert de C.

Comme o(T) = C\ p(T'), on obtient que o(7") est un fermé de C. Comme o(7T)
est borné, c’est un compact de C.

La relation (2.10) montre que R(\) est analytique dans p(7T').

En multipliant les deux membres de 1’égalité
A=T)=(p-T)+(A—pld

a gauche par R()\) et a droite par R(u), on obtient 'identité de la résolvante.

Supposons que o(T) N C(0,7(T)) = 0. Comme o(T) est compact, il existe e €
10,7(T)][ tel que

C\ D(0,r(T) —¢) C p(T).

Comme R(A) est analytique sur p(T), il en résulte que f(z) = R(1/z) est analytique
sur D(0, (r(T) —e)™'). Or, un calcul explicite montre que le développement en série
entiere de f(z) en 0 est donné par

f(z) =2 Z 2T,

neN

Sur 'ensemble C = {z € C; 1/r(T) < |z| < 1/(r(T) —¢)}, on obtient donc que f(z)
est analytique, alors que la série est divergente, d’apres le lemme 2.24. On obtient
donc une contradiction. [

Remarque 2.27. Notons que o,(T) est l’ensemble des valeurs propres de T, i.e.
Uensemble des A € C tels qu’il existe uw € E \ {0} tel que

Tu = \u.
En dimension finie, un opérateur linéaire injectif est bijectif. Ainsi,
o(T) = op(T)
est simplement [’ensemble des valeurs propres de T dans ce cas.
Prouvons ici le lemme suivant qui sera utile par la suite.

Lemme 2.28. Soit T' € L(E). Soit (A\)g>1 une suite de o,(T") de valeurs propres
toutes distinctes, et soit (ug)r>1 une suite de vecteurs propres associés. Alors les
vecteurs (ug)g>1 sont linéairement indépendants.
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Démonstration. On procede par récurrence. On suppose que les vecteurs uq, ..., u,
sont indépendants. Si, au rang n+ 1, hypothese de récurrence n’est pas vraie, alors
. . n

il existe (a)1<k<n tels que w,11 = >, ogug. Alors

n n
Tup = E QpARUE = Apg1Uns1l = Apyl E QU Uk
k=1 k=1

Par hypothese de récurrence, la famille (uq,...,u,) est libre, donc A\, 105 = g
pour tout 1 < k£ < n. Les valeurs propres étant distinctes deux a deux, on a ainsi
ar = 0, ce qui donne u,1; = 0, ce qui est contradictoire. On a donc démontré
I’hypothese de récurrence au rang n + 1. O]

Remarque 2.29 (Autre décomposition du spectre). Dans certains cas, il est plus
commode de décomposer o(T) sous la forme o(T) = oq(T) U 0ess(T'), 0t oq(T) C
op(T) est le spectre discret, qui est composé des valeurs propres isolées de multipli-
cité finie :

oa(T) = {)\ eC ‘ 0 < dim(Ker(A—T)) < 400, = > 0, |A—&, A re[No(T) = {)\}}.

Donnons a présent quelques exemples de spectre résiduel et continu, afin de
donner un début d’intuition sur ces notions.

Exercice 2.30 (Spectre résiduel). On considére l'opérateur de shift a droite T4 dans
(*(N,C) défini par (2.2).
1. Vérifier que o,(14) = 0 et que X\ — 74 est injectif pour tout X € C.
2. Montrer que 0 € o,(1q).
3. Montrer que {\ € C, |\ < 1} C oy(m). Indication : considérer x) =
(1,X, N > et vérifier que z) € (Ran(\ — 74))~*.

Exercice 2.31 (Spectre continu). Soit a < b deuz réels, E = L*([a,b],C) et T €
L(E) défini par
Tf(x) = f(x).
Montrer que o(T) = 0.(T) = [a,b], en suivant les étapes ci-dessous :
) C [a,b].
) =

1. Montrer que o(T

2. Montrer que o(T) = [a,b] (en supposant qu’il existe X\ € [a,b] tel que A — T
soit inversible, et en considérant ¢ € C*([a,b],C) valant 1 au voisinage de
A).

3. Montrer que o(T) = o.(T). Pour cela, établir d’abord que o,(T) = 0, puis
prouver que Ran(A — T') = E pour tout A € [a,b]. Pour ce dernier point, pour
f € E donnée, considérer la suite (¢,)n>1 de E définie par

fa)
on(x) =49 A—2x

0 sinon.

1
silr— A >—etxe€lab],
n
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2.2.2 Cas des opérateurs lineaires, continus et autoadjoints

Les opérateurs lineaires, continus et auto-adjoints ont des propriétés intéressantes,
qui se traduisent sur leur spectre.

Proposition 2.32. Soit H un espace de Hilbert et T € L(H). Si T est auto-adjoint,
on a
o(T) C R.

De plus, r(T) = ||T||, o(T) C [=|IT|, |T||] et l'une au moins des deux extrémités
du segment est dans o(T). Enfin, o.(T) = 0 et les vecteurs propres associés a des
éléments différents de o,(T") sont orthogonaux.

Démonstration. Pour prouver ce résultat, nous allons établir plusieurs résultats in-
termédiaires.
— Commencons par montrer que si A € C est tel que a = |[Im(A)| # 0, alors
A — T est inversible.

Montrons tout d’abord que I'opérateur A — T est injectif. En effet, pour tout
r€ H,on a

(A=T)z,z) = —(Tx,z) + Re(A) (z,z) —iIm(\) (z, z).

On voit que (T'z,z) = (x,Tx) = (T*z,x) = (T'x,z). Donc (T'x,x) est réel. Il
en résulte que
(A =T)z,2)] > o] (2.11)

On en déduit par I'inégalité de Cauchy-Schwarz que
(A = T)zf| = o] (2.12)

Cette inégalité implique que 'opérateur A — T' est injectif.

Montrons ensuite que 'opérateur A — T est surjectif. Soit V' = Ran(A — T)).
Nous allons montrer que V' = H. Pour cela, montrons tout d’abord que V'
est fermé dans H. Soit w, = (A — T')v,, une suite dans V' qui converge vers
w € H. En utilisant (2.12), on obtient

||wp - wq” > O‘H“p - Uq”-

La suite (wy,)n>0 est de Cauchy, donc la suite (vy,),>0 aussi. Elle converge
donc vers un certain v € H. Par continuité de I'application 7',

Wy, =AN=T)v, — A=T)v

dans H. Donc w = (A—T)v, ce qui prouve que w € V. Donc V est fermé dans
H. Montrons enfin que V est dense. Une technique standard pour montrer
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cela est de prouver que V+ = {0} (ce qui donne, grace au lemme 1.13, que
V = (V1) = H). Soit donc w € V+. Pour tout v € H, on a alors

(A =T)v,w) = 0.
En particulier, pour v = w,
(AN —T)w,w) =0.

En utilisant (2.11), on obtient w = 0, ce qui montre que V+ = {0} d’ou la
densité de V dans H. Comme V est dense dans H et fermé dans H, on en
déduit que V = H, et donc la surjectivité de A — T

Comme l'opérateur A — T' € L(H) est bijectif, il est inversible (cf. la propo-
sition 2.15). Noter également que I'inégalité (2.12) donne la borne suivante

sur la résolvante :
1

[Tm ()]

I =1)7I <

On a donc démontré que o(7") C R.

Le théoreme 2.26 implique alors que
o(T) C D(0,r(T)) "R = [-r(T),r(T)]
et que

a(T)NCO,r(T)) =a(T)NCO0,7(T)) NR =o(T) N {=r(T),r(T)} # 0.

Nous allons maintenant prouver que r(7") = ||T’||. Tout d’abord, notons que
|T*T|| < [|T|||T*|| = || T||*. Par ailleurs, comme [z, T*Tz)| < [|T*T|| ||=|],
on a

2
IT°T|| > sup |[{z,T"Tx)| = sup ||Tz|*= (Sup ||T$||> = 7%,

llz(l=1 [lz]|=1 |z[|=1

ce qui montre que ||[T?|| = ||T*T|| = ||T||>. Par récurrence, on a ensuite
|T%"|| = ||T||*. Pour n € N quelconque, on considere p tel que n < 2P et on
écrit

T = N7 ) < N7 7= ) < N7 7)==

Ceci montre que ||T'||™ < ||T™]|. L’inégalité contraire étant par ailleurs tou-
jours satisfaite, on en déduit que ||T||* = |||, et donc ||T™||*/™ = ||T'|| pour
tout n > 1. On a donc finalement 7(T) = lim,, ., |77V = ||T|.
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— Montrons maintenant que o,(7") = (). Pour ce faire, on considere A € o(T') C
R tel que Ker(A —T') = {0}. On a vu (cf. la proposition 2.21) que

(Ran(/\ - T))l — Ker(h — T").

L
Dans le cas présent, ceci implique que <Ran()\ - T)) = Ker(A = T) = {0},
ce qui implique (cf. le lemme 1.13) que signifie que Ran(\ —T') = H et donc

A ¢ o(T).
— Enfin, soient u et v deux vecteurs propres associés respectivement a deux
éléments A\ # p de o,(T). Alors,

Mu, vy = (Tu,v) = (u, Tv) = p(u, v).

Ceci montre que (u,v) = 0.

]

Remarque 2.33. On fait ici le lien entre le spectre résiduel d’un opérateur et le
spectre ponctuel de son adjoint.

La relation (2.6) montre de maniére générale que, pour un opérateur linéaire
et continu T € L(E), si X € o.(T), alors A\ € o,(T*). Bien sir, dans le cas
des opérateurs autoadjoints, on a T* = T et donc X € o.(T) Nop,(T) = O par
définition des différentes parties du spectre. Ceci montre bien que o.(T) = () pour
des opérateurs autoadjoints.

Par ailleurs, on peut montrer que, si X € o,(T), alors X € a,(T*) U o,(T*).

Exercice 2.34. Donner un exemple d’opérateur lineaire et continu tel que A €

o, (T*) lorsque A € o,(T), et un exemple d’opérateur lineaire et continu tel que
A € 0,(T*) lorsque A € o,(T).

Exercice 2.35. Soit V un espace de Hilbert et soit T' € L(V') un opérateur lineaire,
continu et auto-adjoint. On suppose que (Tu,u) = 0 pour tout u € V. Montrer
qu’alors T' = 0.

2.3 Opérateurs compacts

2.3.1 Définition et premieres propriétés

Définition 2.36. Soient E et F' deux espaces de Banach et T un opérateur linéaire
de E dans F. On dit que l'opérateur T est compact si, pour tout B C F,

B borné dans E = T(B) relativement compact dans F.

On note K(E, F) l’ensemble des opérateurs compacts de E dans F.
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Ainsi, un opérateur compact transforme une suite bornée en une suite conver-
gente (& extraction pres).

Proposition 2.37. Tout opérateur linéaire compact est continu, i.e. KK(E, F) C
L(EF).

Démonstration. Soit E et F' deux espaces de Banach et T un opérateur linéaire
compact de E dans F. Soit B; = {z € E, ||z|| <1} la boule unité fermée de E.
L’ensemble B; étant borné, son image par T est relativement compacte donc bornée :
il existe une constante C' telle que

Vo € El, ”TJZHF S C.
On en déduit que
x
voe B\0),  ITalle = lel |7 ()| < Clele
zlle /1l 7
L’opérateur linéaire T' est donc continu. n

Nous avons la caractérisation équivalente suivante des opérateurs compacts dans
le cas ou les espaces E et F sont des opérateurs de Hilbert.

Proposition 2.38. Soit E et F deuz espaces de Hilbert. Soit T € L(E, F). Alors
les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) T e K(E,F);

(ii) Pour toute suite (u,)nen qui converge faiblement vers u dans E, on peut

extraire une sous-suite de la suite (Tuy,)nen qui converge fortement vers Tu
dans F'.

Démonstration. On démontre 'implication (i) = (ii). Soit 7" € K(FE, F'). Soit (uy, )nen
une suite d’éléments de E qui converge faiblement vers un élément v € E. On utilise
la Proposition 2.12 : comme T est un opérateur continu, la suite (T'u,),en converge
faiblement vers T'u dans F. Par ailleurs, la suite (u,)nen est bornée, et T est com-
pact, donc on peut extraire une sous-suite de (7'u,)nen qui converge fortement vers
un élément w € F. Comme la convergence forte implique la convergence faible, par
unicité de la limite, on a nécessairement w = Tu.

On prouve maintenant I'implication (ii) = (i). Soit 7" € L(F, F) qui vérifie la
propriété (ii). Montrons que 7' est compact. Soit B un sous-ensemble borné de F.
Montrons que T'(B) est un ensemble relativement compact dans F. Soit (uy)nen
une suite d’éléments de B. Comme B est borné, la suite (u,)nen lest aussi, et
on peut donc en extraire une sous-suite qui converge faiblement dans E vers un
élément u € E. D’apres la caractérisation (ii), il existe une extraction ¢ telle que la
suite (T"uy(n))nen converge fortement dans F' vers T'u. Ceci montre qu'’il existe une
sous-suite de (T'u,)neny qui converge fortement dans F'. L’ensemble T'(B) est donc
relativement compact. ]
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Exercice 2.39. Montrer que les opérateurs suivants sont compacts :
1. lidentité de E est compacte si et seulement si E est de dimension finie ;

2. sil’un des espaces E ou F' est de dimension finie, alors tout opérateur linéaire
continu T de E dans F est compact (en particulier, si T € L(FE,F) avec
Ran(T) de dimension finie, alors T € K(E,F));

3. st'Ty et Ty sont deux opérateurs linéaires compacts de E dans F', alors Ty +T,
est un opérateur compact;

4. la restriction d’un opérateur compact T € KK(E, F') a un sous-espace vectoriel
E de E est compacte.

Exercice 2.40. On consideére 'opérateur de I’Exercice 2.8. Montrer que K € K(E, F)
en admettant le résultat de compacité suivant, connu sous le nom de lemme d’Ascoli :

Soit F un sous-ensemble borné de F = C°([0, 1], R) tel que la propriété d’équicon-
tinuité suivante soit satisfaite : pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que

lz—2'| <§ = YuelF, [ulz)—u()| <e.
Alors F est relativement compact dans F'.

Théoréme 2.41. Soit E et F deux espaces de Banach. L’ensemble IC(E, F') est un
sous-espace vectoriel fermé de l'espace vectoriel L(E, F).

Démonstration. 1l est facile de montrer que K(E, F') est un espace vectoriel. Grace
a la Proposition 2.37, on sait qu’il est inclus dans L(E, F'). 1l reste a prouver que
c’est un sous-espace fermé de L(F, F’). Considérons pour cela une suite d’opérateurs
compacts (Ty)ren+ qui converge dans L(E, F) vers un opérateur T' € L(E, F) et
montrons que T est compact. Soit B un borné de E, soit R > 0 un réel tel que
B C {zx € E, ||z|| < R} et soit (uy)nen une suite de 7'(B). Il faut montrer que on
peut extraire de (u,),eny une sous-suite convergente (ceci prouvera que T'(B) est
relativement compact et donc que 7' est compact).

Soit (wy, )nen une suite d’éléments de B tels que pour tout n € N, T'(w,,) = u,,. On
va extraire de (u,),en Une sous-suite convergente en utilisant un procédé diagonal.
On pose {w®},, = {w, }, et on construit, par récurrence sur k, la suite {w*},,, qui est
une sous-suite de (wr=1),cy telle que (Ty(wF)),en soit convergente. On utilise pour
cela le fait que T}, est un opérateur compact, et que {wf=1},,, suite extraite de (w,, ),
est bornée. On définit maintenant la suite (v, ),en par v, = w!. Pour tout k € N*,
(Vn)n>k est une sous-suite de (w¥),ey : la suite (Ty(v,,))nen est donc convergente.

On pose u, = T(v,). La suite (4)nen est une sous-suite de (uy,)nen. On va
montrer qu’elle est de Cauchy. Soit € > 0 et k € N* tel que

5
T = Ti|l 2mr) < Yk
Soit ensuite N > 0 tel que Vg > p > N,

1Tk (0p) = Ti(w)llr < =.

w
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Il vient que, pour tout ¢ > p > N,

[ty — gl = [[T(vp) = T(vg)llr
< T (vp) = Trlvp)llr + 1Tk (vp) — Ti(vg)llm + 1Tk (vg) — T'(vg) |
< T =Tlleer (lvplle + llvglle) + 175 (vp) — Tilvg) || 7
< e
La suite (uy,)nen est done de Cauchy. Ceci conclut la preuve. ]

Une des conséquences importantes de ce résultat est que, si T" est la limite d’une
suite d’opérateurs (7},),>o de rang fini (i.e. tels que la dimension de Ran(7},) est
finie), au sens ou

T, —T| —0

ou la norme est définie en (2.1), alors 'opérateur limite T" est compact. En général,
la réciproque est fausse : on ne peut pas approcher n’importe quel opérateur com-
pact par une suite d’opérateurs de rang fini. Cette réciproque est cependant vraie
si on considere K(E, F') avec F' un espace de Hilbert (cf. [2, Section VI.1] ou la
Remarque 2.56 pour le cas ou £ = F est un espace de Hilbert).

Proposition 2.42. Soient E, F et G trois espaces de Banach, et soient T} €
L:(E, F) et TQ S E(F, G)

Si 17 est compact, ou bien si Ty est compact, alors ['application Ty o T} est com-
pacte : Tho Ty € K(E,G).

Démonstration. On suppose que T} € L(E,F) et Ty € K(F,G). Comme T; est
continue, I'image par 77 de la boule unité de E, qu'on note Tj(Bg), est bornée.
Comme T5 est linéaire compacte, I'image par T5 d’un ensemble borné est relativement
compacte dans G. Donc T; o T1(Bg) est relativement compacte dans G, et Ty o T}
est une application compacte.

Supposons maintenant que 17 € IC(E, F) et Ty € L(F, G). Soit w,, = Ty o T} (uy)
une suite d’éléments de T, o T1(Bg), avec u, € Bg. On pose v, = Ti(u,) € F.
Comme T} est compacte, on peut extraire de v,, une sous-suite convergente dans F',
qu’on note Uy(n), aVEC lim,, oo Up(n) = . Par conséquent, comme T5 est continue, on
a

Jim wey = lim To(vem)) = To(v).

On peut donc extraire de toute suite de Ty o T}(Bg) une sous-suite convergente :
donc T, o T est une application compacte. O

Concluons enfin avec quelques exercices d’application.

Exercice 2.43 (Opérateurs de Hilbert-Schmidt). Montrer que l'opérateur K de
I’Ezercice 2.19 est compact.

Exercice 2.44. Soit V un espace de Hilbert de dimension infinie. Montrer que, si
A e K(V,V), alors A n’est pas bijectif.
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Exercice 2.45. Soit u = (u;)ien € RY une suite a valeur réelle. On considére
Uensemble lo = {u € RY; >, u? < +oo} des suites de carré sommable, qu’on
munit du produit scalaire (u,v) = >  u;v;.

Soit (a;)i>0 une suite de réels bornés : |a;| < C < +o0 pour tout i > 0. On
définit Uapplication linéaire A sur o par Au = (a;u;)i>o0. Montrer que Au € {5 et
que A est continue. Montrer que A est compacte si et seulement si lim;_, ., a; = 0
(Indication : pour montrer que lim;_, o, a; = 0 implique A est compacte, on pourra
utiliser un principe d’extraction diagonale).

Proposition 2.46. Soit V un espace de Hilbert et A € K(V, V). Alors Ker(Id — A)
est de dimension finie.

Démonstration. Soit Fy = Ker(Id — A). Montrons que la boule unité fermée de
E; est compacte. Soit v € Ker(Id — A) avec |[v|]| < 1 : on a donc v = Av, donc
v € A(By), et ainsi Bg, C A(By). Comme A est compacte, A(By ) est relativement
compacte, et donc B, est relativement compact. Comme Bp, est fermée, on a donc
que Bp, est compacte. En application de la proposition 1.31, on a donc que Ej est
de dimension finie. ]

2.3.2 Le théoréme de Rellich

Définition 2.47. Soient V et H deux espaces de Hilbert avec V- C H. On note
respectivement (-, )y et (-,-)g leur produit scalaire. On dit que linjection V- C H
est compacte si 'application

7:V — H

u — u

est continue et compacte, autrement dit :
— il existe C' tel que, pour tout u € V, on a ||ullg < C ||lullv ;
— de toute suite bornée de V' (pour la norme || - ||y ), on peut extraire une sous-
suite convergente dans H (pour la norme || - || g ).

On va a présent énoncer un résultat de compacité important (et tres utile dans
I'étude des équations aux dérivées partielles).

Théoréme 2.48. Soit Q un ouvert borné de RY. L’injection canonique de H}(€2)
dans L2(Q) est compacte.

Un des intéréts de ce résultat est que, si on arrive a obtenir une borne (en
norme H'(Q)) sur une suite de fonctions approchant la solution d’une équation
(par exemple, en montrant qu’une énergie est uniformément bornée), alors on peut
extraire de cette suite une sous-suite convergente (en norme L?(€2)). Cette limite est
alors un candidat naturel pour étre une solution de I’'équation.

Dans ce chapitre, ce résultat va nous permettre de montrer que les inverses de
certains opérateurs sont compacts, ce qui permettra de décrire compléetement le
spectre de 'opérateur en question.
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Démonstration. La preuve comprend trois étapes.

— On commence par traiter le cas ou 2 =]0, w[. On note ex(z) = \/2/7 sin(kx)
le k-itme mode de Fourier valant 0 au bord de €. On note que e, € H}(0, 7),
Jelle = Lot flenls = 1+ &2,

En utilisant la transformée de Fourier, on peut montrer (et ce sera admis ici)
qu’on peut caractériser les espaces L2(0,7) et H}(0, 7) par

+o00 +o0o
L2(0,7) = {u(x) = ch er(x), Z len]? < +oo}
k=1 k=1
et
+o0 +oo
Hy(0,7) = {u(z) = ch er(x), Z(l + B e < +oo} )
k=1 k=1
De plus,

Yoo 1/2 +o0 1/2
lullee = (Z |ck|2) ol = (Z(l + k2)lck|2> :
k=1

k=1

On note que, pour montrer la complétude de la base des {ey, }1>; dans L2(0, 7),
il suffit de prendre une fonction de L?(0, 7), de antisymétriser pour en faire
une fonction sur | — 7, 7[, d’étendre la fonction a tout R en la périodisant, et
enfin de développer cette fonction sur la base des sinus et cosinus (en utilisant
la théorie des séries de Fourier).

Soit

I'injection canonique de H(0,7) dans L%(0, 7). Pour tout N € N*, soit Iy
I'opérateur linéaire défini par

In : H(0,7) — L*0,n)
+o00 N

u = chek = Iy(u) = chek.

k=1 k=1
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Montrons que la suite (Inx)yen+ converge vers I dans £(H}, L?). On calcule

I—1In)(u)|?
M- InlZgney =  sup =M@
' wemy), w0l

- zS:l(lp 2)]ex |2 o
ck)ken* 70, 1+k%)|c | <400 Z ) 9
(1+ )|
k=1
400

2 laf

k=N+1

IN

Sup +o00
(ck)ken*#0, >o(1+k2)|ck |2 <400 Z (

k=N+1
1

TH (NF 12 Nt
Par ailleurs, pour tout N € N* T'opérateur Iy est de rang fini (égal a N).
C’est donc un opérateur compact. Il en résulte que I est limite dans £(HJ, L?)
d’opérateurs compacts. C’est donc lui-méme un opérateur compact d’apres
le Théoreme 2.41.

— Pour 2 =0, 7[¢, on montre de la méme maniére que I'injection canonique de
H{(2) dans L%(9) est compacte. Il suffit de développer les fonctions u € H}(£2)
dans la base tensorielle de Fourier :

“+oo

u(xy, g, -+, Xq) = Z Chykg-ky SIN(k1x1) sin(koxg) - - - sin(kqxq).
k1,k2, kg=1

— Enfin, si  est un ouvert borné quelconque de R?, on peut se ramener par
homothétie et translation au cas o  C w =]0, w[%. Il suffit alors de remarquer
que l'injection I de H}(Q2) dans L?(Q2) peut se décomposer en

Io: HY(Q) 2 Hiw) & Lw) > LXQ)

olt p désigne opérateur linéaire qui transforme une fonction de H}(€2) en une
fonction de Hj(w) en la prolongeant par 0 dans w\ 2, I, est I'injection cano-
nique de H{(w) dans L?(w) et r est 'opérateur de restriction qui & u € L?(w)
associe la fonction u|q (qui est dans L?(€2)). Comme p et r sont des opérateurs
continus et I, est un opérateur compact, il en résulte (cf. la proposition 2.42)
que I est lui-méme un opérateur compact.

Ceci conclut la preuve. O
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Remarque 2.49 (Injection compacte de H!(Q) dans L?(Q2)). Une modification de la
prewve ci-dessus permet de montrer facilement que l'injection de H*(Q)) dans L2(£2)
est compacte lorsque le domaine Q0 est un parallélépipéde Q = Hle]ai,bi[. Pour
des domaines générauz, la question est plus difficile. Ce qui pose probleme dans
la preuwve ci-dessus, c’est de montrer que l'opérateur d’extension (celui qui a une
fonction f € HY(Q) associe une fonction f € H (w) ot w est un cube contenant Q2
et ﬂg = f) est bien défini et est borné. De tels résultats ezistent pour des domaines
bornés réguliers, voir par exemple [3, Théoreme 7.1.7] et [2, Théoréme IX.7] et les
résultats ci-dessous.

On a le résultat suivant :

Théoréme 2.50 (de Rellich-Kondrachov). Soit Q ouvert régulier borné de R%. On
a les injections compactes :
— sid> 2, alors H'(Q) C LY(Q) pour tout q € |
— sid=2, alors H'(Q) C LY(Q) pour tout q € |
— sid =1, alors H(Q) C C°(Q).

,p*[, avec 1/p* =1/2 —1/d.

1
1, +ool.

On en déduit en particulier le résultat suivant.

Corollaire 2.51. Soit Q un ouvert régulier borné de R. Alors l’injection H'()) C
L?(Q) est compacte.

Donc, si Q est un ouvert régulier borné, alors, de toute suite bornée de H'(Q),
on peut extraire une sous-suite convergente dans L?(().

Démontration du Corollaire 2.51. Si d > 2, le résultat découle directement du
théoréme de Rellich-Kondrachov. Si d = 1, on remarque que l'injection I : H(Q) <
L?(Q) est la composition de deux injections

I HYQ) < C°Q) et I : C°(Q) — LA(Q).

L’injection I; est compacte d’apres le théoreme de Rellich-Kondrachov, et I'injection
I est continue. L’injection I = I; o I est donc compacte. O

Le corollaire suivant est alors une conséquence immédiate de la Proposition 2.38.

Corollaire 2.52. Soit Q un ouvert réqulier borné de R%. Soit u,, une suite bornée
de H* (). On peut extraire de la suite u, une sous-suite qui converge faiblement
vers u dans H'(Q) et qui converge fortement vers u dans L*(2).

Exercice 2.53. En utilisant le corollaire ci-dessus, démontrer ['inégalité de Poin-
caré (1.8) par un raisonnement par l'absurde.
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2.3.3 Théorie spectrale des opérateurs autoadjoints com-
pacts

Les opérateurs autoadjoints compacts ont une structure spectrale tres parti-
culiere, qui ressemble beaucoup a celle des opérateurs linéaires en dimension finie.

Théoréme 2.54 (Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts). Soit H
un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et T € L(H) un opérateur auto-
adjoint compact. Alors il existe une suite (u,) de réels non nuls, finie ou tendant
vers 0, et une base hilbertienne (e,) U (f,) de H, telles que

1. o(T) = (pn) U {0},
2. Te, = pinen (et donc p, € op(T)),
3. (fn) est une base de Ker(T).

En outre, pour tout A € o(T)\{0}, l’espace propre Ex = Ker(A—T) est de dimension
finie.

On note qu’on a toujours 0 € o(7T). En effet :
— soit T' n’est pas injectif, et alors 0 € 0,(T);
— soit T n’est pas surjectif, et alors 0 € 0,(T) Uo.(T') (en effet, si T' est injectif
et surjectif, alors il est bijectif, ce qui n’est pas possible en vertu de ’exer-
cice 2.44) ; d’apres la Proposition 2.32, on a que 0,(T) = ), donc 0 € o.(T).

Remarque 2.55. La preuve ci-dessous montre que plusieurs cas (et uniquement
ceuz-la) peuvent se présenter :

1. on peut avoir o(T) = o,(T), avec les cas suivants :

(a) ou bien o(T) = 0,(T) = {0}, auquel cas T'= 0. Dans ce cas, la base (fy)
engendre tout ’espace, et la base (e,) est vide ;

(b) ou bien o(T) = op(T) = {pn}t,en.. ny U {0}, cest-a-dire que T est de
rang fini (et bien sur T n’est pas injectif ). Dans ce cas, la base (e,) est
de cardinal fini N, et la base (f,) est de cardinal infini;

(¢) ou bien o(T) = 0p(T) = {pn},>o U {0}, auquel cas T est non injectif. La
base (ey,) est de cardinal infini, alors que la base (f,,) peut étre de cardinal
fini ou infini en fonction de la dégénerescence de la valeur propre 0
2. siop(T) C o(T), alors o(T') est l'union disjointe de o,(T) et de {0}. Dans ce
cas, T est injectif (car 0 ¢ o,(T)) et on a op,(T) = {pn},~o €t oc(T) = {0}
(en effet, {0} = o(T) \ 0,(T) = 0o(T) U 0.(T) et o.(T) = O d’aprés la
Proposition 2.32).

Démonstration. Nous décomposons cette (longue) preuve en plusieurs étapes.
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1. Montrons pour commencer que
o(T) C op,(T)U{0}. (2.13)

On rappelle que o(T) C R par la Proposition 2.32. Pour montrer (2.13),
considérons A € R\ {0} tel que A ¢ o,(T). Il s’agit de montrer que A ¢ o (7).
Comme A ¢ 0,(T'), (A\—T) est injectif. Etudions alors la surjectivité en nous
intéressant a V' = Ran(A—T), et plus particulierement, montrons que V = H,
ce qui donnera le résultat escompté.
(a) On montre que V est fermé.
En effet, soit une suite (w,),eny d’éléments de V' qui converge vers w dans
H. Soit (vp)nen I'unique suite d’éléments de H définie par w,, = (A—T)v,
pour tout n € N. On a alors

1
Uy = X[wn + Tvy).

Montrons d’abord que la suite (v,,) admet une sous-suite bornée. Par I’ab-
surde, supposons que ||v,|| — +o00. En utilisant le fait que w, converge,
on aurait dans ce cas

Un, Un Wn,

lonll -~ Hlvall— Tonl

En utilisant la compacité de 'opérateur T', on extrait de (v,) une sous-
suite (vy, ) telle que

v
T s ye H.

[[on,
D’ou
Un,, 1
—_— —— = —u
[[on, A

et z vérifie (A—T)z = 0. Il en résulte que z = 0 puisque A — T est injectif.
C’est impossible car z est la limite forte d’une suite de points de la sphere
unité de H.

La suite (v,)neny admet donc une sous-suite bornée. L’opérateur T' étant
compact, (v,) admet une sous-suite (v,, ) bornée telle qu’on ait

Tv,, — w' € H.
En utilisant a nouveau que w,, converge, il en résulte que
]‘ !/
Up,, —> U= X[w+w] €H,
ce qui indique que la suite (v,),eny admet une sous-suite convergente.
Comme T est continu, on a finalement

w= lim w, = lim A=T)v,, =A-T)v eV,

k—+o00 k—+o0

ce qui montre bien que V' est fermé.
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(b) On montre que V' est dense.
En effet, soit w € V*. Alors ((A — T)v,w) = 0 pour tout v € H. Comme
T est auto-adjoint et A est réel, on en déduit que (v, (A —T)w) = 0 pour
tout v € H. Ceci implique que (A — T)w = 0, et donc w = 0 puisque
(A = T) est injectif. Donc V+ = {0}, et en utilisant le lemme 1.13, on en
déduit que V = (V4)t = H.

Ceci conclut la preuve de (2.13).

2. Montrons que 0,(7") est ou bien une suite finie, ou bien une suite infinie qui
converge vers 0.
Dans le cas contraire, on pourrait extraire de o,(1") une suite (A,,)nen de réels
non nuls tous distincts qui converge vers un réel u # 0. Soit e,, € Ker(\, —T)
tel que ||e,|| = 1. On a, pour tout n € N,
1
e, = )\—nTen.
La suite (e, )nen étant bornée et T' étant compact, on peut extraire une sous-
suite (Te,, ) qui converge dans H vers un certain u, d’ou
1
€n, —> —U.
i
Or la suite (e,,) est orthonormale par la Proposition 2.32, ce qui montre que
la suite (e,, ) n'est pas de Cauchy, donc ne peut pas converger. On a obtenu
une contradiction, ce qui donne le résultat annoncé. En particulier, o, (7") est
dénombrable.

3. A tout élément A\, € o,(T) tel que A, # 0, on associe E, = Ker(\, —T).
Montrons que les espaces E,, sont de dimension finie.
Soit en effet T,, = T'|g, . Il est clair que T,, = A\, Idg, (avec A\, # 0) et que T,,
est compact de E,, dans E, (car c’est la restriction d’un opérateur compact
a I'ensemble E,, = Ker(\, —T')). L'opérateur T,, est donc compact et bijectif
de E, dans F,,. L’exercice 2.44 indique alors que FE,, est de dimension finie.

4. Les espaces E, sont deux a deux orthogonaux (par la Proposition 2.32) et
sont orthogonaux a F' = Ker(T)).

Pour le second point, on procede comme dans la preuve de la Proposition 2.32.
En effet, soit A, € 0,(T) avec A\, # 0, u € E,, et v € F. Alors

An(u,v) = (T'u,v) = (u, Tv) =0,
d’ott (u,v) = 0 puisque A, # 0. Donc F' C E*.
5. Soit enfin F = @En. Montrons que H = E @ F, ou les sommes directes

n
sont des sommes orthogonales dans les deux cas (selon le point précédent).
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(a) Remarquons tout d’abord que E' est stable par T'. En effet, soit x € FE.
On peut écrire

x = an, T, € B, Z |z |* < +o00.
n n

Comme par ailleurs () est finie ou tend vers 0, la série ) = \,x, converge
dans H. On a donc

Tx = Z)\nxn, AIn € B, Z | Anzn||? < +o0,

ce qui montre que Tz € F.

(b) Par ailleurs, E+ est aussi stable par T. En effet, si w € E*, alors (Tw, v) =
(w,Tv) = 0 pour tout v € F (on a utilisé que Tv € F). Ceci montre que
Tw e E+.

(¢) Définissons maintenant T, la restriction de T & I'ensemble fermé B~ :

T:Et —» Bt
v — Tov.
L'opérateur T est auto-adjoint et compact. En vertu de (2.13), on a

o(T) C op(T)U{0}. Supposons que 0,,(T) ¢ {0}. Il existe alors A € o (T)
avec A # 0, et il existe donc v € E+\ {0} tel que

Tv = AU,

d’ou aussi Tv = Av. Donc A € 0,(T"). Ceci signifie cependant que A = A,
et que v € E,, pour un certain n. D’ou

ve E,NEt=/{0},

ce qui contredit Phypothése v # 0. Donc o, (T') € {0}.

Il en résulte que o(T) C {0}, et comme le spectre n’est jamais vide, on

obtient B

o(T) ={0}.
D’apres la proposition 2.32, la relation ci-dessus implique que IT]| =0 et
donc que T = 0. Ainsi, B+ C Ker(T) = F.

(d) Ona H = E® E* et on a vu ci-dessus que F' C E+. On vient de montrer
que E+ C Ker(T) = F. Donc F = E+, ce qui donne bien que H = EQF.

6. La base (e,) et la suite (u,) sont construites de la maniére suivante. Notons

ng la dimension de Ej. On prend py = pg = -+ = fn, = Ay et (€1, ,€n,)
une base orthonormale de £;. Puis on pose fiy,+1 = *** = ln,4n, = A2 €t
(€ny+1s°** »€nytny) Une base orthonormale de Fy. On procede de méme pour

tous les espaces FE,,.
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Ceci conclut la preuve. O

Remarque 2.56. Soit H est un espace de Hilbert. La preuve précédente montre
qu’on peut écrire tout opérateur autoadjoint de K(H) (donc compact) comme une
limite d’opérateurs de rang fini (voir [2]). En effet, comme (e,) U (f,) forme une
base hilbertienne de H, on peut écrire tout uw € H sous la forme

+oo
=%,
n=1
et Uapplication T est diagonale dans cette base :
+oo
Tu=> A, (2.14)
n=1

avec A, — 0 lorsque n — +oo (éventuellement, il est possible que A\, = 0 a partir
d’un certain rang). Définissant les opérateurs de rang fini T par

N
TNU = E )\nun;
n=1

on voit facilement que ||T — Tx|| < sup |\,| — 0 lorsque N — +o0.
m>N

Remarque 2.57 (Calcul fonctionnel). Notons également que la décomposition (2.14)
permet de définir des opérateurs f(T) par la formule

Ceci généralise les opérations faites sur les matrices symétriques réelles.

2.3.4 Opérateurs autoadjoints compacts définis positifs

Dans la suite du cours, nous aurons besoin en particulier d’appliquer le théoreme
de décomposition spectrale a des opérateurs autoajoints compacts définis positifs.
Donnons-en tout d’abord la définition.

Définition 2.58. Soit V un espace de Hilbert, et soit A un opérateur borné de V
dans V. On dit que A est défini positif si

Vu e V\ {0}, (Au,u) > 0.

Remarque 2.59. Soit V' un espace de Hilbert, et soit A un opérateur borné de V
dans V. On lui associe la forme bilinéaire a définie par

a(u,w) = (Au,w).

En dimension finie, A est défini positif si et seulement si a est coercive. En dimension
infinie, ce n'est plus le cas, comme le montre l’exercice 2.60 ci-dessous.
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Exercice 2.60. Soit Q un ouvert borné de R%. On se place dans 'espace de Hilbert
L3(2). Pour tout f € L*(), le probléme

1
{ Chercher u € Hj(Q) tel que (2.15)

—Au=f dans D'(Q)
admet une unique solution. On considéere [’opérateur

A LX(Q) — L*Q)
f = w solution du probléme (2.15).

Montrer que A est un opérateur borné et que A est défini positif. Pour montrer que la
forme bilinéaire associée a n’est pas coercive, on pourra supposer que §2 est la boule
ouverte de centre 0 et de rayon 1, et considérer les fonctions f,(z) = n¥?x(nx), ou
X est une fonction fizée de D(L).

Le théoreme ci-dessous est alors un corollaire du Theoreme 2.54 (on est dans le
dernier cas évoqué dans la Remarque 2.55).

Théoreme 2.61. Soit V' un espace de Hilbert de dimension infinie, et A un opérateur
borné, défini positif, auto-adjoint et compact de V' dans V. Alors les valeurs propres
de A forment une suite (A\p)r>1 de réels strictement positifs qui tend vers 0, et il
existe une base hilbertienne (ug)r>1 de V' formée de vecteurs propres de A, avec

De plus, le sous-espace propre associé a chaque valeur propre est de dimension finie.

On remarque que le théoreme ci-dessus ne caractérise que le spectre ponctuel de
I'opérateur, alors que le Theoreme 2.54 caractérise tout le spectre.

Remarque 2.62. Comme (ug)r>1 forme une base hilbertienne de V', on peut appli-
quer la proposition 1.10 et on a donc les relations suivantes pour tout w € V' :

w= Y (w et [l =3 [, uf

k>1 k>1

Exercice 2.63. On reprend les notations et hypothéses du théoreme 2.61. Montrer
que, pour w € V', l’équation Au = w admet une unique solution v € V si et
seulement si w vérifie

2
ol

k>1

Exercice 2.64. Soit V = L*(0,1) et A 'application linéaire de V dans V définie par
(Af)(z) = (x® +1)f(x). Vérifier que A est continue, définie positive, auto-adjointe,
mais pas compacte. Montrer que A n’a pas de valeurs propres. Montrer que A — \d
est inversible si et seulement si A ¢ [1,2].
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Nous présentons ici une démonstration directe du théoreme 2.61. Dans ce but,
nous aurons besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 2.65. Soit V' un espace de Hilbert (non réduit au seul vecteur nul) et A
une application linéaire continue auto-adjointe compacte de V' dans V. On définit
(Au, u) (Au, u)

m= inf ——— e M= sup :
w0y (u,u) wev\foy (U )

Alors || Al|z(vy = max(|m|, [M|) et soit m, soit M, est valeur propre de A.

Lemme 2.66. Soit V un espace de Hilbert et A une application linéaire continue
compacte de V' dans V. Pour tout réel 6 > 0, il n’existe au plus qu’un nombre fini
de valeurs propres de A en dehors de l'intervalle | — §, d].

Démontration du lemme 2.65. On voit que |[(Au, u)| < ||A]|zov)||ul|?, par conséquent
max(|m|, |M]) < [|A]|zw). Comme A est auto-adjoint, on a, pour tout u et w dans
V', que

4(Au, w)

(A(u+ w),u +w) — (A(u —w),u —w)
M|+ w|* = mlu —w|*

max(|m|, |M|) (lu +w|* +[lu — w|]*)
2max(|ml, |M]) ([lull* + [Jw]]?) .

IA A CIA

Si Au # 0, on peut choisir w = Au/||Aul| dans 'inégalité précédente, et on obtient
2| Aul| < max(|ml, [M]) ([lu]* +1).

Cette derniere inégalité reste vraie si Au = 0. On prend maintenant le supremum sur
les u € V, ||ul| =1, ce qui donne 2||A||zy < 2max(|m|,|M|). En combinant cette
inégalité avec l'inégalité inverse obtenue ci-dessus, on obtient que max(|m|,|M|) =
AlLcov-

On montre maintenant la deuxieme partie du lemme. Si m = M = 0, alors, pour
tout u € V, on a (Au,u) = 0. En utilisant I’exercice 2.35, on obtient que A = 0,
ce qui termine la preuve du lemme. On suppose maintenant que soit m, soit M, est
non nul, et donc max(|m/|, |M|) > 0. Par définition, on a M > m. Si M < |m/, alors
on est dans un des deux cas suivants :

— soit 0 > M > m : on change alors A en —A ce qui permet de revenir au cas

M >m > 0.
— soit M >0 > m et M < |m]| : on change alors A en —A ce qui permet de
revenir au cas M > |m| > 0.
Sans perte de généralité, on peut donc supposer que M > |m| et M > 0. Montrons
que M est valeur propre de A. En utilisant la premiere partie du lemme et la
définition de M, on a

A
|Alow) = M = sup (A%
ueV\{0} <U, U)
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Soit u, € V une suite maximisante, avec ||u,| = 1. On a donc lim,,_ 4 oo (Atup, up) =
M. Comme u, est bornée et A est compacte, on peut extraire de Au,, une sous-suite
convergente : lim,, 4o A,y = v. On a aussi

(A, ) < [ Aun|| fJun]l < [[Alleey unll* = | Allcey = M.

Or lim,, 4 oo (Atp, u,) = M, ce qui donne que lim,, ;|| Auy|| |Jun|| = M. Comme
|lun|| = 1, on en déduit que lim, ;o ||Au,|| = M. Sachant que Au, converge a
extraction pres vers v, on obtient que ||v|| = M.

On voit aussi que

| Aty — Muy||? = [|Au,||* + M? — 2M (At tn) —ni00 0,

ce qui implique lim,, ¢ Aup,—Mu, =0.0r lim Augy,) =v,donc lim Muyp) = v.

n—-+00 n—-+o0o
Comme A est continue, on a lim M Au,,) = Av, et par unicité de la limite, on
n——+00
déduit que Mv = Awv, avec v # 0. Donc M est bien valeur propre de A. O

Démontration du lemme 2.66. On procede par contradiction, et on suppose donc
qu'il existe une suite infinie de valeurs propres (Ax)r>1 distinctes telles que |A\g| > 4.
Soient (ug)r>1 les vecteurs propres associés, et Fj le sous-espace vectoriel engendré
par uq, ..., U.

Grace au lemme 2.28, les vecteurs propres (uy)g>1 sont linéairement indépendants,
et donc Ej_q est strictement inclus dans Fj. Donc il existe w; de norme 1, avec
wy € Ey et wy orthogonal a Ejy ;. Comme )\, est isolé de 0, on voit que la suite
de vecteurs wy /i est bornée. L’application A étant compacte, on en déduit que, a
extraction pres, la suite Awy /A converge. Par ailleurs, pour j < k, on voit que

1 1 1 1
)\—kAwk — )\—jij = )\—k (Awk — )\kwk) + wg — )\—jij
W 1

Or, pour tout w € Ej, on a (A— M\Id)w € Ej_;. Par conséquent, les vecteurs

(A — N\gld) il et — Aw, sont dans Ej_,, tandis que wy, est orthogonal a Ej,_;. Donc

e A
1 1 2 | 2 )
—Awy, — —Aw;|| = (A= M\Id) —= — — Aw;

> Jlwil? = 1.

Ceci est contradictoire avec le fait que la suite Awy/\; converge a extraction pres.

[]

Démontration du théoréeme 2.61. Le lemme 2.65 montre que I’ensemble des valeurs
propres n’est pas vide, tandis que le lemme 2.66 montre que cet ensemble est soit fini,
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soit infini dénombrable avec 0 comme seul point d’accumulation. On note (Ag)k>1
les valeurs propres de A et Vj, = Ker(A — A\;Id) les sous-espaces vectoriels propres
associés. Comme A est défini positif, on voit que les valeurs propres sont toutes
strictement positives.

1
Comme A\, # 0, 'application /\—A est compacte, et la proposition 2.46 montre
k

1
que V, = Ker(A—A —1d) est de dimension finie.
k

Les sous-espaces propres sont orthogonaux deux a deux. En effet, si vy € V) et
v; € V; avec k # j, alors, comme A est auto-adjoint,

(Avj,vp) = Aj(vj, vr) = (5, Avg) = Me(vy, V).

On déduit de A\, # A; que (v;, vg) = 0.
Soit

K
W = {UEV; EIKthelquev:ka, vaVk}

k=1
I'espace vectoriel engendré par les (vg)r>1. Montrons que W est dense dans V. Il
est clair que W est stable par A, c’est-a-dire A(W) C W. L’application A étant
auto-adjointe, ceci implique que W+ est lui-aussi stable par A. On considere alors
la restriction Ay de A & W+, qui est encore une application linéaire continue auto-
adjointe compacte. Si W+ # {0}, on peut appliquer le lemme 2.65, et donc Ay a
une valeur propre \. Soit u le vecteur propre associé : u € W+ et Au = Au. Donc
A est une valeur propre de A, et par conséquent w € W. Donc u € W N W+, ce
qui est contradictoire avec le fait que u # 0. Donc W+ = {0}. Par conséquent,
V = {0}t = W)+ = W (on a utilisé le lemme 1.13 pour obtenir la derniére
égalité), ce qui montre que W est dense dans V.

On construit maintenant une base hilbertienne de V. Pour cela, on considere dans
chacun des V} (qui sont de dimension finie) une base orthonormée. Les réunions de
ces bases forme une base hilbertienne de V| car les V}, sont orthogonaux deux a deux
et W est dense dans V.

Comme V est de dimension infinie et que les V; sont de dimension finie, on
obtient aussi que A possede un nombre infini dénombrable de valeurs propres. [J
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Chapitre 3

Equations aux dérivées partielles
et problemes aux valeurs propres

3.1 Motivation

Ce chapitre est une introduction a I’étude mathématique et numérique des phéno-
menes vibratoires. Ces phénomenes ont une grande importance pour de nombreuses
sciences de l'ingénieur : génie civil, acoustique (des instruments de musique mais
aussi des véhicules), détection de fissure dans des matériaux (par contréle non des-
tructif), ...

D’un point de vue mathématique, il s’agit d’étudier les valeurs propres et vecteurs
propres d’équations aux dérivées partielles. Illustrons notre propos sur un exemple
concret. On considere une membrane élastique homogene et isotrope, dont le bord
est maintenu fixe, initialement au repos, et on cherche a étudier sa réponse a une
excitation dépendant du temps.

Lorsqu’on néglige les forces de gravitation devant les forces de tension superfi-
cielle, et qu’on se place dans le cadre de I’élasticité linéaire, le systeme vérifié par le
déplacement vertical u(t,z) d’un point de la membrane situé au repos a la position
x € () s’écrit :

(L o) Au(to) = f(t.e)  dans R* x O

2gp b7 u(t,z) = f(t,x ans :
u(t,z) =0 sur R x 99, (3.1)
u(0,2) =0 sur €2, '
ou

\ E(O,x) =0 sur €2,

ou c = +/S5/p, S désignant la tension superficielle et p la masse surfacique de la mem-
brane. On reconnait dans 'EDP du systeme (3.1) une équation d’onde de célérité ¢
comportant un terme source f.

L’analogue discret (en espace) de ce probleme est le systeme dynamique d’incon-
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nue U(t) € RY suivant :

U
Y W(?UJF AU(t) = B(t), (3.2)
U(0) = E(O) =0,

olt M et A sont deux matrices de taille N x N et B(t) est un vecteur de RY dépendant
du temps.

Nous verrons plus loin dans le cours (cf. la deuxiéme partie du polycopié) qu’on
peut effectivement passer du systeme (3.1) au systeme (3.2) par une formulation
variationnelle de (3.1), qui est ensuite approximée par une méthode de Galerkin
(par exemple une méthode d’éléments finis).

Supposons ici pour simplifier que M est la matrice identité, et que A est une
matrice symétrique. Une méthode classique pour résoudre (3.2) est de diagonaliser
la matrice A, ce qui consiste a chercher les couples (A, Ux)1<k<n de valeurs propres
et de vecteurs propres de A, qui vérifient donc

Yk, AU, = MUy (3.3)

Puisque A est symétrique, ses vecteurs propres forment une base orthonormée de
RY. On cherche alors une solution de (3.2) comme une combinaison linéaire sur ces

vecteurs propres :
N

U(t) = Zak(t)Uk avec ag(t) € R.

k=1
En insérant cette décomposition dans (3.2), on trouve que les «y vérifient
dQOék
dt?

e (t) = () (3.4)

avec by (t) = (B(t), Ug). On est donc ramené a la résolution d’une équation différentielle
ordinaire scalaire.

L’argument clé qui a permis de ramener le systeme (3.2), posé en dimension
N éventuellement grande, a la résolution des N équations scalaires indépendantes
(3.4), est la diagonalisation de la matrice A et la recherche d'une solution comme
combinaison linéaire de vecteurs propres. Essayons maintenant d’utiliser la méme
stratégie pour résoudre le probleme (3.1). L’analogue de la matrice A, qui associe
au vecteur U le vecteur AU, est I'opérateur —A, qui a la distribution u associe la
distribution —Auw. Il est donc naturel d’essayer de chercher des fonctions uy, définies
sur €2, et des réels A\, tels que

—Auk:)\kuk dans €. (35)

Ce probleme aux valeurs propres est I’équivalent en dimension infinie du probleme
(3.3). En fait, cette équation aux valeurs propres apparait aussi naturellement si on
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s’intéresse a 1’équation sans second membre associée a (3.1), et qu'on en cherche
une solution sous la forme u(t,z) = ¢(t)v(z). Oublions les conditions initiales : les
fonctions ¢ et v doivent alors vérifier

1 "
{ 2 (tv(x) — p(t)Av(xz) =0 pour tout t > 0, x € (2, (3.6)

v(z) =0 sur 0f.
Formellement, on a donc
P(t) _ Av
pt) v
ou A € R est une constante, et donc la fonction v(z) est un vecteur propre du

laplacien avec conditions de Dirichlet nulles au bord (on retrouve la relation (3.5)),
tandis que ¢ suit 'équation suivante, similaire a (3.4) :

¢"(t) + Ap(t) = 0.
Supposons A > 0 (nous montrerons au théoreme 3.3 ci-dessous que c’est effective-
ment le cas). Alors ¢(t) = acos(vV/At) + bsin(v/At), et la fonction

u(t,z) = av(z) cos(VAt) + bu(x) sin(VAt) (3.7)

est solution de 'EDP apparaissant dans (3.1) avec f = 0. La fonction u s’interprete
comme un mode propre de vibration de la membrane. La signification mécanique
de A se comprend sur la relation (3.7) : il s’agit du carré des pulsations propres de
vibration.

La discussion ci-dessus permet donc de comprendre l'importance des valeurs
propres et des vecteurs propres du laplacien, et de la signification du point de vue
vibratoire de ces quantités.

vVt >0, Vx € Q,

La suite de ce chapitre est organisée ainsi. Les théoremes abstraits qui ont été
présentés au Chapitre 2 sont utilisés dans la section 3.2 pour étudier les modes
propres du laplacien et de I'élasticité linéarisée. En pratique, on ne peut calculer
qu'une approximation numérique des valeurs et vecteurs propres, et ’analyse d’er-
reur est discutée dans la section 3.3. Enfin, la mise en oeuvre numérique d’une
méthode de discrétisation aboutit au bout du compte a un probleme d’algebre
linéaire, qui consiste a diagonaliser une matrice. Quelques algorithmes pour la résolu-
tion d’un tel probleme seront discutés dans la section 3.4.

3.2 Valeurs propres d’un probleme elliptique

Pour commencer cette section, on se place dans un cadre assez général, qu’on
pourra ensuite appliquer a différents modeles. Nous suivons en fait la méme démarche
que dans le cours d’Analyse de premiere année [7], dans lequel on a tout d’abord
démontré, dans un cadre assez général, le théoreme de Lax-Milgram, qu’on a ensuite
appliqué a différentes équations. Nous appliquerons le résultat abstrait démontré a
la section 3.2.1 dans la section 3.2.2, pour I'étude des valeurs propres du laplacien.
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3.2.1 Probleme variationnel abstrait

On se donne un espace de Hilbert V' et une forme bilinéaire a(-,-) sur V', qui est
symétrique, continue et coercive. On se donne aussi un autre espace de Hilbert H,
tel que

V C H avec injection compacte au sens de la définition 2.47,
V dense dans H.

Pour ne pas confondre les produits scalaires sur H et sur V', nous les noterons
respectivement (-, -}y et (-, -)y. Les normes associées sont notées || - ||z et || - ||v. Les
hypotheses sur la forme a donnent donc I'existence de M > 0 et a > 0 tels que

VueV, VweV, la(u,w)| < Mluly|w]y,
VueV, a(u,u)> aluly.

Le probléme qui nous intéresse ici est : trouver A € R et u € V '\ {0} tels que
Vw eV, a(u,w) = Nu,w)y. (3.8)
On dira alors que A est valeur propre de la forme bilinéaire a (ou du probeéme

variationnel (3.8)), et que u est le vecteur propre associé.

On donne des a présent un cas typique d’application du cadre abstrait développé
ici. Soit © un ouvert borné de R%. On pose V = H}(Q), H = L?(Q), et

a(u,v) = / Vu - V.
Q

Nous montrerons a la section 3.2.2 que les hypotheses faites ci-dessus sont vérifiées,
et que résoudre (3.8) est alors équivalent & chercher A € R et u € H}(Q), u # 0, tels
que

—Au = Mu dans €.

Ainsi, A et u seront valeur propre et vecteur propre du laplacien dans €2 avec condi-
tions aux limites de Dirichlet.

Théoreme 3.1. Soient V' et H deux espaces de Hilbert de dimension infinie. On
suppose V. C H avec injection compacte et V dense dans H. Soit a(-,-) une forme
bilinéaire symétrique, continue et coercive sur V. Alors les valeurs propres de (3.8)
forment une suite croissante (A\p)g>1 de réels strictement positifs qui tend vers l'in-
fini, et il existe une base hilbertienne de H de vecteurs propres associés, c’est-a-dire :

up €V ooet Yw €V, alug, w) = A\ (ug, w)y. (3.9)

De plus, ug// A, est une base hilbertienne de V' pour le produit scalaire af-,-).
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Démonstration. L’'injection V' C H étant continue, on sait qu’il existe C' > 0 tel que
Yw eV, ||w|g <Clwl|y. (3.10)

Pour f € H, on consideére le probleme variationnel

{ Chercher u € V tel que (3.11)

Vw € V7 CL(U,’U,}) = <f7 w)H

Grace au théoreme de Lax-Milgram, ce probleme admet une unique solution v € V.
On définit les applications linéaires

A:H — V
f —— w unique solution de (3.11),

et
A:H — H

f — Af.
Comme a est coercive sur V', on a, pour u solution de (3.11),
allulli: < alu,uw) = (fu)ym < || flla vl

En utilisant (3.10), on obtient

C
IAF Il = llullv < [ fllz-

Donc A est linéaire continue de H dans V. En utilisant & nouveau (3.10), on obtient
que A est linéaire continue de H dans H.

Montrons que A est définie positive, auto-adjointe et compacte sur H.
Comme A est la composition de A € L(H, V') et de l'injection de V' dans H, qui
est compacte, on a que A est compacte. Soient maintenant f et g dans H. On a

et donc A est auto-adjointe sur H. On montre enfin que A est définie positive sur
H. En prenant g = f dans ’égalité précédente, on voit que, pour tout f € H,

(f,Af)in = a(Af, Af) = o Af|f, > 0.

Supposons que (f, Afyy = 0. Alors I'inégalité ci-dessus donne que Af = 0. Par
définition, on a

VUJG‘/, CL(Af,'lU):<f,’U)>H
On déduit de Af = 0 que (f,w)y = 0 pour tout w € V. Or V est dense dans H,

donc ceci implique que (f,w)y = 0 pour tout w € H, et par conséquent f = 0.
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Finalement, pour tout f € H, f # 0, on a (f,Af)y > 0 et donc A est définie
positive sur H.

On peut donc appliquer le théoreme 2.61. Il existe donc une base hilbertienne
de H formée des vecteurs propres uy de A, associés aux valeurs propres (fug)x>1, qui
forme une suite décroissante vers 0 :

Vk > 1, Auy, = HiUf-

Comme pg > 0 et Aug € V', on voit que u, € V. On montre maintenant que les uy
sont vecteurs propres de la forme bilinéaire a. Par définition de A, on a

Vw € ‘/7 a(Aukaw) = <ukaw>H - Mka(Uk,w),

et donc, en posant

1
e
on obtient (3.9). Montrons que les vy définis par

A =

U
vV

forment une base hilbertienne de V' pour le produit scalaire a(-,-). On a v, € V et
I’espace vectoriel engendré par les v, est dense dans H, donc dense dans V. Enfin,
les vecteurs v, sont orthogonaux deux a deux, car

Vi =

a(vg,vp) = a i, Y
NV

1
= a(ug, up)

9%
>
bS]

= (uk,up>H = 5kp-

E

Ceci conclut la preuve du théoreme. O

On donne maintenant une caractérisation tres utile des valeurs propres du pro-
bleme (3.8), appelé principe du min-max ou de Courant-Fisher. Nous introduisons
le quotient de Rayleigh défini, pour chaque v € V' \ {0}, par

a(v,v)

o lllE

R(v) (3.12)
Proposition 3.2. Soient V et H deux espaces de Hilbert de dimension infinie. On
suppose V. C H avec injection compacte et V dense dans H. Soit a(-,-) une forme
bilinéaire symétrique, continue et coercive sur V. Pour k > 0, on note E}, ’ensemble
des sous-espaces vectoriels de dimension k de V. On note (A\g)g>1 la suite croissante



3.2. VALEURS PROPRES D’UN PROBLEME ELLIPTIQUE o1

des valeurs propres du probléme variationnel (3.8). Alors, pour tout k > 1, la k-iéme
valeur propre est donnée par

iy (s 70) = s (L aw).

veW\{0} WeE, 1 \vewL\{0}
En particulier, la premiére valeur propre vérifie

— mi 14
A1 velg{r{lo}R(v), (3.14)

et tout point de minimum dans (3.14) est un vecteur propre associé a .

Démonstration. Soit uy une base hilbertienne de H formée des vecteurs propres de
(3.8). On commence par caractériser H et V. On a

H = {v:Zakuk tel que Zoz,% < +oo}.

k>1 k>1

En effet, soit v € H : comme u; est une base hilbertienne de H, en utilisant la
proposition 1.10, on a bien v = Y, ajuy avec oy = (v, ug)y. La série >, af
est bien convergente car égale a ||v||%. Réciproquement, soit une suite oy, telle que
Y s @ < 400. La suite Zle aguy est bien dans H, et elle est de Cauchy, donc
elle converge vers un élément de H.

On montre maintenant que

V= {v = Zakuk tel que Z)\kai < —I—oo} .

k>1 k>1

Soit v € V' : les vy, = ug/+/ A forment une base hilbertienne de V' pour a(-,-), donc
on peut décomposer v suivant ces vy selon

v = Zakvk avec a(v,v) = Zai.

k>1 k>1

Posant 8, = ax/v/ Ak, on obtient v = >, Bruy avec a(v,v) = >, o Mz < +o0.
Réciproquement, supposons v = Y, o, apug avec y o, Agaq < +00. Alors la suite

Z,ﬁil apuy est une suite d’éléments de V' qui est de Cauchy pour la norme induite
par a(-,-). Donc cette suite converge vers un élément de V.

Soit maintenant v € V' \ {0}. Alors on écrit v = Y, ., apuy et le quotient de
Rayleigh s’écrit
B Zk21 Ay

Rlv) = Dk G
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L’égalité (3.14) est donc claire. Soit u un point de minimum : R(u) = A\;. Soit v € V
quelconque. La fonction f(t) = R(u+ tv) est minimale en ¢t = 0, donc f’(0) = 0. Or

a(u, v)l|ullf — (u, v)nalu, u)

lull

f1(0) =2

Comme f'(0) = 0 et a(u,u) = A\i||ul|F;, on obtient a(u,v) = A1(u,v)y pour tout
v € V', et donc u est vecteur propre associé a la valeur propre A;.

On démontre maintenant (3.13). Soit Wy, I'espace vectoriel engendré par (ug, ..., ug),
k
: : : : . D1 Ajo;
qui est de dimension k. Soit v € Wy, : on a R(v) = ————= donc
i=1%
A= max R(v) > min ( max R(U)) . (3.15)
vEW,v#£0 WeE, \veW\{0}
a2
De méme, pour v € Wik, on a R(v) = 22 et donc

ijk %2'

M= min R()< max ( min R@)).

vEWRE | v#0 T WeEEL_1 \weWwL\{0}

Soit maintenant W un sous-espace vectoriel de V' de dimension k. Ona V.= W;_1®
Wi, donc W = (WnWy_1)d(WnWit,). SiWnWt |, = {0}, alors W = WNW,,_y,
ce qui n’est pas possible car W est de dimension k et W N Wj_; est de dimension
inférieure ou égale & k — 1. Donc (W NW.L )\ {0} # 0. On a

max R(v) > max R(v)
veW\{0} ve(WNWi)\{0}
> min R(v)
UG(WHW]jll)\{O}
> min  R(v) = Ag.

veWE \{0}

Par conséquent,

WeE;, \veWw\{0}

min ( max R(v)) > A

En rassemblant cette inégalité avec (3.15), on obtient la premiere égalité de (3.13).
La seconde égalité de (3.13) s’obtient de maniere analogue, en considérant W € Ej_,
et en s’appuyant sur le fait que W=+ N W, n’est pas réduit a {0}. O

3.2.2 Application : valeurs propres du laplacien

Dans cette section, nous mettons en oeuvre le théoreme 3.1, démontré dans un
cadre abstrait, pour étudier les valeurs propres du laplacien.
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Théoréme 3.3. Soit ) un ouvert borné régulier de classe C* de Re. Il existe une
suite croissante (A)k>1 de réels strictement positifs qui tend vers l'infini, et il existe
une base hilbertienne de L*(Q), notée (uy,)x>1, telle que chaque uy, appartient a Hj ()
et vérifie

{ —Aup = Mg dans D'(), (3.16)

u, = 0 sur 0€).

Les (Ag)g>1 et les (uy)r>1 sont appelés les valeurs propres et vecteurs propres du
laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet sur 'ouvert (2.

Démonstration. On va appliquer le théoreme 3.1, avec les choix V = H}(Q) (muni
du produit scalaire (-,+)g1), H = L*(Q) (muni du produit scalaire (-,-);2), et

a(u,v) = / Vu - V.
Q

Comme C§°(Q) est dense dans L*(Q) et inclus dans HJ(f2), on a bien que V est
dense dans H. Comme 2 est borné, on peut appliquer le théoreme de Rellich 2.50,
et 'injection V' C H est bien compacte. La forme a est bien bilinéaire, symétrique,
continue et coercive sur V' (ce dernier point résulte directement de 'inégalité de
Poincaré (1.8)). Par conséquent, il existe une suite croissante (Ag)x>1 de réels positifs
et une base hilbertienne (uy),>; de L?(2) tels que uy, € HY(Q) et

Yo € Hy (), /Vuk-Vv:)\k/ukv.
Q Q

On obtient alors (3.16) par une simple intégration par partie. O

Remarque 3.4. Supposons que 2 soit de classe C°. Alors les uy solutions de
(3.16) sont bien plus réguliers que HJ(2). On voit en effet que —Auy, = \yuy, avec
ety de régularité H'. Donc Auy, € HY (). Comme Q) est trés régulier, ceci impose
que up, € H3(Q), et donc Auy, € H3(), ce qui donne uy, € H°(Y), ... On obtient
finalement que uy, € C®(Q).

Remarque 3.5. L’hypothése que ) est borné est fondamentale. Sans cette hy-
pothese, le théoréme de Rellich est fauz, et le théoréme 3.3 est lui aussi faux.

Exercice 3.6. On se place en dimension 1 et on considere 2 =|0,1[. Calculer
explicitement toutes les valeurs propres et les fonctions propres du laplacien avec
conditions auz limites de Dirichlet (3.16). En déduire que la série y -, aisin(knz)
converge dans L*(0,1) si et seulement si Y. ,., ai < +oo, et que la méme série
converge dans H'(0,1) si et seulement si -, k*ai < +oo.

En utilisant le principe de Courant-Fisher, on pourra résoudre I'exercice suivant.

Exercice 3.7. On reprend les notations et hypothéses du théoréeme 3.5. Trouver une
relation entre la plus petite constante Cq possible dans l'inégalité de Poincaré (1.8)
et la premiére valeur propre Ay de (3.16).
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On donne enfin un résultat qualitatif tres important a propos de la premiere
valeur propre.

Théoréme 3.8 (de Krein-Rutman). On reprend les notations et hypothéses du
théoreme 3.3. On suppose que l'ouvert Q) est connexe. Alors la premiére valeur propre
A1 est simple (le sous-espace vectoriel associé est de dimension 1), et le premier vec-
teur propre peut étre choisi positif presque partout dans €.

Remarque 3.9. Ce théoreme est spécifique aux équations scalaires, c’est-a-dire
pour lesquelles l'inconnue u est a valeurs dans R. Dans le cas vectoriel (comme par
exemple dans le cas de l’élasticité linéaire), le résultat est faux.

3.3 Méthodes numériques

Dans la section 3.2.1, nous nous sommes intéressés a la résolution du probleme
aux valeurs propres (3.8). Nous expliquons maintenant comment discrétiser ce pro-
bleme pour aboutir a une méthode numérique permettant de calculer une approxi-
mation des valeurs propres (et éventuellement des vecteurs propres) de (3.8).

3.3.1 Discrétisation du probleme

On réalise une approximation interne du probléme (3.8). Soit donc V}, C V un
sous-espace de dimension finie de V. Typiquement, V}, est un espace d’éléments
finis, tandis que H est I'espace L*(€)). Le probleme discrétisé est : trouver A, € R
et up € V3, \ {0} tels que

Ywy, € Vi, a(uh,wh) = /\h<uh,wh>H. (317)

Théoreme 3.10. On reprend les hypothéses du théoréme 3.1 : soient V et H deux
espaces de Hilbert de dimension infinie. On suppose V- C H avec injection compacte
et V dense dans H. Soit a(-,-) une forme bilinéaire symétrique, continue et coercive
sur V', et soit Vi, CV un sous-espace de dimension finie J.

Alors les valeurs propres de (3.17) forment une suite croissante finie

0<Ain<...< Aun,

et il existe une base de Vi, orthonormale dans H, de vecteurs propres associés, c’est-
a-dire : pour tout m, 1 <m < J,

Um,h € Vh et th € Vh, a(umﬁ, wh) = >\m7h<um7h, wh)H. (318)

Pour démontrer ce théoréeme, nous aurons besoin du résultat d’algebre linéaire
suivant :
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Proposition 3.11 (Factorisation de Cholesky). Soit A une matrice réelle symétrique
définie positive. Il existe une unique matrice réelle B, triangulaire inférieure, telle
que tous ses €léments diagonaux soient positifs, et qui vérifie

A= BB

Démonstration. Plutot que de démontrer ce théoreme en suivant le schéma de preuve
du théoreme 3.1, on suit ici une preuve plus algébrique. Soit (¢;)1<;<s une base de
Vi, (ce sont par exemple les fonctions de base d’'une méthode d’éléments finis). On
cherche uy, solution de (3.17) sous la forme

J
up(z) = Z Ujpj ().

On introduit les matrices de masse M, et de rigidité KC;, définies par, pour tout i et
J, 1 <4, <J,

(Mn)ij = (i, 0i)m,  (Kn)ij = alei, ;).
Alors le probleme (3.17) se récrit : trouver A\, € R et U € R, U # 0, tels que

KnU = A\ MyU. (3.19)

La terminologie matrice de masse et de rigidité est liée a la mécanique des solides.
La matrice de rigidité K, est la méme que celle apparaissant dans la résolution par
approximation interne du probléme variationnel a(u, w) = (f, w)y. Les matrices M,
et KCp, sont symétriques définies positives.

Pour résoudre le probleme (3.19), on commence par calculer la factorisation de
Cholesky de M,,, c’est-a-dire calculer la matrice @, telle que M, = Q,Q}.

Une fois ceci fait, le probleme (3.19) revient au probleme classique

KU = MU, (3.20)

avec U = QLU et K, = Q,:llCh(Q';L)*l. On note que la matrice K, est symétrique et
positive. Si € est tel que &K,€ = 0, alors, puisque K, est symétrique définie positive,
on a (Q})7'¢ =0, donc £ = 0. La matrice Ky, est done symétrique définie positive.

Pour le probleme (3.20), on dispose d’algorithmes de calculs de valeurs propres
et de vecteurs propres, dont certains seront décrits a la section 3.4.

On note (A, Um) les éléments propres de Ky, : KnUp = ApnUn,. On définit U, =
(QL)~'U,, et on a donc KU, = Ay MUp,.

Soit U, et U, associés a des valeurs propres distinctes : \,, # A,. Alors, en
utilisant la symétrie de Iy, on a

AU MU, = UKL U, = (ULKLU)E = UL KLU, = N\ UL MU,

Puisque A, # \,, ceci implique que Uf, MU, = 0. Les vecteurs propres solution de
(3.19) sont donc orthogonaux pour My, (et donc pour /). O
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Pour éviter d’avoir a calculer la factorisation de Cholesky de M,,, on peut utiliser
une formule de quadrature pour évaluer (p;,¢;)n qui rende la matrice de masse
diagonale. Un tel procédé est appelé condensation de masse (ou mass lumping) et
est souvent utilisé en pratique, par exemple dans I’esprit de I'exercice suivant.

Exercice 3.12. On suppose que Q est un ouvert borné de RY,
V=H}(Q), H=L*Q), a(uv) /Vu Vo.

On étudie donc —Au = \u dans HL(Q)). On suppose qu’on utilise une méthode
d’éléments finis Py sur un maillage formé de triangles (en 2D) ou de tetraédres (en
3D) de sommets (a;)1<i<a+1. On utilise la formule de quadrature

d+1

/ Wz VOZ;T_el(K) Z@D (a:), (3.21)

ot K est un triangle (ou un tétraédre) du maillage. Ceci revient donc a choisir pour
noeud d’intégration les sommets de K, qu’on affecte tous du méme poids.

Vérifier que la formule de quadrature (3.21) conduit effectivement a une matrice
de masse My, diagonale.

3.3.2 Convergence et estimation d’erreur

Nous estimons ici la différence entre les valeurs propres du probleme continu
(3.8) et les valeurs propres du probleme (3.18) (identique a (3.17)), qui est son ap-
proximation discrete. Cette estimation est fondée sur la caractérisation suivante des
valeurs propres (Ay.n)1<m<s du probleme discrétisé (3.18), analogue en dimension
finie du principe de Courant-Fisher (cf. la proposition 3.2) :

Amp = min ( max R(v)), (3.22)
WEE, n \veW\{0}

ou E,,; est I'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension m de Vj, et R(v)
est le quotient de Rayleigh défini par (cf. (3.12))

a(v,v)

vllZ

La comparaison de (3.13) et de (3.22) donne déja que, pour 1 < m < J,
)\m S >\m,h-

R(v) =

Pour obtenir une majoration de A, », on introduit I'opérateur de projection II;, €
L(V,V},) défini, pour tout u € V| par

Vw, € Vi, a(llpu, wy) = alu, wy,). (3.23)

Soient (ty,)m>1 les vecteurs propres de (3.8), et soit W), le sous-espace vectoriel de
V engendré par (uy,...,uy), qui est de dimension m.
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Lemme 3.13. Pour tout 1 < m < J, on pose

Tm,h = inf 10| g
vEWm,|lv||lp=1

St Omp >0, on a
Am

)\m,h S
g

5
m,h

Démonstration. On utilise le principe de Courant-Fisher (caractérisation (3.22))
avec le choix W, , = Vect {Ilyuy, ..., u,}. On a bien Wy, , C Vj, et dim Wy, j, <
m. Montrons que W, ), est de dimension m. Si ce n’est pas le cas, alors il existe
(@)1<i<m non tous nuls tels que

0= Xm: OéiHh’U,i = Hh (Zm: aﬂu) s
=1 =1

ce qui contredit I'hypothese o, 5 > 0. Donc dim W, , = m et (3.22) implique que

v, 11
Amp < max  R(v) =  max w
VEWnm n\{0} veWm llvlr=1 ||x0||3

Pour tout v € V', on a
a(v,v) = a (v, pv) + a (v — v, v — ) + 2a (v — e, i) .

Par définition de II,v, le dernier terme est nul. Par coercivité de a, le second terme
est positif. Donc a(v,v) > a (I1yv, I1,v) et donc

N < a(v,v)

veWn,olln=1 [[TT40)|%

Pour v € W, tel que |[v]lg = 1, on a v = Y /" asu; avec > ;" a? = 1, donc
a(v,v) < A, d'ont
1 Am

Ao <A max =
S W ola=1 [T 02,

Ceci conclut la preuve. O

On a donc l'estimation
A < A < A/ (02,1). (3.24)

On voit donc que la différence entre \,, 5, et \,, est reliée aux propriétés d’approxi-
mation de V' par V},. Plus V}, est “proche” de V', plus on s’attend a ce que la solution
IT,u € V), du probleme (3.23) soit proche de u, donc en particulier que ||II,ul| g soit
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proche de ||u||g. Ceci implique alors que oy, est proche de 1 (puisqu’on minimise
|IT,v]| g sur des vecteurs v de norme 1). On remarque donc que, pour aller plus loin
dans l'estimation de \,,;, il n’est plus nécessaire de faire appel a la spécificité du
probléeme (c¢’est un probléme aux valeurs propres). Disposer de propriétés d’approxi-
mation de V par V}, suffit.

Mentionnons enfin que ces propriétés d’approximation sont souvent reliées a
I'existence d’une application r, de V dans V} telle que, pour tout v € V, on a
limy, o ||[v — rp(v)|[y = 0. Dans le cas d’une approximation par éléments finis P,
I’application r;, est par exemple I'interpolation de v sur les noeuds du maillage.

Précisons tout ceci dans un cas particulier. On revient a la définition (3.23) de
I'opérateur 1I,. En utilisant le fait que la forme bilinéaire a est coercive et continue,
on a, pour tout u € V,

allu — i < alu — Muu,u — )
< a(u — Hpu,u — pu + wy)
S MHU_HhUHV Hu—Hhu—i-whHV
pour tout wy, € V4. Donc
M
—1I < — inf — . 3.25
lu = Tpully < —= infflu—wsly (3.25)

On suppose maintenant que V' = H}(Q) pour un ouvert  borné de R™, et que
V), est le sous-espace de V' correspondant a la méthode des éléments finis P, avec
k+1 > n/2. On considere alors l'interpolée r,v d’une fonction v. C’est un résultat
classique [1] que cette application 7, est bien définie sur H**(Q) et qu’il existe une
constante C' vérifiant

Yo € Hk+1(Q), ||U — ThUHHl(Q) < Chk||UHHk+1(Q) (326)

Supposons maintenant que W,,, 'espace vectoriel engendré par les m premiers vec-
teurs propres de la forme bilinéaire a, soit inclus dans H*™1(€2). Alors, il existe C,,
tel que, pour tout v € W,,, de norme 1, on a

[v = il @) < Cnh. (3.27)

Détaillons ceci. On peut toujours supposer que les m premiers vecteurs propres de
a, notés u;, 1 < j < m, sont orthogonaux deux a deux pour le produit scalaire
de H', et sont de norme 1 : |lu;||z1 = 1. On a supposé que W,,, € H*™(Q), donc
u; € H*(Q) vérifie la majoration (3.26). En posant Cr, = C'sup, <<, [[u; || g0,
on a donc

Vi, 1<j<m, |u;—raujllme < Cnht. (3.28)

Soit maintenant v € W,,, avec ||[v||g1 = 1. On décompose v sur la base des u; :

m
v = Zocjuj avec  ||v||3 = Zo@ =1
j=1

J
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La derniere relation implique que |a;| < 1 pour tout j. On calcule maintenant

> aj(u; — ryuy)
J

v = rpvl|m ) =

<l g = sl g

En utilisant |a;| < 1 et la majoration (3.28), on arrive a
v = rvllme) <Y Cuhf = Coult¥,
j=1

ce qui est exactement (3.27).

En rassemblant (3.25) et (3.27), on a donc, pour tout v € W,,, de norme 1, que
M
||U — HhUHHl(Q) S Ecmhk,

soit ||pv|| iy > 1 — ChF. Ceci implique 0,5, > 1 — Cy,h*. L'estimation (3.24)
donne donc, pour une constante C,,, 'encadrement A, < Ay p < A (1 +C,,hF), soit

0 < At — Am < Cph®. (3.29)

Nous finissons cette section en énoncant un résultat précis de convergence pour les
valeurs propres et les vecteurs propres du laplacien, définis par (3.16), approximés
par une méthode d’éléments finis triangulaires P;. Un tel résultat se généralise a
d’autres problemes et d’autres types d’éléments finis.

Théoréme 3.14. Soit Q un ouvert borné et régulier de R?. Soit (Th)n>0 une suite
de maillages triangulaires réguliers de Q. Soit Vo, le sous-espace de Hj () défini
par la méthode des éléments finis Py, de dimension J.

Soient (Am, Um)m>1 les valeurs propres et vecteurs propres du probléme (3.16),
et s0it (Am.n)1<m<J les valeurs propres de l'approzimation variationnelle (3.17) cor-
respondante sur [’espace de dimension finie Vyy,. Pour tout m > 1 fizé, on a

lim [\, = Al = 0.

Il existe une famille de vecteurs propres (Um.p)1<m<Js de (3.17) dans Vyy, telle que, si
Am est valeur propre simple, alors

lim {[t, — U 51 0) = 0.

h—0
Si le sous-espace engendré par (uy, ..., uy) est inclus dans H**1(Q) avec k+1 > d/2,
alors il existe C,, indépendant de h tel que
A = Amn| < Crih®*. (3.30)

St A\, est valeur propre simple, alors



60 CHAPITRE 3. EDP ET PROBLEMES AUX VALEURS PROPRES

Il est important a ce stade de faire plusieurs remarques :

— la constante (), dans (3.30) et (3.31) tend vers +oo lorsque m tend vers
+o0. Donc, a h fixé, les plus grandes valeurs propres discretes (par exemple,
M) e sont pas nécessairement une bonne approximation des valeurs propres
exactes. Pour avoir une bonne approximation de Ay, il peut donc étre néces-
saire de travailler avec un espace d’approximation V{; de dimension bien plus
grande que J.

— la convergence des vecteurs propres ne peut s’obtenir que si la valeur propre
est simple. Si A, est multiple, alors il se peut que la suite u,,, ne converge
pas, mais admette plusieurs points d’accumulation, qui sont des combinaisons
linéaires de vecteurs propres associés a \,,.

— l'ordre de convergence des valeurs propres est le double de celui pour les
vecteurs propres '. On retrouvera ce phénomene (1ié¢ au caractere auto-adjoint
de 'opérateur) dans les algorithmes de calcul des valeurs propres et vecteurs
propres d'une matrice (cf. par exemple la proposition 3.16).

3.4 Algorithmes pour le calcul de valeurs et de
vecteurs propres

Les valeurs propres d’'une matrice sont les racines de son polynoéme caractéristique
P(\) = det(A — AlId). Cependant, il n’existe pas de méthodes directes (c’est-a-dire
qui donnent le résultat en un nombre fini d’opérations) pour calculer les racines
d’un polynome quelconque, des que son ordre est supérieur ou égal a 5. De plus,
tout polynome est le polynome caractéristique d’une matrice, donc le calcul des
valeurs propres d’une matrice est un probleme aussi difficile que celui du calcul des
racines d’un polynome quelconque.

Calculer les valeurs propres d’une matrice est en fait un probleme beaucoup
plus difficile que la résolution d’un systeme linéaire. Il n’existe que des méthodes
itératives. Nous nous concentrons dans cette section sur le cas des matrices réelles
symétriques, pour lesquelles le probleme est plus simple.

Nous mentionnons ici trois méthodes typiques pour une matrice symétrique :

— la méthode de la puissance, analysée dans la section 3.4.1. C’est la méthode
la plus simple, mais elle ne permet (au mieux) que de calculer les valeurs
propres de plus grande et de plus petite valeur absolue.

— la méthode de Given-Householder, qui permet de calculer une ou plusieurs
valeurs propres de rang quelconque sans avoir a calculer toutes les valeurs
propres. Cette méthode est en fait la concaténation de deux algorithmes, ’al-
gorithme de Householder qui permet de transformer une matrice symétrique

1. On voit aussi que Uestimation (3.29) sur les valeurs propres n’est pas optimale, si la forme
bilinéaire a correspond au laplacien.
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en une matrice tridiagonale de mémes valeurs propres, et I’algorithme de Gi-
vens qui permet le calcul des valeurs propres d’une matrice tridiagonale. Nous
n’en dirons pas plus et renvoyons a la bibliographie pour plus de détails.

— la méthode de Lanczos, analysée dans la section 3.4.2. Comme l'algorithme
de gradient conjugué, cette méthode fait appel aux espaces de Krylov. Nous
en décrirons ci-dessous l'esprit. Cette méthode est a la base de nombreux
développements récents qui conduisent aux méthodes les plus efficaces pour
de grandes matrices creuses.

3.4.1 Méthode de la puissance

Il s’agit de la méthode la plus simple pour calculer la valeur propre de plus grande
(ou de plus petite) valeur absolue. Une limitation de la méthode est que cette valeur
propre doit étre simple.

Algorithme 3.15 (Méthode de la puissance). Soit A une matrice symétrique réelle
d’ordre n, et € une précision souhaitée.
1. Initialisation : soit xo € R™ avec ||xo|| = 1.
2. Itération : pour k > 1,
(a) on calcule y, = Axg_;.

(b) on pose xr = yi/||ykll-

c) test de convergence : si ||z — zp_1|| < €, on s’arréte.
(c) g o — 2| <,

La proposition suivante indique sous quelles conditions et a quelle vitesse cet
algorithme converge.

Proposition 3.16. On suppose que A est une matrice réelle symétrique de taille
n, de valeurs propres (A1, ..., A\,) rangées par ordre de valeur absolue croissante, et
que A, est positive et simple : | M| < ... < |X\_1| < A\n. Soit (eq, ..., e,) une base de
vecteurs propres orthonormés. On suppose que xo n’est pas orthogonal a e,. Alors
la méthode de la puissance converge, au sens ou

klim |kl = A,  lim 2 = 2o avec To = te,.
—+00 k—+o0

La convergence est géométrique, avec une vitesse proportionnelle a |Ny_1|/|Mn] :

2k
) “1% _’xooH S;(j

k

n—1 n—1

el = Aal < C

n n

Remarque 3.17. Comme on l’a remarqué dans le théoreme 3.14, la convergence
de la valeur propre se fait a un ordre deux fois plus grand que la convergence du
vecteur propre.
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Démonstration. On décompose le vecteur initial sur les vecteurs propres de A :
rg = Y. Bi€i, avec [, # 0 par hypotheése. Le vecteur xj est proportionnel a
AFzy =377 BidFe; et de norme 1, donc

n—1
=1

(3.32)

Comme |\;| < A, on voit que x) converge vers ., = signe (f,)e,. On déduit de
(3.32) que

n—1
Bn/\nen + Z Bz(Az/)\n)k)\zez
i=1

Yk+1 = o 1/2
(ﬁi +2 53<Ai/An>2k>
i=1
ce qui donne la convergence de ||yei1|| vers A, au rythme |A,_1/An|*. O

On est souvent intéressé par le calcul des valeurs propres petites. L’algorithme
suivant, tres inspiré de la méthode de la puissance, permet de calculer la valeur
propre de valeur absolue la plus petite.

Algorithme 3.18 (Méthode de la puissance inverse). Soit A une matrice symétrique
réelle iversible d’ordre n, et € une précision souhaitée.

1. Initialisation : soit xg € R™ avec ||xo|| = 1.
2. Itération : pour k > 1,
(a) résoudre Ayy, = Tp_1.
(b) on pose xik = yr/|lyll-
(c) test de convergence : si ||xy — xp_1]| < €, on s’arréte.

La proposition suivante indique sous quelles conditions et a quelle vitesse cet
algorithme converge.

Proposition 3.19. On suppose que A est une matrice réelle symétrique inversible
de taille n, de valeurs propres (A1, ..., \,) rangées par ordre de valeur absolue crois-
sante, et que Ay est positive et simple : 0 < Ay < [Ao| < ... < |A,|. Soit (eq, ..., e,)
une base de vecteurs propres orthonormés. On suppose que xo n’est pas orthogonal
a ey. Alors la méthode de la puissance inverse converge, au sens ou

1
lim —— = Ay, lim z, = x5 avec ro = %e;.
k——+o0 Hka k——+o0
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La convergence est géométrique, avec une vitesse proportionnelle a |A|/|A\a| :

2k A k
A2

A1

yell ™' = M| < C "

Démonstration. La preuve de cette proposition est similaire a celle de la proposition
3.16. u

3.4.2 Méthode de Lanczos

Cette méthode utilise la notion d’espace de Krylov, qui apparait aussi dans 1’al-
gorithme de gradient conjugué, et qu’on rappelle ci-dessous. Comme nous 'avons
précisé ci-dessus, cette méthode (et ses généralisations) est tres efficace pour les ma-
trices de grande taille. On donne ici I'esprit de la méthode plutot qu’une description
précise d'une implémentation numérique efficace.

Dans toute la suite, A est une matrice symétrique réelle d’ordre n, rg # 0 est un
vecteur de R™ donné, et K}, est 'espace de Krylov associé :

Théoreme-Définition 3.20. Soit rq # 0 un vecteur de R™ donné. Pour tout k > 1,
l’espace de Krylov K}, associé est

Ky, = Vect {7"0, Arg, ... ,Akro} .

1l existe un entier kg < n — 1, appelé dimension critique de Krylov, tel que :
— si k < ko, alors la famille (ro, ..., A*ro) est libre et dim K, =k +1;
— stk > ko, alors K, = Kj,.

L’algorithme de Lanczos consiste a construire une suite de vecteurs v; par la
formule de récurrence

Sy

Viz2, 0= Avj — (Avjo1, v — [[95-][vj—e et vy = H@]‘H’ (3.33)
J

avec les initialisations vy = 0 et vy = ro/||ro]|. On montrera ci-dessous que, tant que
J <ko+1,onad;#0 et donc v; est bien défini, tandis que 04,42 = 0. La relation
entre les v; et les espaces de Krylov sera explicitée dans le lemme ci-dessous.

Pour tout entier £ < kg + 1, on définit la matrice V) de taille n x k& dont les
colonnes sont les vecteurs vy, ..., vx, ainsi que la matrice symétrique tridiagonale de
taille k& x k définie par

(T)ii = (Avi,vi), (Th)iier = (Tk)iv1i = [|0is1]l,  (Tk)i; = O sinon.

Lemme 3.21. Pour tout j < ko + 1, on a 0; # 0 et donc v; est bien défini, tandis
que Uy = 0.

Pour 1 <k <1+ kg, la famille (v, ...,v;) coincide avec la base orthonormée
de l’espace de Krylov Kj_1 construite par le procédé de Gram-Schmidt appliqué a la

famille (rg, ..., A 1ry).
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Soit ey, le k-iéme vecteur de la base canonique de R*, et 1d;, la matrice identité
de taille k x k. Alors, pour 1 <k <14 ko, on a

AV, =V, T, + f}k+162 (334)
et
Démonstration. On introduit la suite de vecteurs w; définie par wy = 0, w; =
ro/||70l et, pour j > 2,
j—1 .
Wy

’LZJj = ij—l — Z(ij_l,wi>wi et w; = (336)

P ;1

On montrera ci-dessous que w; = v;. On montre par récurrence que les vecteurs w;
(tant qu'ils existent) sont orthonormés. Supposons que ce soit vrai jusqu'au rang
j —1: pour tout p,q < j—1, on suppose que (w,, w,) = d,,. On prouve maintenant
I’hypothese de récurrence au rang j. Soit p < 7 — 1 : alors

j—1

(j,wp) = (Awj oy, wy) =Y (w1, wi) (wi, w,)
=1
= (Awj_1,wp) — (Aw;j_1,w,) =0,

donc (w;, w,) = 6,; pour tout p < j, ce qui donne I’hypothese de récurrence au rang
7.
Par récurrence, on montre aussi que w; € K;_1, tant que les vecteurs w; existent.

Supposons maintenant que ’algorithme stoppe a I'indice j (c’est-a-dire que j est
le premier indice tel que w; = 0), avec j < ko + 1. Alors

j—1

ij—l = Z<ij_1, UJZ>’U)Z (337)

i=1

Or w; € K;_1 pour tout ¢ < j — 1, donc on a w; = Z;;lo BY APrg. On insere cette
décomposition dans (3.37), ce qui donne

j—2 j—1 i—1
BY AP g = (Awjy,wi) Y | BPAPK,
p=0 =1 p=0

soit, en isolant le terme de plus haut degré a gauche,

i—1 73

J 2AJ Lro —Z Aw;_y,w; Zﬁprro—Zﬁp APy

p=0 p=0
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Le vecteur du membre de droite est dans K; 5. Comme j — 1 < ko, la famille
(ro,..., A7 rg) est libre, donc A7~ 'rg ¢ K;_5. Donc Bj:f = 0. Par conséquent, la
décomposition de w;_; s’écrit

j-3
Wj—1 = ZﬂszpTO S Kjfg.
p=0
Donc la famille (wy,...,w;_1) est une famille de j — 1 vecteurs orthogonaux deux

a deux et qui appartiennent tous a K;_3, qui est de dimension j — 2. Ceci est
contradictoire : donc 'algorithme stoppe a un indice j > kg + 1.

Supposons maintenant que w12 # 0. Alors la famille (wy, ..., wy,12) est une
famille de ko + 2 vecteurs orthogonaux deux a deux et qui appartiennent tous a
Kyy+1 = Ki,, qui est de dimension kg + 1. Ceci est a nouveau contradictoire. Donc
I’algorithme stoppe exactement a 'indice kg + 2.

Pour tout j < ko + 1, la famille (wy, ..., w;) est une famille de j vecteurs ortho-
normés et qui appartiennent tous a K;_;, qui est de dimension j : donc cette famille
constitue une base orthonormée de K,_;, qui coincide avec la base orthonormée
construite par le procédé de Gram-Schmidt appliqué a la famille (rg, ..., A7 1ry).

On montre maintenant que w; = v; pour tout j < ky + 1. Comme A est
symétrique, on a

(Awp, wj—1) = (wp, Aw;j_1)
j—1

= (wp,y) + ) (Aw 1, w;) (wy, wy).

=1

Supposons j < p—1 :alors, pourlesitelsque ]l <:<j—1l,onai<p—2<pet
(wp, w;) = 0. Donc, pour j <p—1, on a (Aw,, w,;_1) = 0. On voit aussi que

(Awy, wp—1) = (wp, Wp) = [|1p]|-
Donc la récurrence (3.36) définissant w; se récrit

~

Wy = Awjy = (Awj, wia)wi = (Awj oy, wy9)w;

Aw;_y — (Awj_1, wj_)wj—1 — ||w;_1]|w;_a,

ce qui est exactement la récurrence (3.33). Par conséquent, on a bien w; = v; pour
tout j < ko + 1.

On montre maintenant (3.34). La colonne p de la matrice AV}, est exactement,
pour 1 < p <k, égale a

Col,(AVi) = Avy = Bpi1 + (Avp, vp)vp + [|Tp]|vp-1.
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Un simple calcul montre que les colonnes de V,T}, sont

Vp, 2<p<k-—1, Col,(ViTy) = 0pi1+ (Avy, vp)v, + ||0pl|vp-1,
COll(Vka> = @2 + <A’U1, U1>U1,
COlk(Vka) = <A’Uk, Uk>’Uk + ”ﬁszvk—l-

Enfin, la colonne p de 0p4€el est nulle si p < k, tandis que la colonne k vaut
exactement Ux.1. On a donc bien la relation (3.34).

Les vecteurs vy, étant orthogonaux deux & deux et de norme 1, on a V'V = Idy.
On multiplie enfin & gauche la relation (3.34) par V) : du fait que 0541 est orthogonal
aux v; pour j < k, on a V0,41 = 0 et on obtient finalement la relation (3.35). O

Nous comparons maintenant les valeurs propres de A et celle de la matrice T, .
Notons que ces deux matrices ne sont pas en général de méme taille. On note A\; <
Ay < ... < A\, les valeurs propres distinctes de la matrice A qui est de taille n x n
(donc 1 < m < n), et soient P; les matrices de projection orthogonale sur les sous-
espaces propres correspondants de A. Par construction,

A=>"\NP, 1d,=)» P, PPj=0sii#j P’=P, pour tout i,

i=1 i=1

Lemme 3.22. Les valeurs propres de Ty, +1 sont aussi valeurs propres de A.

Réciproquement, si on suppose que Pyrq # 0 pour tout i, alors toutes les valeurs
propres de A sont aussi valeurs propres de Ty, 1 et kg + 1 = m. Les valeurs propres
de Ty,+1 sont simples.

Dans le cas ou P;rg # 0 pour tout i, la récurrence de Lanczos permet donc de
construire une matrice Ty,+1 qui est tridiagonale et dont les valeurs propres sont
exactement les valeurs de A. On pourrait alors penser calculer les valeurs propres
de A de la facon suivante :

— on applique la récurrence de Lanczos jusqu’a 'ordre kg + 1, ce qui permet de

construire la matrice Tj, .

— on calcule les valeurs propres de la matrice T}, ;1. Le probleme sur 7y, 41
est plus simple que le probleme initial sur A, car T}, est tridiagonale et il
existe des algorithmes pour le calcul des valeurs propres qui sont spécifiques
aux matrices tridiagonales, comme 'algorithme de Givens.

— comme (dans les bons cas) Ty, .1 a exactement les mémes valeurs propres que
A, on a ainsi calculé les valeurs propres de A.

Une telle approche n’est cependant pas la meilleure fagon d’exploiter la récurrence de
Lanczos, a cause d’instabilités numériques liées a des erreurs d’arrondi. Une bonne
facon d’exploiter la récurrence de Lanczos sera donnée par le lemme 3.23 ci-dessous.
On démontre maintenant le lemme 3.22.

Démontration du lemme 3.22. Soit A valeur propre de T}, 41, et soit y # 0 un
vecteur propre associé : Ty, 11y = Ay. Comme 0g 1o = 0, on déduit de (3.34) que
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AVios1 = Vigs1Tko41, et donc que
AVko+1y = )\Vk‘o-‘rly'

Si Vigr1y = 0, alors les colonnes de Vi, .1 sont liées (puisque y # 0), ce qui est
contradictoire avec le fait que la famille (vy, ..., vg 1) forme une base orthonormée
de Kj,. Donc Vi 11y # 0, et A est valeur propre de A.

Réciproquement, on suppose que P;irg # 0 pour tout 1 < ¢ < m. Supposons la
famille (Pyr, ..., Pynro) liée : alors, par exemple, il existe g, ..., a1 tels que

m—1
PmT‘o: E Oél'[)i’f‘().
=1

Comme P,,P; = 0 pour tout i < m, on obtient 0 = P2ry = P,,rg, ce qui est
contradictoire avec les hypotheses. Donc la famille (Pyry, . .., Pyro) est libre et E,, =
Vect {Piro, ..., Py,ro} est de dimension m.

Montrons que m = kg 4+ 1. On voit que AFry = > N Pirg done AFrg € E,,, et
par conséquent K C E,, pour tout k. Donc kg + 1 = dim K, < dim E,,, = m.

On montre I'inégalité inverse. La famille (Pyro, ..., P,rg) est libre. On se place
dans cette base. La famille (rg,..., A™ 'ry) est représentée dans cette base par la
matrice

D VD VRN Ul
M = Do : : )
1 A A2 0 A

qui est une matrice de Van Der Monde inversible car les A; sont distincts deux a
deux. Donc la famille (rg, ..., A™ rq) est libre, ce qui implique m — 1 < ky. On a
donc bien m = ko + 1 et E,,, = Kj,.

Soit \; une valeur propre de A : le vecteur P;ry est vecteur propre associé. Or
Pirg € E,, = Kj,, et les colonnes de Vj, .1 forment une base orthonormée de Kj,.
Donc il existe y # 0 tel que Vj,11y = Pirg. La relation (3.35) donne

Trgr1y = thOHAVkoHy
= Vzo—l—lAPiro
- >\z'v]gto+1pir0
= )\iV]f0+1Vko+ly = )\zya

donc )\; est aussi valeur propre de T}, 1. La matrice A possede m = ko + 1 valeurs
propres distinctes, et toutes ces valeurs propres sont aussi valeurs propres de Ty, 41,
qui est de dimension kg + 1. Donc les valeurs propres de Ty, 1 sont simples. O

Comme nous 'avons précisé plus haut, la bonne facon d’exploiter la récurrence
de Lanczos n’est pas de calculer la matrice Ty, pour ensuite la diagonaliser. Il est
plus intéressant d’exploiter le lemme que nous donnons maintenant :
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Lemme 3.23. Soit un entier k, 1 < k < ko + 1. Soit X\ valeur propre de T}, et soit
y € R¥ un vecteur propre associé. Alors il existe une valeur propre \; de la matrice
A telle que

6,

ot ey, est le k-ieme vecteur de la base canonique de Rk.

Ce lemme vient compléter la discussion qui fait suite au lemme 3.22. Une facon
efficace d’utiliser la récurrence de Lanczos est en effet la suivante : si la derniere
composante d'un vecteur propre de T} est petite, i.e. |{ex, y)| < ||y||, alors la va-
leur propre correspondante est une bonne approximation d’une valeur propre de
A. Ainsi, le calcul (d'une approximation) des valeurs propres de A passe toujours
par la diagonalisation de la matrice Tj. Cependant, le lemme ci-dessus donne une
estimation d’erreur qu’il est possible d’évaluer en pratique.

Démonstration. Soit A valeur propre de T} et y vecteur propre associé : Tyy = \y.
La relation (3.34) donne

AViy = AWy + (Y, ex) Ut

En utilisant les projections P;, on a donc

m

Z(/\i — NP Viy = (y, ex)Oxt1-

=1

Soit €; = signe (A\; — A), on prend le produit scalaire de 1'égalité ci-dessus avec
5ijka .

ei(A = MIFViyll* = (v ex)e;(Ons1, PViy)-
On somme sur les j, avec €;(A; — X) = |A; — A| > min; [\, — A

m m

min [A; — MDD PVl < (y,ex) D ej(inin, PiViy)-

J=1 Jj=1

Or 370 1P Viyll* = [IViyll* = llyll*, donc

. e )| e~ .
min|A, — A < ’<“’;H2>’ S (e, PVi)
j=1
€k7

IN

=1

e 9
'<“’“H2>'H Bosa v/ ZupvkyH?

En utilisant & nouveau Y 7", || P;Viyl*> = [ly||*, on obtient le résultat annoncé. [
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