Cours méthodes numériques probabilistes
Exercices
Novembre 2007

1 Variables aléatoires et théorémes limites

Exercice 1 Soient U et V deux variables aléatoires indépendantes de méme
loi uniforme sur [0, 1].

1. Donner la loi du couple

u'2 12 | 1/1/2
(XY) = | g U2+

2. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

3. Donner la loi de X.

Exercice 2

1. Soit N : © — N une variable aléatoire entiére. On définit sa fonction
génératrice ¢ par la relation suivante:

+oo
Vs € [-1,1], ¢on(s) = E(sV) = Z]P’{N =n}s"
n=0

Comme série entiére de la forme 3" 20 a,s™ avec Y |a,| < oo, la fonc-
tion ¢ est continue sur [—1,1] et C*° sur | — 1, 1[.

(a) Calculer la dérivée n-iéme qbg\?) (0) pour n € N et en déduire que
¢n caractérise la loi de V.

(b) Montrer que pour s €] — 1,1], on a ¢/y(s) = E[NsV~1].

(c) Montrer que N est intégrable si et seulement si ¢y (s) admet une
limite & gauche finie en 1. Montrer que dans ce cas:

E(N) = Tim giy(s)

(d) Soient Nj et Ny deux variables entiéres positives indépendantes.
Montrer que ¢n,+N, = PN, PN,

2. A chaque instant n € N* un joueur joue & un jeu de hasard. Sa
probabilité de succes est p €]0, 1]. On note (7;);>1 la suite des instants
de succeés. On note également (X;);>; la suite i.i.d. de variables de
Bernoulli valant 1 si le joueur a un succés & 'instant ¢ et 0 sinon.



(a) Rappeler la loi de T;. Montrer que sa fonction génératrice est
donnée par:

— ps
1-(1-p)s

(b) Soient (n1,...,nx) € (N*)¥. Montrer que

Vs € [_171]7 ¢T1(3)

{Th=n1,To =Ty =ng,..., T — Th—1 = g}
:{Xl :O""aanfl :O,an = 1,Xn1+1 =0,...,

Xn1+n2—1 == Ovan-f—ng - 17Xn1+n2+1 == 07 o 7‘Xvnl-|—----|—n;rC - 1}

(c) En déduire que les variables (T; — T;_1);>1 sont indépendantes et
de méme loi géométrique de parameétre p. (On aura posé Ty = 0.)

(d) Soit r € N*. Déduire de ce qui précéde la fonction génératrice G
et la loi de T;.

(e) En exprimant directement 1’événement {7, = n} a partir de X,
et de X1 + -+ 4+ X,,_1, retrouver directement ce résultat.

3. On veut modéliser, par exemple, un jeu de type roulette ol la banque
récupére 'ensemble des mises dés que le zéro apparait. A cette fin, on
suppose s’étre donné un jeu qui s’arréte aprés un nombre aléatoire de
coups de fonction génératrice G (en reprenant la question précédente,
on pourrait imaginer que le joueur ramasse le gros lot dés qu’il a ac-
cumulé 7 succés, c’est-a-dire a U'instant 7).). On introduit le role de
la banque en supposant qu’il soit possible qu’a chaque coup, la partie
en cours se temine brutalement et reprenne & zéro & l'instant suivant.
On s’intéresse dans l’exercice qui suit & la durée de ce jeu. On fait les
hypothéses plus précises suivantes:

(a) Les remises a zéro de la partie interviennent & des instants aléa-
toires D1, D1+ Do, ..., D1+ Do+---+D;,..., ou lasuite (Di)izl
est une suite i.i.d. de variables géométriques de parameétre A €
10,1[.

(b) On considére une suite i.i.d. (5;);>1 de variables entiéres, stricte-
ment positives, de méme loi, et de fonction génératrice commune
G. Ces variables représentent les tentatives successives de ter-
miner le jeu en ’absence de remise a zéro de la partie.

(c) On suppose les suites (D;);>1 et (S;)i>1 indépendantes.

(d) On désigne par N le premier indice i pour lequel S; < D;:
N=inf{i>1: S; < D;}

(e) On note X; = min{S;, D;}. La suite(X;);>1 est clairement & son
tour une suite de variables indépendantes et de méme loi.



Lors des N — 1 premiéres reprises du jeu, la partie est interrompue au
bout de D; coup, la N-iéme reprise est la bonne et elle s’achéve au
bout de Sy coups. Avec ces notations, la durée Z du jeu s’écrit donc:

N-1 N
Z = ZDi+SN:ZXi
i=1 i=1

(a) En écrivant {S; < D1} = U/>9{S1 < D1, 51 = n}, montrer que
P{S1 < D1} =G(1—-]\)
(b) Montrer que N est une variable géométrique de parameétre G(1 —
A).
(¢) i. Justifier 'écriture

—+00

E(Z) =) E[Xilys3]
=1

ii. Montrer que 1;y>;) est indépendant de X; et en déduire que
“+o0o
E(Z) =E(X;) Y P{N >i}
i=1

iii. Montrer que

+ZOO]P’{N > i} = E(N)

On conclut donc que E(Z) = E(X;)E(N).
(d) Veérifier que
i. E(X1) = Y% E(min(n, D1))P{S; = n},
(D1~ 1)1 pyy) = 1T

(e) En remarquant que min(n, D1) = Dy — (D1 — n)l{p,>n}, en dé-

duire que
1-G1 -\
£y - 1200
puis conclure que
1-G(1 -2\
EZ)=————=
(2) AG(1 = )\)

(f) En supposant E(S7) < +oo donner les limites de % pour

A — 0 et A — 1. Interpréter.



Exercice 3 1. Réduction de variance par variable de contréle. On con-
sidére le prix d’une option (call) sur deux actifs financiers :

p= E((Al exp(alGl) + Ao eXp(O'QGQ) — K)+),

ou (1 et G5 sont indépendantes et suivent une loi normale centrée ré-
duite et x4 = max(x,0) désigne la partie positive de = € R. Program-
mer et comparer numériquement les variances empiriques de chacune
des méthodes suivantes (on pourra prendre Ay = Ay = 5, K = 10 et
o1 =09 =0.2):

(a) Méthode de Monte Carlo sans réduction de variance,

(b) Méthode de Monte Carlo avec comme variable de controle le prix
du put :
(K — )\1 exp(alGl) — )\2 eXp(O'QGQ))+

(¢) Méthode de Monte Carlo avec comme variable de controle

A0o1 Ao09
AL+ A G+ Gy ) - K
<( ! 2) exp <)\1 + Ao ! AL+ g 2) >+

(On utilisera des approzimations de la fonction de répartition de
la gaussienne, fonction cdfnor sous Scilab, par exemple.)

2. Réduction de wvariance par échantillonnage préférentiel. On reprend
I’'exemple du calcul du prix d’'un put

p=E((1 —exp(cG))+),
ol GG suit une loi normale centrée réduite.

(a) En utilisant le fait que exp(x) — 1 est proche de x pour z petit,
on propose d’écrire p sous la forme:

L [Oewlo)
== o] exp(—a?/2) da.

]

En introduisant le changement de variable x = ,/y, montrer que
I'on peut écrire:

p=FE <(1 — exp(a\/}_/))+ +(1- eXp(—o'\/}_/))+>

V2rVY

ou Y suit une loi exponentielle de paramétre 1/2.

(b) Comparer numériquement les variances empiriques des résultats
obtenus par méthode de Monte Carlo, avec et sans réduction de
variance.



2 Chaines de Markov

Exercice 4 Soit X,, ’état d’un stock de piéces a l'instant n, D, la de-
mande (supposée aléatoire) formulée par le client entre les instants n et n+1
et ¢ € N\ 0 la quantité (supposée déterministe) de pieces fabriquées entre
les instants n et n + 1. La suite X, vérifie:

Xnt1 = (Xn +q— Dn+1)+ (1)

ou z; = max(z,0) désigne la partie positive de x € R. On suppose que les
variables aléatoires (Dy,),>1 sont i.i.d. & valeur dans N, de loi Yk € N, p;, =
P(D; = k).

1. Montrer que (X,)n>0 est une chaine de Markov et donner sa matrice

de transition.

2. On suppose dans cette question que ¢ = 1, et que la demande ne peut
prendre que trois valeurs: 0, 1 ou 2. On suppose que pg, p1 et p2 sont
strictement positives.

(a) Montrer que la chaine de Markov (X,,),>0 est irréductible.

(b) Calculer la probabilité invariante si E(D;) > 1.

(c) En déduire que si E(D;) > 1, alors 1 S°7 | X}, posséde une limite
p-s. et la calculer.

3. Montrer que si P(Dy > q) > 0 et P(D; = ¢—1) > 0, alors la chaine de
Markov (X,,)n>0 est irréductible. (On pourra démontrer et utiliser la
propriété: pour tout k,j € N, P(X;4; = k| Xo = j) > P(X}, = k| Xo =
0)P(X; = 01Xo = j).)

4. On suppose que la chaine de Markov (X,,),>0 est irréductible, et que
E(D) > q.

On veut montrer que la chaine posséde une unique probabilité invari-
ante. On introduit

T =inf(n > 1, X2 = 0).
(a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur 7" pour ’existence
et I'unicité de la probabilité invariante.
(b) On introduit la chaine de Markov Y, 11 = Y, + ¢ — Dy, telle
que Yy = 0. Montrer que, pour tout A > 0,
P(T>n)=P(Y1 >0,...,Y, >0),
< P(Y, > 0),
< E(exp(AY,)),
= exp(nAq)(g(A))",
ou g(\) = E(exp(—ADy)) est la transformée de Laplace de D;.



(c) Vérifier que g est de classe C* sur (0,00). Calculer ¢’(\) et en
déduire que g(A\) < 1 — Ag pour A > 0 suffisamment petit. En
déduire que la série >, - P(T" > n) est convergente.

(d) Montrer que E(T) =3, -qP(T > n) et conclure.

Exercice 5 Pour modéliser la situation météorologique au cours des jours,
on considére une chaine de Markov sur les états (soleil, nuage, pluie) de
matrice de transition

0.5 0.5 0
P=1 05 025 0.25
0 05 05

Tracer le graphe associé & la chaine de Markov. La chaine est-elle irré-
ductible, apériodique, fortement irréductible ? Déterminer sa loi invari-
ante 7. La chaine est-elle réversible par rapport & w 7 Par un calcul direct,
évaluer ||[vP" —m||;. Appliquer les résultats généraux du cours sur les vitesses
de convergence de v P"™ vers 7, et comparer a la vitesse obtenue par le calcul
direct.

Exercice 6 Soit P; et P, deux matrices de transition fortement irréductibles,
sur un espace d’état F = {a, b, c}. Soit I,, une chaine de Markov sur I’espace
d’état {1,2} de transition Q(1,2) = Q(2,1) = p,et Q(1,1) = Q(2,2) = 1—p,
pour 0 < p < 1. On définit alors le processus (X, )n>0 de la maniére suiv-
ante: sachant I,, X, est une chaine de Markov inhomogéne de matrice de
transition P, .

1. Montrer que (X, I )n>0 est une chaine de Markov dont on déterminera
la matrice de transition.

2. Vérifier que (X,,)n>0 n’est pas une chaine de Markov.

Exercice 7 On veut engendrer une permutation aléatoire de loi 7 uniforme
sur ensemble E = §,, des permutations sur {1,2,...,n}. On considére la
transition P sur E qui consiste & composer par une permutation sur deux
indices i et j choisis au hasard de maniére uniforme sur {1,2,...,n}. Montrer
que P est m-réversible. En déduire une méthode numérique pour tirer au
hasard une permutation.



