Corrigé de '’examen du cours de M2 :
Méthodes numériques probabilistes
Mardi 5 janvier 2021, 13h00-16h00.

Probléme 1 : variance asymptotique pour des chaines de Markov non
réversibles

1. C’est évident puisque 7P = m.

2. Comme P est supposé irréductible, I’espace propre associé a la valeur propre 1 est de dimension
1, et est constitué de I’ensemble des contantes. Par conséquent, (I — P) : 7t — 7wt est injectif
(car Ker(I — P) N7t = {0}) et donc inversible.

3. Comme P est apériodique, on a que le rayon spectral de P : 7+ — 7 est strictement inférieur
al:

p(P) = max{|\|, A # 1 valeur propre de P} = max{|\|, A valeur propre de P : 7t — 71} < 1.
Par ailleurs, pour toute norme matricielle, on a par la formule de Gelfand

Jim || PHYE = p(P).
—00

Par conséquent, il existe ko tel que ||[P¥| < 1. En choisissant pour norme matricielle une
norme d’opérateur (donc telle que ||[P¥|| < ||P||¥), ceci montre que la série >, -, P* est nor-
malement convergente. Il suffit pour cela de noter que 3, || P¥|| = 250261 > s [[PFomr|| <
Zfozf)l [P S2,,50 IP*||™ < oo. On en déduit que (I — P)~! = 3", ., P*. Et donc g(z) =
Zkzo(Pkf)(ﬂﬁ) = Zkzo E,(f(Xk))-

Pour prouver la convergence de la série, on peut aussi utiliser le théoréme de Dunford, comme
dans la preuve du cours de la convergence géométrique de la marginale en temps pour une
chaine irréductible et apériodique. Une autre preuve plus élémentaire utilisant ce résultat du
cours consiste & noter que pour tout k > 0, Pkg — Pktlg = Pkf et donc, pour tout z € F et
pour tout n > 0

n

g(a) = (P g) (@) =Y _(PF)(x).

k=0
On note que lim,, o (P""1g)(x) = (7g)(x) = 0 car P est irréductible apériodique et admet 7
comme mesure invariante. On a donc

n

g(x) = lim Y (PHf)(@) = 3 (PHf)(a).

k=0 k=0

4. On utiliser le fait que Var,(f(X{)) = (f, f)x et Cov.(f(X&), F(X])) = (f,P*f)x. On a donc



5. Soit (z,y) € E x E. Noter que nécessairement, S(x,y) > 0 et P(x,y) > 0. Si S(x,y) > 0, on
a |A(z,y)| < S(z,y) et donc P(z,y) > 0. Réciproquement, si S(x,y) = 0 alors A(z,y) = 0 et
donc P(z,y) = 0.

6. On a bien V(z,y) € E x E, P(z,y) > 0, > cpP(x,y) = 1et 3 pm(z)P(z,y) = 7(y).
De plus l'irréductibilité de S permet de montrer l'irréductibilité de P. En effet, pour tous
points (z,y) € E x E, il existe un chemin dans (zo,...,z,) € E™! tel que zg = z, , = y et
S(zo,x1)...S(xp—1,zn) > 0, et d’aprés la question précédente, nécessairement, P(zg, 1) ... P(xp_1,2Tpn) >
0. Ceci implique que 7 est I'unique mesure invariante pour P. Enfin, la question précédente im-
plique que {n > 1, S"(x,z) > 0} = {n > 1, P"(x,x) > 0} et donc, 'apériodicité de S implique
I’apériodicité de P.

7. Pour le produit scalaire (-,-)r, la matrice A est antisymétrique, et donc la matrice iA est
hermitienne. En effet, pour toutes fonctions v : & — C et v : E — C,

(iAu,v), = ZEz’(Au)(a:)v(x) ()
_ x_e %2 iA(z,y)u(y) v(z) m(z)
- ZE; iA(y, z)u(y) v(z) m(y)
= gtt(y)(iflv)(y) (y)
it

D’aprés le théoréme spectral, la matrice A est donc diagonalisable, avec un spectre purement
imaginaire. Soit A € iR une valeur propre et v : £ — C un vecteur propre associé : Vx €
E \u(z) = ZyeE A(z,y)u(y). On peut supposer A # 0 (car pour A =0, on a bien [A| < 1). On
a alors, pour tout x € E tel que |u(z)| # 0,

Alfu(z)] = ;A(w,y)uw)
< i\A(w,y)IIU(y)I
< yi S(@,y)|u(y)]
yeb
< (;S(m,y)> max [u(y)].

A la deuxiéme inégalité, on a utilisé le fait qu’il existe nécessairement un y € FE tel que
S(z,y)|u(y)| # 0 (pour lequel on a ensuite écrit |[A(z,y)||lu(y)] < S(x,y)|u(y)]). En effet, si
pour tout y, S(z,y)u(y)| = 0, alors |A(x,y)||u(y)| = 0, et donc A = 0 (car |u(z)| # 0). On
considérant x € E tel que |u(x)| = maxycg |u(y)|, on en déduit que |A| < 1.

Remarquez que I'on peut affiner un peu cette inégalité en notant que (puisque A(z,x) = 0 pour



10.

tout z € E)

Au(@)| = | > Alz, y)uly)
y#zx
< 3" A y)lu(y))
yF
<> S y)uy)l
y#x

< (D S(x,y) | max|u(y)l,
Yy#£T yer

ce qui montre que [A| < 1 — mingep S(x,x).

On conserve le fait que P est une matrice stochastique qui admet 7 comme mesure inva-
riante. On note par ailleurs que P(z,y) > 0 = S(z,y) > 0. Cependant, puisqu’on peut avoir
A(z,y) = —S(z,y), il est possible que P(x,y) = 0 alors que S(z,y) > 0. Cependant, on a encore
I'irréducibilité en utilisant un argument basé sur la forme de Dirichlet. Soit fy tel que P fo = fo,

on veut montrer que fo est une fonction constante. On considére la forme de Dirichlet associée
apP:

E(f) == f@)(P =D f(z)n(x)

zeFE

==Y f@)(S - Df@)m(x) =Y f(2)Af(@)n(x)
zeE =€k

— =3 J@)(S - Df(@)m(x)
el

la derniére égalité étant une conséquence du fait que par la propriété d’antisymétrie de A,
(fLAfyr = —(Af, f)= = 0. Par conséquent, la forme de Dirichlet associée & P est égale a la
forme de Dirichlet associée a S. Hors, comme S est supposée irréductible, on en déduit que f est
nécessairement une constante. Par ailleurs, en reprenant I’argument de la question précédente,
A est une matrice diagonalisable avec des valeurs propres purement imaginaires de module
inférieur ou égale a 1.

Il reste deux questions non triviales : Est-ce que P est apériodique? Est-ce que les valeurs
propres de A peuvent étre de module 17

Dans la base orthonormée (f1,..., fm—1), S est une matrice diagonale de coefficients diagonaux
(di,...,dm—1), qui sont les valeurs propres de S sur 7. Par définition, dans cette méme base,
(I —8)* est une matrice diagonale de coefficients diagonaux ((1 —dp)%, ..., (1 —dm-1)%). Noter

que cette définition fait sens pour tout a car les coefficients (1 — d;)1<i<m—1 sont non nuls,
puisque S est supposée irréductible, et donc 1 est valeur propre simple et donc S n’a que des
valeurs propres différentes de 1 sur 7+ = Vect(f1,..., fm_1). En fait, on a d; € (—1,1) puisque
S est par ailleurs apériodique. La relation (I — S)*(I — S)% = (I — §)**# est ensuite une
conséquence directe de la définition. Comme (I — S)® est une matrice diagonale dans une base
orthonormée pour le produit scalaire (-,-),, alors (I — S)® est un opérateur symétrique sur 7+
pour ce méme produit scalaire.

Noter que @ est un endomorphisme de 7+, bien défini grace a la question précédente. De plus,
Q est antisymétrique pour le produit scalaire (-,-); (car A est antisymétrique et (I — §)~1/2
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est symétrique). On en déduit par le théoréme spectral qu’elle est diagonalisable dans une base
orthonormale pour ce méme produit scalaire, avec des valeurs propres imaginaires pures. Puisque
les valeurs propres de () sont purement imaginaires, les valeurs propres de I — () ne peuvent pas
s’annuler, et donc I — @ est inversible.

On note (iAg, uk)k=1,..m—1 les valeurs propres et vecteurs propres associés de @), avec A\ € R

et ug : E — C. Noter que (uy,...,um—1) constitue une base orthonormée de 7t : pour (i,5) €
{1,...,m—1}2, (uj,u;)r = &; ;. On a bien str
m—1
(9. 9)x =) |l
k=1
avec gy = (g, up)x € C. De plus, on a (I — Q)" lg = 121:_11 1f’f’>\kuk et donc
: = Lol
I-Q)” = .
(I-Q)"g,9)x gg; Tt i

Comme (I — Q) !g est a valeurs dans R, on a {(I — Q) 'g,9)» € R et donc

m—1
(I-Q)g,9)x =Y loul’Re((1 +irp)™")

=1
m—1

. Z |gi]?

- 2
Pt 1+ /\k;
m—1

< Z 9|
k=1

= <gag>7r-

On a l'égalité (I — Q) 1g,9)x = (g,9)x si et seulement si \, # 0 = g = 0 ce qui est
équivalent a g € ker(Q).

On écrit :
I-P=I1-S—-A
= (I - 8)HI - Q)1 - 8"~

Noter que puisque I — P et (I — S)'/? (toujours vus comme des endomorphismes de 71) sont
inversibles, on retrouve le fait que (I — @) est inversible. On en déduit :

(I-P) ' =(-8"1-Q) 7 '(1-95~"
et finalement (puisque f € 1) :
(I =P)7 ' fhm = (T =8)"V2I = Q)7 (I = 8)7V2F, f)a
= (I -Q) I =8)"f, (1 =98]z
12

en utilisant le fait que (I — 5) est symétrique pour le produit scalaire (-, ).



12. On a, en utilisant successivement les résultats de la question 4, 11, 10, 9 puis 4 & nouveau :

D’aprés la question 10, on a égalité si et seulement si (1 —S )_1/ 2f ¢ ker(Q) ce qui est équivalent
a(l—8)"1f € ker(A).

13. C’est une conséquence de l'irréductibilité, qui permet pour tout éléments distincts x et y de F
de construire un chemin de probabilité strictement positive pour S de = & y, puis de y & z, et
donc un cycle de x a x pour S.

14. On a bien a > 0 par hypotheése et donc il existe bien des t € (—«, «). Tout d’abord, on vérifie
immédiatement que pour tout z € E, Zye g Ai(xz,y) = 0. Ensuite, en utilisant la définition

de «, on a pour tout z € {1,...,¢}, (avec la convention £+ 1 = 1),
] a m(x)S(z,z + 1)

A 1) = < =5 1).

| t|(l’,£L‘+ ) 7T(.ZU) < 7T(.%') = 7T(.ZU) ($7$+ )
De méme, en utilisant de plus la réversibilité de S, pour tout = € {1,..., ¢}, (avec la convention
0=1),

—1 —1 -1
Aol o _me-Seote) m@See-y oo
w(x)  w(z) 7(x) m(x)

On en déduit que (2) est vérifié. Finalement, pour tout z € {1,...,¢}, (avec la convention

(4+1=1), m(x)Ay(x,z +1) =t = —w(x + 1)A¢(x + 1,z) ce qui montre que V(z,y) € E x
E,m(x)A(z,y) = —7(y)Aly, ©).

Probléme 2 : une méthode d’échantillonnage d’importance pour des
diffusions

1. C’est la formule de Feynman—Kac, vue dans le Théoréme 8.2.1 du cours.

2. On peut simuler N trajectoires indépendantes (Xﬁ’m’i)se[t,ﬂ, 1 < i < N, de 'EDS (4), en

utilisant par exemple le schéma d’Euler-Maruyama vu en cours, puis approcher u(t,z) par la

moyenne empirique % Zf\i o XtTa:z)

3. On a (en supposant par convention que V est un vecteur colonne et donc V2 = VV )
L(V) = %a : V2(®U) + b V(0)
- %a :V(IV'®+ V) +b (TVE + OVY)
_ %a ((VO)(VT®) + (VO)(VTE)) + WLD + LY.

On vérifie ensuite que 3a: (VI)(VT®) + (VO)(V'T)) =0'VE .0 V.



. Pour 0 <t <s<T, la formule d’It6 donne

do(s, V%) =
= k(s, YE")(s, YI%)ds + o T (YE®)Vo(s, YA) - dB,.

5, Y0 )ds + MY v(s, YT )ds + Vo(s, Y0) - o (V") B,

. Le processus (Zﬁ’x) se[t,7) est a variation bornée, la formule d’intégration par parties donne donc
4 (0(s, Y1) Z55) = dv(s, Y)Z5% 4 v(s, YE)AZES = 28767 (VE*)To(s, Y1) - dB,

d’aprés le résultat de la question précédente. En intégrant cette identité sur [t, 7] et en utilisant
le fait que Yf’m = x d’une part et v(T, Y%m) = g(YfJ‘r) d’autre part, on obtient le résultat
annonceé.

. Il suffit de montrer que, dans la formule de la question précédente, I’espérance de 'intégrale sto-
chastique est bien définie, et nulle. Pour cela, on remarque que le processus s — Z2* o' (Y, st’m)Vv(s, Kf’x)
est borné, car les fonctions k, o et Vv le sont, ce qui permet d’appliquer I'isométrie d’It6.

. Par définition de MZZ’ et en utilisant la question 3,
MPv¥ = (L +aVy - V) (uweﬂﬁ)
e YLu? +u¥Le ™ +T (¥, e™¥) + e ¥aVy - Vu¥ + u¥aVey - Ve ¥

Puisque
DY, e ™) =c'Vu¥ o' Ve ¥ = —e YaVu¥ - Vi),

on obtient
Mtd’vw =e VLuY +u¥Le™ +u¥aVip- VeV

Explicitons maintenant
T 2
AV - Ve ¥ = —¢¥ ‘a w;(

d’une part, et

Le™V =-a:V% Y +b-Ve ¥
=V (=Vue ) + b (~Vee )
— (L@Z) + % ‘UTWJD

d’autre part, d’ou le résultat.

. Si g¥ et k¥ vérifient les hypothéses de la section précédente, alors d’aprés la question 6, la
fonction v¥ est de classe C12 sur [0, 7] x R™ et vérifie

agt MY =k4¥,  te[0,T], zeR",

v (T,x) =g (.ZL‘)

On en déduit que u? est de classe C; 2 ot vérifie

P P
P (B 2 o

Ob v arbow L
a1 5 5 < v¥ — MoV + kYo% ).

ot

6



D’aprés la définition de k¥ et le résultat de la question précédente,

eV (%fvw - Mtd’vw + kwvw>

o 1 2 N 1 2
St (ol « (B )
(%u <u uw2uav¢ + ot 11120V¢ U
= —Lu¥.
. On a w¥(T,z) = e T0¥(T, z) = VT2 g¥ (z) = f(x).
. Puisque u? est de classe C’; 2 et vérifie (7), la formule de Feynman-Kac implique que u¥ = .
On en déduit que, pour tout (¢,z) € [0,7] x R™,

u(t,w) = u'(t,2) =B [f(p W7

avec
T

Wh* = exp (—w, v+t - [

. Le théoréme central limite donne

kY (s, Y;’x)ds) .

=t

Iy = an(t,z) £ P1-a/2 ij(vt,x)’
avec ¢, le quantile d’ordre r de la loi normale standard.

. Puisque u(t, z) = E[f(X%")] on a u(t,z) > ¢ pour tout (t,z) € [0,T] x R™.

. Puisque w > ¢ > 0 et est de classe C; ’2, 1 est également de classe C; 2. On a alors

Vi =Vinu= %,

puis
va:v@:VZU_VU(Zu)T.
u U U
Ainsi,
Lu 1 T 2
On en déduit que
oY 1
R TAL
o gl v
~ 10u  Lu 1) 7 12 1| +Vu
T oudt w 22’0Vu‘—20 u
=0,
puisque % + Lu = 0. Ainsi,
t,x)
Wh" = exp (—w(T, V5" + (t,2)) = exp (— Inw(T, Y.E") + Inu(t, z :u(, )
7 = e (0T V) +9(60)) = exp (T Y37) + Inutt, ) = 200

. Avec le choix ¢ = Inu, on a finalement f (Y;x)Wix = u(t, x), presque sirement. L’estimateur
" (t,z) est donc de variance nulle. Bien str, comme pour le cas vu en cours, pour simuler
la trajectoire (Ysm) se[t,7) correspondant a ce choix, il est nécessaire de connaitre u, or c’est
cette quantité que I'on souhaite estimer. L’estimateur optimal 4" (¢, x) n’est donc pas calculable
en pratique. Néanmoins il donne une indication de comment choisir une « bonne » fonction
d’importance : si ’on dispose d’une approximation % de u alors 1/; := Inu a des chances de
donner un estimateur de u avec une variance réduite.



