Méthodes Déterministes en Finance
2 FEVRIER 2009

Durée : 3 heures.
Les notes de cours manuscrites sont autorisées. Les questions pourront étre
traitées indépendamment les unes des autres.

Méthode de différences finies généralisées

On s’intéresse a la discrétisation numérique par différences finies du probleme
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Oyv — aug—m% — 2a120x10m2 — aggax% =0, t€0,T], x = (x1,22) € 2, (1la)
v(t,x) = v(t,x), t>0, x¢&Q, (1b)
v(0,2) = p(z), x€Q, (1c)

ol aj1, aja, Gy sont des fonctions de x = (z1,x9), Q = (0, L1) x (0, L) est un pavé
de R?, v, est une fonction connue (qui définit les valeurs de v en dehors de Q, et en
particulier sur 92) et ¢ est la condition initiale. On notera a : @ — R**? la fonction
a valeurs dans les matrices symétriques :
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Remarquer qu’on peut réécrire 'opérateur différentiel dans (1a) sous la forme :
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ou D*v = ggé ey désigne la hessienne de v. Dans toute la suite, on
Ox10x2 Q_x%

supposera la matrice a(z) symétrique définie positive (pour tout z € R?) et de trace
bornée : || Tr(a)|| o) < 00.

Il est connu que les schémas aux différences finies classiques ne sont pas sta-
bles en norme L si |ajz| est trop grand. L’objectif de ce probleme est d’analyser
des schémas aux différences finies stables en norme L*°, quelque soit la valeur du
coefficient a;s.

Pour une fonction v : R?> - R, z € Q, h > 0 et £ € R? non nul, on adoptera la
notation :

u(z 4+ &h) — 2u(z) + u(z — £h)
Alu(z) = ;
) le]?
olt || - || désigne la norme euclidienne. Dans toute la suite, les vecteurs de R? sont

des vecteurs colonnes.



1. Montrer que pour u : R*? — R de classe C* et pour tout h > 0 et £ € R? (avec

(&1,&) # (0,0)), on a

‘A?u(m) —Tr (Dzu(a:) "%Hz)‘ < Coh?||€|I%,

9t u

ou (Y est une constante qu’on explicitera en fonction de Cy(u) := max; j  ¢=12 57:9% 0505;
10T

Lo (R2)
(On pourra utiliser un développement de Taylor a l'ordre 4 pour la fonctiont € R —

u(z +t€) € R).

2. Pour p > 1 un entier fixé, on pose

Spi={€ € 2%, (&,&) # (0,0), €]l < p},

ou ||€]|lee = max(|&1], |&2]) désigne la norme L du vecteur £. Pour toute matrice
A € R?*2 on définit la norme de Frobenius par :

1AlF = /Te(AAT) = [ Ay
1,

Supposons que, pour x € () fixé, on dispose de réels (’)/g(l'))gesp vérifiant v > 0,
D ces, Ve(x) =1et

Cale) &
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Montrer alors I'estimation (pour u : R* — R de classe C*)

Z Ye(z Agu — Tr (a(z)D*u(z))| < Tr(a(z)) (C1h*p* + Caey)  (2)
§€Sp

ou (] et 5 sont deux constantes qu’on explicitera.
3. Manipulations Algébriques. Soit

={AeRY? Ap = Ay, Andn > (A1n)%, An+ Apn=1}.

a. Montrer que M est I’ensemble des matrices A € R?*? symétriques et positives
(i.e. telles que TAE > 0, V€ € R?), de trace 1. Vérifier que Aj; > 0 et Ay > 0.
Montrer que M est un ensemble convexe et que Vz € Q, a(z)/Tr(a(z)) € M.

b. On définit application ¥ : M — R? définie par : pour tout A € M,

=)= (")



Montrer que W est une application bijective et d’image
U(M)=D

ot D = {w € R? ||Jw|| < 1} désigne le disque unité de R?. (On pourra vérifier et
utiliser le fait que ||[T(A)]|> =1 —4det A).
Montrer que I'application ¥ est telle que : VA, A" € M,

IA = A'llr = (A) — w4

1
—||¥
Vol
c. On introduit .

M :={A e M, A est de rang 1}.

I’ensemble M est-il convexe ? On rappelle que toute matrice dans R™*™ de rang 1
peut s’écrire sous la forme £1(€%)T avec &', €2 € R™. En déduire que

il RS 2
M‘{A‘ngeR\“mm}'

d. Montrer que ¥ est une application bijective de M sur le cercle unité 9D = {w e

: T~ § ( cos(a) )
R2, ||lw|| = 1}. Soit A = € M et a tel que — = . . Montrer que
[w]| =1} I1€]2 €] sin(a)

v =) )

4. Un exemple.
a. On considere quatre vecteurs de S :

e (i) e (1) e=(2) e (3).

&)’
1€7]%

Représenter graphiquement les vecteurs (w');—;

et les matrices associées A" =

€ M. Pour i = 1,...,4, on note w' = W(A?).

.....

-----

Expliquer pourquoi W(Conv((A%);=1, 4)) est I'ensemble des combinaisons convexes
des vecteurs (w');— 1)). Vérifier

4. Représenter graphiquement W(Conv((A");=1

77777

que cet ensemble est en fait Dy := ¥ (Conv ((%)

77777
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c. Montrer que ensemble Conv((A*);—1 . 4) coincide avec 'ensemble des matrices A
de M qui sont a diagonale dominante (c’est-a-dire vérifiant Ay > |Ajo| et Agg >
| A1a]).

5. Construction d’une approximation II,(A4). Soit A € M et w = V(A) fixés.
Soit p > 1 un entier fixé. Soit ’ensemble de matrices :

féT) ng
r,:=«C _ & B
’ o <(|‘§||2 §€Sp> Z 75”5“2’ 7& Z 0, Z ’)/5 1

£esy £esy

a. Vérifier que I', € M. On note D, := ¥(I',) le sous-ensemble de D associé a [,
Expliquer pourquoi D, est un polygone convexe de R? de sommets (we)ees,, avec

we =W (%) Faire un dessin schématique de D, C D.

Soit 7, la projection orthogonale dans R? sur D,,. On définit alors ’approximation
de A dans I', par :
I, (A) = U~ (mp(w)).

Siw € Dy, on a my(w) = w et donc ||II,(A) — Al|r = 0. Dans la suite de cette
section, on suppose donc que w ¢ D, et on cherche & majorer 'erreur ||I1,(A)— Al|r.

b. Expliquer pourquoi m,(w) peut s’écrire comme la combinaison convexe de deux
sommets we et wg de D, (avec £, & € S,).

et et
d .
1€ < e

d. Soit 0 € [0, 7/2] I'angle entre les vecteurs we et we. Montrer que

c. Exprimer alors II,(A) en fonction de

Iy (w) — w] < 1 - cos (g) |

(1l suffira de considérer le pire des cas, lorsque w est a égale distance de we et de
wer-)

e. Montrer que § = 23, ou 3 € [0,7/4] est 'angle entre les deux vecteurs £ et &
dans R?.

f. En déduire que
2

— <2
Implw) — wll < 2

g. On admet que l'angle [ le plus grand possible entre deux vecteurs £ et & est
atteint par exemple dans le cas particulier de £ = (1,0) et ' = (p,1). En déduire la
majoration

p<

e~



h. On considére a nouveau la fonction @ : R — R?*2? introduite au début du
probleme. Déduire des questions précédentes la majoration : Va € 2,

ey~ (i)

ou (3 est une constante qu’on explicitera.
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6. Schéma d’approximation pour (1).
On considere un pas de temps 6t > 0, un pas d’espace h > 0 et une grille réguliere

Gy := {(i1 hish), (i1,i3) € N?, 0 <y < Ly/h,0 <iy < Ly/h}

de Q = (0,Ly) x (0, Ls) (on suppose que Li/h,Ly/h € N). On note i = (iy,1s),
x; = (i1h,igh) et on cherche V" une approximation de v(t,,, z;) (pourn € {0,..., N},
ou N =T/t € N).

Pour discrétiser (1) au point x = z;, on approche la matrice a(x) par une matrice
notée a,(z) (p > 1 étant un entier fixé) avec

La matrice a, s’écrit donc sous la forme

ge’

ap(x) = Tr(a(x)) Y ’Yg(l’)w,

§ESp

avec des coefficients 7¢ > 0 (dépendants de z), et Y .o 7e = 1.
On introduit alors le schéma explicite (SE) suivant (en un point x = x; € G,) :

‘/;n-l—l . V;n in
S Ta(a(e) 3 (i) S
§€Sp

—2Vr Vs
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a. On pose W := v(t,, x;). On suppose que la solution v de (1) est réguliere, avec
des dérivées bornées en norme L>([0,7] x Q) (jusqu’a l'ordre 2 en temps et 4 en
espace). On note €} 'erreur de consistance :

ey e — 207+ W
Pim e = Tialw) 3 vel)

£€Sp

€

Montrer la majoration
1
| < C (& + h2p* + —2)
p

ou C est une constante qu’on explicitera en fonction de v et des données du probleme.



b. En déduire un choix optimal de p pour un A fixé, puis une majoration de I'erreur
de consistance ne faisant intervenir que 0t et h pour ce choix de p. Quel est I'ordre
de consistence en h du schéma ainsi construit ?

c. Montrer que le schéma (SE) est stable en norme L sous une condition sur les
pas (h,dt). Expliciter cette condition.

7. Proposer une version implicite du schéma précédent, et montrer qu’on peut
I’écrire sous la forme

Vn—l—l —_yn
ot

ou M est une matrice et b un vecteur. Montrer que ce schéma (SI) est stable en
norme L sans condition sur les pas (h, 0t).

+ MV =1

8. Proposer un schéma stable en norme L pour discrétiser un probleme d’obstacle
du type :

min (8tv + Tr (aDzv) — 10,0 — 10V + 1V, UV — go) =0, te€[0,T],z€Q,
v(0,z) = p(z), €.

avec r > ( fixé.



