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Corrigé

1 Soit f:t+— u(x +t£). On a classiquement
f(h) = 2/(0) + f(=h)

£(0) = 2 < Ol myh®
Or, on vérifie que f"(0) = Tr (D?u(x)&€T), LW=2IOHCEN — j1e|12Abu(x), et || f O] o) <
Cy(u)||€]|*, d’on le résultat, avec Cp = Cy(u).
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Et donc, en utilisant Cauchy Schwarz (noter que Tr(a(z)) > 0) :
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d’ott le résultat avec Cy = 2C, et Cy = || D*u(x)||p.

3.a Une matrice A € M est symétrique donc diagonalisable. De plus det(A) =
A1 Agy — (A12)? > 0 et Tr(A) = 1 donc les valeurs propres de A sont positives ou
nulles, ce qui implique que A est bien une matrice positive. En prenant successive-
ment £ = (1,0) puis £ = (0,1) dans l'inégalité T AE > 0, on vérifie que A;; > 0



et Ags > 0. Il est ensuite facile de vérifier que M est un ensemble convexe et que
Ve € Q, a(z)/Tr(a(x)) € M.

3.b Soit A e Metw=V(A). On a

|w||* = (A1 — Age)? + 4(A12)?
= (A + Agy)? — 4A11 Agy + 4(Ap)?
=1 —4det A.

Comme det A > 0, on a bien ||w| < 1, et donc ¥(M) C D. Noter que, en utilisant
le fait que TI'(A) = ]_, w1 = AH — A22 = 2A11 —1=1- 2A22.

Réciproquement, soit w € D. On pose alors ¥~ (w) = A avec Ay = (1+wy)/2,
Agy = (1 —wy)/2 et Ajg = A9y = we/2. On vérifie facilement que A € M, et que
U(U~1(w)) = w. Par conséquent, ¥ : M — D est une application bijective.

Soit A, A" € M. On note w = ¥(A) et w' = ¥(A’). On a (en utilisant le fait
que Tr(A) = Tr(4") = 1),

lw —w'[|? = (A — Ago — Ay + Aby)* + 4 (A1 — A})°
(A — (1= Ap) — A+ (1= A))* + 4 (A — Aly)°
4(Ay — A 44 (A — AL

Par ailleurs,

IA = A3 = (A — A})?
i
= (A11 — A7) 4 (Ags — Ay)? +2(A1 — Ay)?
(A — A%+ (1= Ay — 14 A7) 4 2(A1p — A7)
2(An — A})? + 2(Ap — Al)*

On en déduit que ||w — w'||*> = 2||A — A’||%, ce qui termine la preuve.

3.c L’ensemble M n’est pas convexe puisque la combinaison convexe de deux ma-
trices de rang 1 n’est pas de rang 1 en général. On peut considérer par exemple

110_110+100
200 1/ 2\0 0 2\ 0 1 /-

I1 est facile de vérifier qu'une matrice A = ‘%Tj; est bien dans M. Réciproquement,

si A € M, A est de rang 1 donc on sait qu'elle s’écrit sous la forme A = £1(£2)7 ot
&' et €2 sont deux vecteurs de R?. Le fait que Ao = Ay implique que &3 = €162
et donc les deux vecteurs ! et &2 sont colinéaires: €2 = X! avec A # 0 (sinon
A =0). On a donc A = X&HEHT. Noter alors que Tr(A) = A[[¢Y|? et donc le fait
que Tr(A) = 1 implique que A = 1/[|£}]|? ce qui termine la preuve.



3.d Soit A = % € M et w = U(A). On vérifie que ||w||> =1—4det A = 1 et donc
w € OD. Réciproquement, pour tout vecteur w € 9D, ¥~ (w) est de déterminant
nul, et donc ¥~!(w) est de rang 1 (¥~!(w) ne peut pas étre de rang 0 car sa trace
vaut 1).

Si &/)|€|| = (cos(a),sin(a)), on a w; = Ay — Agy = cos?(a) — sin?(a) = cos(2a)
et wy = 2415 = 2 cos(a) sin(a) = sin(2«), ce qui montre le résultat annoncé.

En conclusion de la Section 3, toute matrice de M (resp. M ) peut étre représentée
de maniere univoque par un vecteur de D (resp. D), via 'application W.
4.a On vérifie que w' = (1,0), w? = (0,1), w? = (=1,0) et w* = (0, —1).

4.b On remarque que l'application ¥ est linéaire. En particulier, pour tout quadru-
, o 4
plet (7i)i=1,..4 de réels positifs tels que ) ._, 7, =1, on a

v (Z %AZ) = Z%\IJ(A’)

Donc I'image de Conv((A"),=;.. 4) par ¥ est bien Conv((w"),=;, 4). Graphiquement,
on obtient le carré de sommets (w');=; 4. Ce carré est bien 'ensemble D; car si
on considere les autres vecteurs de Sy (i.e. (—1,0), (=1,—1), (0,—1) et (1,—1)),
on remarque que les vecteurs w associés sont encore les mémes (w;);—1. 4 que ceux
considérés ci-dessus.

4.c Soit A € M et w = (wy,wy) = V(A). On vérifie que

A est a diagonale dominante <= Aj; > |Ajo| et Ay > |Ajs|
= (1+w)/2> |wa|/2 et (1 —wy)/2 > |wsl/2
< 14w > |wy| et 1 —wy > |wy|
— —w; <1—|wy| et wy <1 — |wyl.

Ainsi, on a donc (puisque quand w € D, 1 — |ws| > 0),

A € M et est a diagonale dominante <= w € D et —w; <1 — |wy| et wy <1 — |wy|
< we Det |w| <1—|ws

< w € Conv((w")i=1,. 4),

puisqu’on remarque que le carré de sommets (wi)izlg,.,A est exactement 1’ensemble
des w = (wq, ws) tels que |wy|+|wy| < 1. D’apres la question précédente, la préimage
par U de ce carré est Conv((A");—1,4) ce qui conclue la preuve : Conv((A%);i—1__ 4)
est bien I'ensemble des matrices de M a diagonale dominante.

Une autre maniére de montrer ce résultat : Toute matrice de Conv((A");=1. 1)
est a diagonale dominante car combinaison convere de matrices a diagonale posi-
tive et dominante. Réciproquement, on peut écrire une matrice de M a diagonale



dominante sous la forme

A = All A12 All - |A12| 0 + |A12| A12
AIZ A22 A22 - |A12| A12 |A12|

3\T i ci\T
= (Au- |A12|>5H§Hl G M TP

avec i = 2 ou i = 4 suivant le signe de Aqio. Les coefficients sont positifs et leur
somme vaut Tr(A) =1, donc A € Conv((A)i=1...4).

+ 2| Ay

5.a Les matrices (%) sont dans M et donc une combinaison convexe de ces
£€Sp
matrices est dans M, ce qui montre que D, C D. L’application ¥ étant linéaire,

I'image de D, = Conv ((%) ) par ¥ est Conv <\If (%) ) Si on note
£eSp €€Sp

we = W <%>, D, est donc le polygone convexe de sommets (wg)ees,. Noter que
les sommets w, sont sur le cercle 9D.

5.b Puisque w € D\ D,, la projection m,(w) de w sur le D, est sur le bord de
D,, et donc nécessairement sur un des cotés du polygone. Par conséquent, m,(w)
est nécessairement la combinaison convexe de deux sommets de D,: we et we ou
€, & € 8,, avec les notations de la question précédente. Autrement dit, il existe
A € [0, 1] tel que

Tp(w) = Awe + (1 — Nwer.

5.¢c On a:

I1,(A) = ¥~} (mp(w))
= U Awe + (1 — Nwg)
= A0 (wg) + (1 = AT (we)
€§T &(EN”

A .
Mer T M e

La matrice IT,(A) est une combinaison convexe de & i £”2 et de 3 é,H)QT :

5.d Il suffit de faire un dessin, et de se souvenir que w € D\ D,,. Noter que 6 € [0, 7/2]
puisqu’on a vu dans la Section 4 que pour p = 1, D; est le carré de sommets (+1,0),
(0,£1). Pour p > 1, D, contient donc au moins ces sommets.

5.e C’est une conséquence immédiate de la question 3.d, puisque U~ (wg) = ”%HTT



5.f On a:

Imp(w) — wl| < 1~ cos (g)

=1—cos ()
2
<2
-2
par une inégalité bien connue.
5.g Il suffit de faire un dessin pour voir que tan 3 = 1/p dans ce cas. La conclusion

découle de I'inégalité tanx > = pour x € [0, 7/2].

5.h On note A = % et w = W(A). Remarquer que A € M. En utilisant la

question 1.3.b, on a

A = TL,(A) (A) = W(IL,(A))ll
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d’olt le résultat avec C3 = /2 /4.

6.a Un développement limité en temps donne :
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Ensuite, pour 'opérateur en espace, on a en utilisant (2) et (3):

Wile = 2W" + Wi
Tr(a(w:) Y yelw) —= e S — T (a(2:) D*0(tn, 7)) | < Tr(a(z;))(CLh2p*+CoCs /p?),
£esp

ou les constantes C) et Cy dépendent de normes L™ de v (cf. question 2). Par
conséquent, puisque

%(tn, x;) — Tr (a(a:i)DQU(tn, xl)) =0,

on a:

v

T (tn,z;) + Tr (a(:vi)DQU(tn, :EZ))

el = [er =

2

5t -+ Tr(a(:l:i))(CthpQ + 0203/p2).




On obtient donc bien une erreur de consistance en O(dt + h%p* + 1/p?).

6.b Pour équilibrer les erreurs h*p? et 1/p?, on voit qu'il faut prendre p = 1/v/h,
auquel cas 'erreur de consistance est en O(dt + h). L’ordre de consistance en h
est donc 1 en général. Remarquer cependant que si, pour p fixé, a(z) est tel que
U (a(z)/Tr(a(z)) € D, pour tout x, alors I'erreur en 1/p? disparait et le schéma est
consistant d’ordre O(dt + h?) (p étant fixé indépendemment de h dans ce cas).

6.c Pour avoir la stabilité L, il suffit de vérifier la positivité des termes de la matrice
R telle que V"1 = RV™. On vérifie facilement que les coefficients de R sont positifs
sous la condition CFL : pour tout z; € Gy,

h2 2
o< —"P
2 Tr(a(x;))
7 Reprendre les résultats du cours et vérifier que Id + 6t M est une M-matrice.

8 Reprendre les résultats du cours. On peut par exemple proposer un schéma de
splitting, avec un pas d’Euler implicite avec upwinding pour discrétiser les termes
d’advection, et un pas de projection sur les fonctions supérieures a .



