
Fra
tions 
ontinues : �etude d'un algorithme sur unesurfa
e de Vee
hT. LELIEVRE �2 o
tobre 2001R�esum�eDans une premi�ere partie, on rappelle et d�emontre des propri�et�es g�en�erales sur l'algorithmedes fra
tions 
ontinues 
lassique et sur l'algorithme des fra
tions 
ontinues au plus pro
heentier : 
onvergen
e, notion de meilleures approximations, propri�et�es dynamiques, th�eor�emede L�evy. Ce
i nous permet de 
omparer les vitesses de 
onvergen
e des deux algorithmes.On donne �egalement des interpr�etations g�eom�etriques de l'algorithme 
lassique. Dans unedeuxi�eme partie, on d�e
rit un nouvel algorithme sur une surfa
e de Vee
h (l'o
togone r�egulierdont on a identi��e les 
ôt�es oppos�es) r�e
emment introduit par Pierre Arnoux et Pas
al Hu-bert. On donne ensuite quelques �el�ements de r�eponse �a un probl�eme ouvert pour 
et algo-rithme : d�eterminer les dire
tions pour lesquelles l'algorithme se termine.Abstra
tIn the �rst part, we give the main properties of the 
lassi
al 
ontinued fra
tion algorithmand of the nearest integer 
ontinued fra
tion algorithm : 
onvergen
e, best approximationsresults, dynami
al properties, Levy theorem. Thus, we 
an draw a 
omparison between the twoalgorithms. We also give geometri
 interpretations of the 
lassi
al algorithm. In the se
ondpart, we introdu
e a new 
ontinued fra
tion algorithm re
ently dis
overed by Pierre Arnouxand Pas
al Hubert. This algorithm is de�ned on a Vee
h surfa
e, namely the regular o
togoneon whi
h opposite sides are identi�ed. We �nally give a few results about the resear
h of therational dire
tions (i.e. the dire
tions for whi
h the algorithm ends) that is still an openquestion.

�Rapport du stage de �n d'�etude de l'E
ole Polyte
hnique e�e
tu�e �a la Fa
ult�e des S
ien
es de Luminy(Marseille) sous la dire
tion de Pierre Arnoux. 1



0 Introdu
tionLa th�eorie des fra
tions 
ontinues 
onstitue une bran
he importante des math�ematiques.C'est un exemple d'objet math�ematique qui intervient dans plusieurs domaines assez dis-tin
ts. En arithm�etique tout d'abord, elles permettent de mieux 
omprendre 
omment lesrationnels appro
hent les irrationnels. Elles interviennent �egalement dans des �equations dio-phantiennes (�equations de Pell) et permettent de 
ara
t�eriser de mani�ere simple un nombrequadratique. En th�eorie de la mesure d'autre part, elles fournissent un exemple de syst�emedynamique non trivial et ont permis de poser de nombreuses questions fru
tueuses.Dans 
e m�emoire, on tente tout d'abord de montrer l'int�erêt des algorithmes de fra
tions
ontinues au travers de quelques propri�et�es arithm�etiques, dynamiques et g�eom�etriques.On introduit l'algorithme 
lassique des fra
tions 
ontinues et on d�emontre les prin
ipalespropri�et�es arithm�etiques. On explique ensuite en quoi le point de vue dynamique permet depr�e
iser la vitesse de 
onvergen
e. Ce
i nous 
onduit �a 
omparer l'algorithme 
lassique ave
l'algorithme des fra
tions 
ontinues au plus pro
he entier. L'interpr�etation g�eom�etrique del'algorithme 
lassique est tr�es importante 
ar elle permet de 
onstruire d'autres algorithmes.C'est en e�et l'algorithme g�eom�etrique de Poin
ar�e qui est �a la base de la 
onstru
tiond'un nouvel algorithme de fra
tions 
ontinues, introduit par P. Arnoux et P. Hubert dans[ArHu℄. La deuxi�eme partie est 
onsa
r�ee �a l'�etude de 
et algorithme. On montre qu'ilpermet d'appro
her des r�eels par des �el�ements de Q [p2℄. Cet algorithme termine pour unensemble de dire
tions que l'on appelle �-rationnelles. Une question ouverte pos�ee dansl'arti
le [ArHu℄ (page 19) est d'identi�er 
et ensemble. On 
onje
ture informatiquementque 
et ensemble est Q [p2℄ (
e qui permettrait de faire 
ompl�etement le parall�ele ave
les dire
tions rationnelles dans le 
as de l'algorithme 
lassique). On donne en�n quelques�el�ements pour tenter de d�emontrer 
ette 
onje
ture.Remarque : Les se
tions 1.1 et 1.2 sont tr�es 
lassiques. Les se
tions 1.3 et 1.4, même sielles pr�esentent des r�esultats 
onnus, sont plus personnelles (je n'ai notamment pas trouv�ede r�ef�eren
es regroupant les r�esultats sur l'algorithme des fra
tions 
ontinues au plus pro
heentier). Les se
tions 2.1 et 2.2 reposent sur l'arti
le [ArHu℄ : j'ai 
ependant red�emontr�e et
orrig�e 
ertains r�esultats (propositions 2.1 et 2.2) et j'en ai ajout�e d'autres (th�eor�eme 2.3).La derni�ere se
tion (2.3) est 
ompl�etement personnelle.
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1 Fra
tions 
ontinues 
lassiquesDans 
ette se
tion, on appelle fra
tion 
ontinue une fra
tion, �nie ou in�nie, de la forme :a0 + �1a1 + �2a2+:::ave
 pour i > 0, ai 2 N , ai > 0, �i 2 f�1; 1g et a0 2 Z. On notera une fra
tion 
ontinuede la mani�ere suivante : [a0; �1na1; �2na2; :::℄. Les ai sont appel�es les quotients partiels et[a0; �1na1; �2na2; :::; �NnaN ℄ est le Ni�eme 
onvergent. C'est, bien sûr, un rationnel. Dans le
as parti
ulier o�u tous les �i valent 1, on parle alors de fra
tion 
ontinue r�eguli�ere et onnote : [a0; a1; a2; :::℄.Dans 
ette premi�ere partie, nous allons nous int�eresser tout d'abord �ades propri�et�es arithm�etiques de base des fra
tions 
ontinues 
lassiques, puis �a des propri�et�esdynamiques de la tranformation asso
i�ee avant de donner des interpr�etations g�eom�etriques.En�n, nous prolongerons 
es r�esultats �a un autre algorithme : l'algorithme des fra
tions
ontinues au plus pro
he entier.1.1 Propri�et�es arithm�etiques des fra
tions 
ontinues r�eguli�eresNous nous int�eressons i
i uniquement aux fra
tions 
ontinues r�eguli�eres. On peut trouverles d�emonstrations des r�esultats donn�es i
i dans [HW℄ et [NZM℄. Dans la suite, pN=qN =[a0; a1; :::; aN ℄ d�esigne le Ni�eme 
onvergent d'une fra
tion 
ontinue in�nie [a0; :::; an; :::℄.Proposition 1.1 Les pn et qn v�eri�ent :( pn = anpn�1 + pn�2qn = anqn�1 + qn�2
ette relation de r�e
urren
e �etant valable pour tout n entier stri
tement positif ave
 les 
ondi-tions initiales : ( p�1 = 1 p0 = a0q�1 = 0 q0 = 1Preuve : La preuve est imm�ediate par r�e
urren
e en remarquant que :pn+1qn+1 = "a0; a1; :::; an + 1an+1#= �an + 1an+1� pn�1 + pn�2�an + 1an+1� qn�1 + qn�2= an+1pn + pn�1an+1qn + qn�1On peut don
 bien 
hoisir pn+1 = an+1pn+pn�1 et qn+1 = an+1qn+ qn�1 (on ne sait pas pourl'instant si la fra
tion est irr�edu
tible). 2On remarque notamment que les suites (pn) et (qn) sont stri
tement 
roissantes (
ar 8n >0; an > 0) et don
 v�eri�ent 8n > 0; pn � a0 + n et qn � 1 + n. On peut fa
ilement obtenirune meilleure minoration de qn en utilisant le fait que 8n > 0; an � 1 et en 
omparant ave
la suite de Fibona

i. 3



Corollaire 1.1 Soit � = 1+p52 le nombre d'or. On a :8n � 0; qn � �n2Preuve : On d�emontre 
e r�esultat par r�e
urren
e en utilisant :8n > 0; qn+1 � qn + qn�1 (
ar les qn sont positifs)1 + � = �2. 2Corollaire 1.2 On a : 8n 2 N ; pn+1qn � pnqn+1 = (�1)n8n 2 N ; pn+1qn+1 � pnqn = (�1)nqnqn+18n 2 N ; pn+2qn+2 � pnqn = (�1)n qn+2 � qnqnqn+1qn+2Preuve : Le premier r�esultat est imm�ediat par r�e
urren
e. Les deux autres s'en d�eduisent.2Ce 
orollaire montre que pour tout n, pn et qn sont premiers entre eux (par Bezout). Ilpermet �egalement d'�etablir le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 1.1 Pour toute suite an d'entiers telle que 8n > 0; an > 0, la fra
tion 
ontinuein�nie [a0; a1; :::; an; :::℄ 
onverge vers un r�eel x, 
'est-�a-dire :limn!1[a0; a1; :::; an℄ = limn!1 pnqn = xLa suite (p2nq2n ) (resp. la suite (p2n+1q2n+1 )) 
onverge en 
roissant (resp. 
onverge en d�e
roissant)vers x.De plus, on a les in�egalit�es :8n 2 N ; 1qn + qn+1 < jqnx� pnj < 1qn+18n 2 N ; �����x� pnqn ����� < �����x� pn�1qn�1 �����En�n, x 2℄a0; a0 + 1[ et est irrationnel.Preuve : La 
onvergen
e des pnqn est �equivalente �a la 
onvergen
e de la s�erie de terme g�en�eralpn+1qn+1� pnqn . Or 
ette s�erie est une s�erie altern�ee (
f. le 
orollaire 1.2) don
 
onverge. Le 
orollairemontre �egalement les propri�et�es des suites (p2nq2n ) et (p2n+1q2n+1 ).Notons x0n = [an; an+1; :::℄.On a x = [a0; a1; :::; an; x0n+1℄ = x0n+1pn+pn�1x0n+1qn+qn�1 . Un simple 
al
ulmontre alors que qnx�pn = (�1)nx0n+1qn+qn�1 . En utilisant �nalement les in�egalit�es an+1 < x0n+1 <an+1 + 1, on obtient 1qn+qn+1 < jqnx� pnj < 1qn+1 . Ce
i permet de montrer que jqnx � pnj <jqn�1x� pn�1j 
e qui implique la derni�ere in�egalit�e.On d�emontre le dernier r�esultat par l'absurde. Supposons que x soit rationnel : x = a=b ave
a; b 2 Z; b 6= 0. Des in�egalit�es pr�e
�edentes, on d�eduit alors : 8n > 0; 0 < jqna�pnbj < bqn+1 . En4



prenant n suÆsamment grand, on obtient alors un en
adrement stri
t de l'entier jqna� pnbjpar 0 et 1 d'o�u la 
ontradi
tion. 2Ce th�eor�eme montre notamment que 8n 2 N ���x� pnqn ��� < 1qnqn+1 et don
 que la 
onvergen
ede la fra
tion 
ontinue vers sa limite est au moins en 4�2n+1 (
ar qn > �n2 
f. le 
orollaire 1.1).Ce r�esultat sera aÆn�e dans la partie suivante 
onsa
r�ee au point de vue dynamique desfra
tions 
ontinues (
f. th�eor�eme 1.9).La proposition suivante montre qu'un nombre irrationnel a un unique d�eveloppement enfra
tion 
ontinue.Proposition 1.2 Soit (an) et (bn) deux suites tel que 8n > 0; an > 0 et bn > 0. Si[a0; a1; :::; an; :::℄ = [b0; b1; :::; bn; :::℄, alors 8n 2 N ; an = bn.Preuve : La preuve repose sur la remarque suivante : si x = [a0; a1; :::; an; :::℄, alors a0 =E(x) (on d�esigne par E(x) la partie enti�ere de x). Don
, si x = y ave
 y = [b0; b1; :::; bn℄,a0 = b0 = E(x) et don
 x01 = y01 (
ar x = a0 + 1x01 = b0 + 1y01 ) 
'est-�a-dire [a1; a2; :::; an; :::℄ =[b1; b2; :::; bn; :::℄. Une r�e
urren
e permet alors de terminer la preuve. 2Exemple : Le d�eveloppement en fra
tion 
ontinue du nombre d'or � = 1+p52 est parti
uli-�erement simple 
ar � = 1 + 1� . On a don
 : � = [1; 1; 1; 1; :::℄.De même, le d�eveloppement en fra
tion 
ontinue de p2 est tr�es simple. En e�et, on remarqueque p2 = 1 + 1p2+1 et que p2 + 1 = 2 + 1p2+1 , d'o�u : p2 = [1; 2; 2; 2; :::℄.Nous avons don
 montr�e que, �etant donn�e une fra
tion 
ontinue r�eguli�ere [a0; a1; :::an; :::℄,elle 
onverge vers un irrationnel x et qu'au
une autre fra
tion 
ontinue ne 
onverge versx. R�e
iproquement, soit x un nombre irrationnel, on peut 
onstruire une fra
tion 
ontinuein�nine [a0; a1; :::; an; :::℄ qui 
onverge vers x en utilisant un algorithme, �ebau
h�e dans lapreuve de la proposition pr�e
�edente.Algorithme 
lassique des fra
tions 
ontinuesSoit x 2 R n Q et x0 = x. On pose a0 = E(x0) et x1 = 1x0�a0 . Puis on d�e�nit parr�e
urren
e an = E(xn) et xn+1 = 1xn�an . Il est 
lair que 8n > 0; x = [a0; a1; :::; an; xn+1℄et don
 que tous les xn sont irrationnels. On en d�eduit que 8n > 0; an > 0 : l'algorithmene s'arrête jamais et la fra
tion 
ontinue in�nie [a0; a1; ::; an; :::℄ 
onverge. De plus, lemême 
al
ul que dans la preuve du th�eor�eme 1.1 (en rempla�
ant x0n par xn) montre que8n > 0; x� pnqn = (�1)nqn(xn+1qn+qn�1) et don
, en utilisant le fait que 8n > 0; xn > 0, on voit que[a0; a1; :::; an; :::℄ = x et don
 que 8n 2 N ; xn = x0n.Corollaire 1.3 L'algorithme des fra
tions 
ontinues �etablit une bije
tion entre R n Q et�+ = �(an)n�0 2 ZN ; 8n > 0; an > 0�.Preuve : Il suÆt de regrouper les r�esultats du th�eor�eme 1.1, de la proposition 1.2 et del'algorithme qui pr�e
�ede. 25



Nous avons don
 
onstruit une appli
ation bije
tive de l'ensemble des irrationnels R nQ dansl'ensemble des suites �a valeurs enti�eres admissibles �+. L'algorithme d�e
rit 
i-dessus permetde prolonger 
ette appli
ation �a l'ensemble des rationnels (et don
 �a R tout entier) tant quexn est non nul. Soit x = �=�; �; � 2 Z; � 6= 0. On se 
onvain
 ais�ement qu'appliquer l'algo-rithme des fra
tions 
ontinues �a x, 
e n'est rien d'autre qu'appliquer l'algorithme d'Eu
lide�a � et �, les quotients �etant les ai et les restes v�eri�ant r0 = �x1 , rn = rn�1xn+1 . On rappelle quel'algorithme d'Eu
lide s'�e
rit : ( r�2 = �r�1 = �8n 2 N ; rn�2 = rn�1an + rno�u an et rn sont respe
tivement le quotient et le reste de la division eu
lidienne de rn�2 parrn�1. (rn) est don
 une suite d'entiers positifs d�e
roissants stri
tement. On a don
 9N; rN = 0(l'algorithme s'arrête) et alors (�; �) = rN�1. On a vu que xn+2 = rnrn+1 et don
 xN+2 = 0.On en d�eduit que x = [a0; a1; :::; aN+1℄. On peut don
 �enon
er le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 1.2 Tout nombre r�eel x a un d�eveloppement en fra
tion 
ontinue. Ced�eveloppement est �ni si et seulement si x 2 Q .Remarque : Le d�eveloppement d'un nombre rationnel n'est pas unique. En e�et, si an > 1,[a0; a1; :::; an℄ = [a0; a1; :::; an�1; 1℄ et si an = 1, [a0; a1; :::; an�1; 1℄ = [a0; a1; :::; an�2; an�1+1℄.Mais 
'est la seule ambigu��t�e possible. En reprenant la preuve de la proposition 1.2, on montreque si [a0; a1; :::; aN ℄ = [b0; b1; :::; bM ℄ et aN > 1; bM > 1 (
e qui est la 
onvention 
lassiqueen 
as de d�eveloppement �ni), alors N =M et 8n; an = bn.L'algorithme des fra
tions 
ontinues permet don
 d'appro
her n'importe quel nombre r�eelpar une suite de rationnels. La proposition suivante montre que les 
onvergents sont desmeilleures approximations de x.Proposition 1.3 Soit x 2 R et n > 1.Alors, 8a 2 Z; 8b 2 N ; b > 0, ����x� ab ���� < �����x� pnqn ����� =) b > qnOn parle de meilleure approximation de premi�ere esp�e
e.En fait, on montre le r�esultat suivant, plus fort :8a 2 Z; 8b 2 N ; b > 0 jbx� aj < jqnx� pnj =) b � qn+1On parle de meilleure approximation de deuxi�eme esp�e
e.Remarque : On utilise i
i le vo
abulaire propos�e par Khin
hin dans [Khi℄ : pq est une meilleureapproximation de premi�ere esp�e
e de x si et seulement si, 8a 2 Z; 8b 2 N ; 0 < b � q, on a���x� ab ��� � ���x� pq ��� ; pq est une meilleure approximation de deuxi�eme esp�e
e de x si et seulementsi, 8a 2 Z; 8b 2 N ; 0 < b � q, on a jbx� aj � jqx� pj.Preuve : Tout d'abord, le deuxi�eme r�esultat est plus fort 
ar si ���x� ab ��� < ���x� pnqn ��� et b � qn,alors jbx� aj < bqn jqnx� pnj < jqnx� pnj et don
 b � qn+1 > qn d'o�u la 
ontradi
tion.On prouve le deuxi�eme r�esultat par l'absurde. Supposons don
 jbx � aj < jqnx � pnj et6



b < qn+1. Soit r et s les solutions du syst�eme suivant : " pn pn+1qn qn+1 # rs ! =  ab !. Commejpnqn+1 � qnpn+1j = 1, r et s sont entiers.Montrons que r 6= 0 et s 6= 0. Si r = 0, qn+1s = b et don
 s > 0 
e qui implique b � qn+1 
equi est interdit par hypoth�ese. De même, si s = 0, jbx� aj = jrjjqnx� pnj et don
 jrj > 0 
equi implique jqnx� pnj � jbx� aj 
e qui est interdit par hypoth�ese.D'autre part, d'apr�es le th�eor�eme 1.1, (qnx � pn) et (qn+1x � pn+1) sont de signe oppos�e.Prouvons qu'il en est de même pour r et s. Si r > 0, 
omme qnr + qn+1s = b < qn+1 etqnr > 0, on a n�e
essairement s < 0. Si r < 0, 
omme qn+1s = b� qnr, on obtient s > 0. Ce
imontre que r(qnx� pn) et s(qn+1x� pn+1) sont de même signe.On a don
 �nalement :jbx� aj = jr(qnx� pn) + s(qn+1x� pn+1)j= jr(qnx� pn)j+ js(qn+1x� pn+1)j> jr(qnx� pn)j> jqnx� pnjd'o�u la 
ontradi
tion. 2Remarque : Contrairement �a la 
ondition de meilleure approximation de premi�ere esp�e
e, la
ondition de meilleure approximation de deuxi�eme esp�e
e est en fait une 
ara
t�erisation des
onvergents : si jxq � pj = mina2Z; 0<b�q jxb � aj, alors pq est un 
onvergent de x. La preuvese 
alque sur 
elle du 
orollaire suivant.Donnons un 
orollaire simple, 
onnu sous le nom du th�eor�eme de Legendre.Corollaire 1.4 Soit x un nombre irrationnel, �pnqn � la suite de ses 
onvergents, a et b deuxentiers, ave
 b > 0. Alors, ����x� ab ���� < 12b2 =) 9n; ab = pnqnPreuve : Soit n tel que qn � b < qn+1. On va montrer que ab = pnqn . D'apr�es le th�eor�emepr�e
�edent, jxqn � pnj � jxb� aj < 12b . On en d�eduit ���pnqn � ab ��� � ���pnqn � x���+ ���x� ab ��� < 12bqn + 12b2 .Or, 12bqn + 12b2 = 12b � 1qn + 1b� � 12b 2qn = 1bqn . On obtient don
 jpnb� qnaj < 1, 
e qui impliquepnb = qna et termine la preuve. 2Remarque : 12 est la meilleure 
onstante possible. C'est-�a-dire que 8� > 0; 9x 2 R nQ ; 9a; b 2Z; b > 0 tel que ���x� ab ��� < 1(2+�)b2 et ab n'est pas un 
onvergent de x.Les deux th�eor�emes suivants sont des r�esultats 
lassiques d'approximations des nombresr�eels. Le premier (
onnu sous le nom th�eor�eme de Vahlen) pr�e
ise le 
orollaire pr�e
�edent enmontrant que pour x irrationnel donn�e, il existe un in�nit�e de rationnel ab v�eri�ant ���x� ab ��� <12b2 . Le se
ond th�eor�eme (
onnu sous le nom th�eor�eme de Borel) aÆne le r�esultat pr�e
�edenten rempla�
ant la 
onstante 12 par 1p5 . 7



Th�eor�eme 1.3 Soit x 2 R nQ et n > 1. Alors, des deux 
onvergents 
ons�e
utifs pnqn et pn+1qn+1 ,un au moins v�eri�e : ���x� ab ��� < 12b2 .Preuve : Supposons le r�esultat faux. D'apr�es le th�eor�eme 1.1, �x� pnqn � et �x� pn+1qn+1 � sontde signes oppos�es. Don
, 1qnqn+1 = ���pnqn � pn+1qn+1 ��� = ���pnqn � x��� + ���x� pn+1qn+1 ��� � 12 � 1q2n + 1q2n+1� d'o�u(qn+1 � qn)2 � 0 : 
ontradi
tion. 2Th�eor�eme 1.4 Soit x 2 R nQ et n > 1. Alors, des trois 
onvergents 
ons�e
utifs pn�1qn�1 , pnqn etpn+1qn+1 , un au moins v�eri�e : ���x� ab ��� < 1p5b2 .Preuve : D�emontrons de même 
e th�eor�eme par l'absurde. En reprenant le premier pointde la d�emonstration pr�e
�edente, on arrive �a 1qnqn+1 � 1p5 � 1q2n + 1q2n+1�, 
e qui s'�e
rit aussi :qnqn+1 + qn+1qn � p5. De même, on a : qn�1qn + qnqn�1 � p5. En fait, 
es deux in�egalit�es sont stri
tespuisque le membre de gau
he est rationnel. En �etudiant le signe du trinôme x2 �p5x + 1,et en utilisant le fait que qn�1 < qn < qn+1, on obtient : 1 < qn+1qn < p5+12 et p5�12 < qn�1qn < 1.En�n, on sait que an+1 = qn+1qn � qn�1qn d'o�u 0 < an+1 < 1 : 
ontradi
tion. 2Remarque : Les 
onstantes 12 et 1p5 dans les deux th�eor�eme pr�e
�edents sont les meilleurespossibles. Ainsi, si on 
onsid�ere une 
onstante � > p5, alors il exite un irrationnel x telqu'il n'y a qu'un nombre �ni de rationnels ab v�eri�ant ���x� ab ��� < 1�b2 . Ces rationnels ab sontn�e
essairement des 
onvergents de x d'apr�es le 
orollaire 1.4. On peut prendre x = �.Une autre propri�et�e arithm�etique importante des fra
tions 
ontinues est le th�eor�eme suivant,
onnu sous le nom du th�eor�eme de Lagrange.D�e�nition 1.1 On dit qu'une fra
tion 
ontinue r�eguli�ere in�nie [a0; ::; an; :::℄ est p�eriodiquesi la suite des (an) est pr�ep�eriodique. On note alors [a0; :::; an; :::℄ = [a0; :::; ak; b0; :::; bl�1℄.Th�eor�eme 1.5 Une fra
tion 
ontinue r�eguli�ere est p�eriodique si et seulement si ellerepr�esente un nombre irrationnel quadratique.Preuve : On rappelle qu'on dit d'un nombre � qu'il est quadratique s'il est solution d'une�equation pôlynomiale �a 
oeÆ
ients entiers de degr�e deux, ou en
ore, de mani�ere �equivalente,si l'extension de 
orps Q � Q [�℄ est de degr�e deux.Une des impli
ations est tr�es simple. Si x = [a0; :::; ak; b0; :::; bl�1℄, on note y = [b0; :::; bl�1℄.Pour montrer que x est quadratique, il suÆt de montrer que y l'est. Or, y = [b0; :::; bl�1; y℄,
e qui s'�e
rit y = ypl�1+pl�2yql�1+ql�2 et montre bien que y est solution d'un trinôme �a 
oeÆ
ientsentiers.L'autre impli
ation est nettement plus diÆ
ile �a �etablir.Soit x 2 R n Q un nombre quadratique et [a0; :::; an; :::℄ son d�eveloppement en fra
tion
ontinue. 9�; �; 
 2 Z; �x2 + �x + 
 = 0 et �2 � 4�
 6= 0. Soit n 2 N ; n > 1. On sait quex = pn�1xn+pn�2qn�1xn+qn�2 o�u xn = [an; :::℄. xn est don
 �egalement un nombre quadratique et un petit
al
ul donne les 
oeÆ
ients �n; �n; 
n tel que �nx2n + �nxn + 
n = 0 :�n = �p2n�1 + �pn�1qn�1 + 
q2n�1�n = 2�pn�1pn�2 + �(pn�1qn�2 + pn�2qn�1) + 2
qn�1qn�2
n = �p2n�2 + �pn�2qn�2 + 
q2n�28



On va maintenant montrer que les 
oeÆ
ients entiers �n, �n et 
n sont uniform�ement born�esen n. Tout d'abord, un 
al
ul donne :�2n � 4�n
n = (�2 � 4�
)(pn�1qn�2 � pn�2qn�1)2= (�2 � 4�
)D'autre part, le th�eor�eme 1.1 montre que pn � qnx = Ænqn ave
 jÆnj < 1. On trouve ainsi :�n = � qn�1x + Æn�1qn�1!2 + �  qn�1x+ Æn�1qn�1! qn�1 + 
q2n�1= (�x2 + �x+ 
)q2n�1 + (2�x+ �)Æn�1 + � Æn�1qn�1!2= (2�x+ �)Æn�1 + � Æn�1qn�1!2D'o�u les majorations (en remarquant que 
n = �n�1) :j�nj � j2�x+ �j+ j�jj
nj � j2�x+ �j+ j�jj�nj � 4(j2�x+ �j+ j�j)2 + j�2 � 4�
jAinsi, parmi l'in�nit�e des triplets (�n; �n; 
n), trois au moins sont �egaux : 9p < q <r; (�p; �p; 
p) = (�q; �q; 
q) = (�r; �r; 
r). Et don
, au moins deux des trois valeurs xp, xq etxr sont �egales (un trinôme a en e�et au plus deux ra
ines). Mais si par exemple xp = xq, alors,ap = aq, ap+1 = aq+1, ... ap+(q�1�p) = aq+(q�1�p) et la fra
tion 
ontinue est don
 p�eriodique :x = [a0; :::; ap�1; ap; :::; aq�1℄. Ce
i termine la preuve. 2Exemple : Soit � et � deux entiers positifs ave
 �j� et x = [�; �℄. Alors, x = �+p�2+4
2 o�u
 = �� .1.2 Propri�et�es dynamiques de l'algorithme des fra
tions 
ontinuesOn va maintenant �etudier l'algorithme des fra
tions 
ontinues (
f. page 5) d'un point devue dynamique. Il faut tout d'abord remarquer que lors de l'it�eration de l'algorithme, lapremi�ere �etape (d�e�nition de a0) est un peu parti
uli�ere puisque x 62 [0; 1[ 
ontrairement �atous les xi�ai; i � 0. Dans la suite, on supposera don
 que x 2 [0; 1[ 
e qui implique a0 = 0.D'autre part, pour �etudier un syst�eme dynamique, il faut pouvoir it�erer l'algorithme autantde fois que l'on veut. C'est pourquoi, on 
hoisit d�esormais x 2 [0; 1[nQ (
f. th�eor�eme 1.2).On pose dans la suite 
 = [0; 1[nQ . Remarquons d�es maintenant qu'�etant donn�e que l'onre
her
he d�esormais des propri�et�es vraies presque partout, le fait de retirer Q (de mesurenulle) �a [0; 1[ est sans importan
e. En�n, quand il y aura ambigu��t�e, on notera an(x) pourd�esigner le ni�eme quotient partiel de x (et de même pn(x) et qn(x)).On peut maintenant d�e�nir l'appli
ation T que l'on it�ere lors de l'algorithme :T 8>><>>: [0; 1[ �! [0; 1[x 7�! ( n 1xo si x 6= 00 si x = 09
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3Fig. 1 { Repr�esentation de TCette appli
ation est une appli
ation homographique par mor
eaux, d�e
roissante par mor-
eaux, surje
tive mais non inje
tive (
f. la �gure 1). L'ensemble des points de dis
ontinuit�eest n 1k ; k 2 N ; k � 2o. Sur l'intervalle i 1k+1 ; 1ki, on a T (x) = 1x � k.Lemme 1.1 Soit x 2 [0; 1[nQ . On applique l'algorithme des fra
tions 
ontinues �a x et onreprend les notations de la page 5 : x = [0; a1; a2; :::; an; :::℄ et xn = [an; :::℄.Alors, 8n > 0;an = E � 1Tn�1(x)�xn = 1Tn�1(x)T n(x) = xn � anave
 la 
onvention T 0 = Id.Preuve : Tous 
es r�esultats se v�eri�ent fa
ilement par r�e
urren
e. 2Les trois 
orollaires suivants en d�e
oulent sans diÆ
ult�e.Corollaire 1.5 Soit x 2 [0; 1[x 2 Q () 9k 2 N; T k(x) = 0.Corollaire 1.6 Soit x 2 [0; 1[ :x = [0; a1; :::; an + T n(x)℄= (an + T n(x))pn�1 + pn� 2(an + T n(x))qn�1 + qn� 2= pn + T n(x)pn�1qn + T n(x)qn�1Corollaire 1.7 Soit x 2 [0; 1[8n > 0; pn+1(x) = qn(T (x)).Preuve : Etant donn�e que x 2 [0; 1[, a0 = 0 et les 
onditions initiales pour les suites(pn) et (qn) s'�e
rivent don
 ( p�1 = 1 p0 = 0q�1 = 0 q0 = 1 . D'autre part, si x = [0; a1; :::; an; :::℄, alors10



T (x) = [0; a2; :::; an; :::℄ (puisque si x = [0; a1; :::; an; :::℄, alors [0; a2; :::; an; :::℄ = 1x2 = T (x)).On en d�eduit que pn+1(x) = qn(T (x)). 2Pour pouvoir d�e�nir un syst�eme dynamique mesur�e, il faut pouvoir d�e�nir une mesureinvariante par l'appli
ation T . Nous allons essayer 
i-dessous d'introduire 
ette mesure(d�e
ouverte d�ej�a par Gauss) de mani�ere naturelle. Pour 
ela, nous allons 
onstruire ex-pli
itement une extension naturelle (
f. la d�e�nition 
i-dessous) de T , bije
tive et trouverune mesure invariante pour 
ette extension 
e qui nous permettra, par proje
tion, de trouverune mesure invariante par T .D�e�nition 1.2 Soit (X; T; �) un syst�eme mesur�e. On appelle une extension naturelle de(X; T; �) un syst�eme mesur�e ( ~X; ~T ; ~�) tel que ~T : ~X �! ~X est bije
tive et tel que 9� :~X �! X une proje
tion ave
 : � Æ ~T=T Æ � et � � ~� = �.Remarque : On peut en fait d�e�nir l'extension naturelle, objet universel unique �a uniqueisomorphisme pr�es.L'algorithme des fra
tions 
ontinues pemet de d�e�nir une bije
tion � entre 
 et l'ensembledes suites �+ = f(an)n>0; 8n > 0; an > 0g (
f. le 
orollaire 1.3). D'autre part, le lemme 1.1montre que T ([0; a1; a2; :::; an; :::℄) = [0; a2; a3; :::; an; :::℄ . Plus g�en�eralement, an �T k(x)� =an+k(x). On a don
 la proposition suivante :Proposition 1.4 La bije
tion � : 
 ~�!�+ 
onjuge la transformation T : 
 �! 
 ave
 led�e
alage unilat�ere �+ : �+ �! �+, d�e�ni par :�+ ((an)n>0) = ((bn)n>0) ave
 8n > 0; bn = an+1L'appli
ation �+ est surje
tive mais �evidemment pas inje
tive. Une mani�ere naturelle dela rendre inje
tive est de 
onsid�erer tous les pass�es possibles d'une suite (an) 2 �+et de prolonger l'appli
ation �. I
i, il suÆt don
 de 
onsid�erer les suites (an) 2 � =n(an)n2Z; 8n > 0; an > 0o et le d�e
alage bilat�ere � d�e�nie par : � �(an)n2Z� = �(bn)n2Z�ave
 8n 2 Z; bn = an+1. Cette fois, � est bien bije
tive. On peut maintenant prolonger labije
tion � �a �. On pose :	( [0; 1[�[0; 1[ �! �(x; y) 7�! (an) tel que x = [0; a1; a2; :::; an; :::℄y = [0; a0; a�1; a�2; :::; a�n; :::℄Consid�erons maintenant l'appli
ation 
onjugu�ee �a �.Proposition 1.5 L'appli
ation bije
tive 	 : 
 � 
 �! � 
onjugue T ave
 le d�e
alagebilat�ere �, o�u T est d�e�ni par :T 8>>><>>>: [0; 1[�[0; 1[ �! [0; 1[�[0; 1[(x; y) 7�! 8<: �T (x); 1y+E( 1x)� si x 6= 0(0; 0) si x = 0De plus, T : 
� 
 �! 
� 
 est bije
tive.Preuve : En e�et, si y = [0; a0; a�1; :::; a�n; :::℄ et si x = [0; a1; a2; :::; an; :::℄, alors[0; a1; a0; a�1; :::; a�n℄ = 1a1+y et a1 = E � 1x�. La bije
tivit�e de T restreint �a 
�
 d�e
oule dela bije
tivit�e de � sur �, ou en
ore du fait que l'on peut expli
iter l'appli
ation r�e
iproque,
onjugu�ee �a ��1. 211



Remarque : 	 d�e�nit une bije
tion entre 
�
 et �. On peut v�eri�er fa
ilement que 
�
est le 
ompl�ementaire dans le 
arr�e [0; 1[�[0; 1[ des orbites par T des points de la forme (0; �)et (�; 0) ave
 � 2 [0; 1[.L'appli
ation T est 
ontinue sur les bandes verti
ales n 1k+1 � x < 1k ; k 2 N ; k > 0osur lesquelles T (x; y) = � 1x � k; 1y+k�. L'image par T de la bande verti
alen 1k+1 � x < 1k ; k 2 N ; k > 0o est la bande horizontale n 1k+1 � y < 1k ; k 2 N ; k > 0o (
f. la�gure 2).
T
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Fig. 2 { Repr�esentation de TOn veut maintenant trouver une mesure sur le 
arr�e [0; 1[�[0; 1[, invariante par T . Onremarque que T est lo
alement une homographie en x et en y. On peut, dans 
ertain 
as quel'on va maintenant pr�e
iser, trouver des mesures invariantes pour des appli
ations de 
e genre.D�e�nition 1.3 Soit (X; �) un espa
e probabilis�e.On dit qu'une appli
ation f : X �! X est presque partout bije
tive si il existe A � X etB � X deux ensembles de mesure pleine tels que f : A �! B est bije
tive.Lemme 1.2 Soit f : [0; 1[�[0; 1[�! [0; 1[�[0; 1[, une appli
ation bije
tive presque partout,telle que, pour presque tout (x; y) 2 [0; 1[�[0; 1[, il existe un voisinage ouvert V de (x; y),il existe quatre r�eels a; b; 
; d ave
 ad � b
 > 0, tel que f restreint �a V soit �egale �a� � � : ( R � R �! R � R(x; y) 7�! (�(x); �(y)) o�u � est l'homographie : �(z) = az+b
z+d .Alors, dxdy(x�y)2 est une mesure invariante par f .Preuve : Il suÆt de montrer que la mesure est pr�eserv�ee lo
alement (
ar f est presquepartout bije
tive).On se r�ef�ere i
i �a [BKS℄. On peut supposer que ad � b
 = 1 et don
, � est une isom�etriepositive du plan hyperbolique, repr�esent�e sous la forme du demi-plan de Poin
ar�eH = f(x+ iy); y > 0g. Elle pr�eserve don
 la mesure hyperbolique dxdyy2 . Notons U l'espa
eunitaire tangent �a H . Un point de U est la donn�ee d'un point base (x; y) 2 H et de12



s
(x,y)

Fig. 3 { Coordonn�ees sur Ul'angle � que fait le ve
teur unitaire tangent ave
 l'horizontale. On peut d�e�nir unemesure sur l'espa
e U par dm = dxdyd�y2 . Par un point de U passe une unique g�eod�esiquede H . En e�et, on sait que les g�eod�esiques sont les demi-
er
les perpendi
ulaires �a l'axehorizontal (Ox) et les droites verti
ales et don
, par un point passe une seule g�eod�esiquetangente �a un ve
teur unitaire donn�e. Mais une g�eod�esique peut aussi être rep�er�ee parses deux pieds (�; �) (
f. la �gure 3). Ainsi, un point de U peut être rep�er�e par (�; �; s)o�u s est la distan
e hyperbolique du 
entre de la g�eod�esique de pieds (�; �) au point(x; y). �; �; s sont don
 trois r�eels. Un simple 
al
ul donne : dm = dxdyd�y2 = 2d�d�ds(���)2 .L'isom�etrie � se rel�eve en une appli
ation � (qui est l'appli
ation tangente sur U) quipr�eserve la mesure dm : � ( U �! U(x; y; �) 7�! (�(x; y); � + arg (� 0(x+ iy))) Ainsi, l'appli
a-tion � � � : ( R � R �! R � R(�; �) 7�! (�(�); �(�)) pr�eserve la mesure d�d�(���)2 . 2I
i, l'appli
ation T n'est pas de la forme (x; y) 7�! (�(x); �(y)). Posons�( R � R �! R � R(x; y) 7�! (x; �1y ) . � est involutive et on a (lo
alement) : �ÆTÆ�(x; y) = ( 1x�k; 1y�k).Une mesure invariante pour � Æ T Æ � est don
 dxdy(x�y)2 et, par 
hangement de variable, unemesure invariante pour T est dxdy(xy+1)2 .Proposition 1.6 La mesure de masse �nie d� = dxdy(xy+1)2 d�e�nie sur le 
arr�e [0; 1[�[0; 1[ estinvariante par T .Corollaire 1.8 Une mesure invariante par T est la mesure de Gauss d� = 1ln 2 11+x dx. C'estune mesure de probabilit�e �equivalente �a la mesure de Lebesgue dx.Preuve : On sait que T Æ � = � Æ T o�u � est la proje
tion sur la premi�ere variable. Il suÆtdon
 d'int�egrer la mesure invariante par T le long des verti
ales. OrZ 10 dy(1 + xy)2 = "�1x 11 + xy#10= 11 + xLa 
onstante 1ln 2 fait de 
ette mesure invariante, une mesure de probabilit�e. Elle est�equivalente �a la mesure de Lebesgue par
e que sa densit�e est 
omprise entre 12 ln 2 et 1ln 2 .2 13



Remarque : Nous avons utilis�e une extension naturelle de ([0; 1[; T; �) : ([0; 1[�[0; 1[; T ; �)pour trouver la densit�e invariante. La diÆ
ult�e est de trouver 
ette mesure � mais il est fa
ilede v�eri�er par le 
al
ul que 
'est bien une mesure invariante.Nous pouvons don
 d�e�nir le syst�eme mesur�e ([0; 1[; T; �). Dans la suite, on d�esigne par Bl'ensemble des bor�eliens de [0,1[. Nous nous int�eressons maintenant aux propri�et�es dyna-miques de 
e syst�eme. On d�emontre tout d'abord son ergodi
it�e (
f. [Bi℄), 
e qui permetd'obtenir la vitesse de 
onvergen
e de l'algorithme 
lassique des fra
tions 
ontinues.D�e�nition 1.4 Soit A1; :::; An, n entiers stri
tement positifs.On d�esigne par �A1;::;An le 
ylindre fx 2 
; x = [0; A1; A2; :::; An; an+1; :::℄g.Soit 	A1;:::;An ( [0; 1[ �! [0; 1[t 7�! [0; A1; A2; :::; An + t℄ = Pn+tPn�1Qn+tQn�1O�u Pk et Qk (0 � k � n) sont les 
onvergents asso
i�es �a la suite (Ak). On a : �A1;::;An =	A1;:::;An([0; 1[).Remarque : Si x 2 �A1;::;An, on a x = [0; A1; :::; An + T n(x)℄. T n est don
 
onti-nue et monotone sur �A1;::;An et son inverse est 	A1;:::;An 
ar 	A1;:::;An (T n(x)) =[0; A1; A2; :::; An + T n(x)℄ = x : 	A1;:::;An = �T j�A1;::;An��1. 	A1;:::;An est don
 �egalementmonotone.Lemme 1.3 Soit n 2 N et A1; :::; An, n entiers stri
tement positifs.Alors, 8B 2 B;12�(B)� (�A1;::;An) � � �T�n(B) \�A1;::;An� � 2�(B)� (�A1;::;An)o�u � d�esigne la mesure de Lebesgue.Preuve : Il suÆt de le montrer pour B = [x; y[, ave
 0 � x < y � 1. D'apr�es la remarquepr�e
�edente, on a : T�n([x; y[) \ �A1;::;An = 	A1;:::;An([x; y[). Et don
, �(T�n([x;y[)\�A1;::;An)�([x;y[)�(�A1;::;An) =(	A1;:::;An(y)�	A1;:::;An (x))(y�x)(	A1;:::;An(1)�	A1 ;:::;An(0)) 
ar 	A1;:::;An est monotone. Un petit 
al
ul montre alors que :�(T�n([x;y[)\�A1;::;An)�([x;y[)�(�A1;::;An) = qn(qn+qn�1)(qn+xqn�1)(qn+yqn�1) et le se
ond membre est 
ompris entre entre 12 et 2
e qui d�emontre le r�esultat. 2Lemme 1.4 9C > 0; 8n 2 N ; 8A1; :::; An n entiers stri
tement positifs; 8B 2 B;1C�(B)� (�A1;::;An) � � �T�n(B) \�A1;::;An� � C�(B)� (�A1;::;An)Preuve : Ce lemme est un 
orollaire du pr�e
�edent en remarquant que la densit�e de la mesurede Gauss � est 
omprise entre 12 ln(2) et 1ln(2) . Ainsi, C = 4ln(2) 
onvient. 2Th�eor�eme 1.6 Le syst�eme dynamique mesur�e ([0; 1[; T; �) est ergodique.
14



Preuve : Soit B 2 B un bor�elien invariant par T . D'apr�es le lemme pr�e
�edent, on a :8n 2 N ; 8A1; :::; An n entiers stri
tement positifs; 1C�(B)� (�A1;::;An) � � (B \�A1;::;An) �C�(B)� (�A1;::;An). Or, l'ensemble des �A1;::;An engendre les bor�eliens de [0; 1[. Et don
,8A 2 B; 1C�(B)�(A) � � (B \ A) � C�(B)�(A). En prenant A = B
, on obtient �(B)(1 ��(B)) = 0 et don
 �(B) = 0 ou �(B) = 1. Ce
i montre l'ergodi
it�e du syst�eme ([0; 1[; T; �).2Remarque : On peut même d�emontrer que le syst�eme ([0; 1[; T; �) est fortement m�elangeant(
f. [Bi℄).Donnons une premi�ere appli
ation de l'ergodi
it�e (
f. [CFS℄).D�e�nition 1.5 Soit (X; T ) un espa
e muni d'une tribu et � et � deux mesures de probabilit�ed�e�nies sur 
ette tribu.On dit que � et � sont mutuellement singuli�eres si 9A 2 T ; �(A) = �(A
) = 0.Lemme 1.5 Soit (X; T; �) un syst�eme dynamique mesur�e ergodique.Si � est une mesure ergodique pour T di��erente de �, alors � et � sont mutuellement sin-guli�eres.Preuve : On s'appuie i
i sur le 
ours [Fat℄.Supposons que � est ergodique mais que � et � ne sont pas mutuellement singuli�eres. On noteM(X; T ) l'ensemble des mesures T -invariantes. On sait queM(X; T ) est un 
onvexe 
ompa
tdont les points extr�emaux sont les mesures ergodiques. Soit ~� = 12(�+ �) 2 M(X; T ). ~� estune mesure ergodique. En e�et, si A est un ensemble T -invariant, �(A) = 0 ou 1 et �(A) =0 ou 1. Mais 
omme � et � ne sont pas mutuellement singuli�eres, on a don
 �(A) = �(A).On en d�eduit que ~�(A) = 0 ou 1. ~� est don
 une mesure ergodique, 
ombinaison lin�eaire dedeux mesures ergodiques di��erentes : 
ontradi
tion. 2Th�eor�eme 1.7 � est la seule mesure ergodique absolument 
ontinue par rapport �a la mesurede Lebesgue.Preuve : Supposons que � est une autre mesure ergodique absolument 
ontinue par rapport�a la mesure de Lebesgue. Comme � est une mesure �equivalente �a la mesure de Lebesgue,� est don
 une mesure absolument 
ontinue par rapport �a �. Ce
i empê
he � et � d'êtremutuellement singuli�eres et 
ontredit don
 le lemme pr�e
�edent. 2Nous allons maintenant utiliser le th�eor�eme ergodique pon
tuel de Birkho�. Celui-
i aÆrmeque pour toute fon
tion f 2 L1([0; 1[; �), les sommes de Birkho� Sn(f; T )(x) = 1nPn�1i=0 f ÆT i(x) 
onvergent presque partout vers la 
onstante R f d�.Proposition 1.7 Pour presque tout x 2 
, limn!1 a1+:::+ann =1. En parti
ulier, les ai nesont pas born�es.Preuve : On pose f(x) = E � 1x�. On a bien Sn(f; T )(x) = a1+:::+ann et R f d� = 1. Pourrendre l'argument rigoureux, on pose fm(x) = ( E � 1x� x > 1m0 x � 1m . On a pour presque tout x,limn!1 Sn(fm; T )(x) = Pmk=1 1k . Or Sn(f; T )(x) > Sn(fm; T )(x) et en faisant tendre n versl'in�ni puis m vers l'in�ni, on d�emontre le r�esultat. 215



Proposition 1.8 Pour presque tout x 2 
, limn!1(a1:::an)1=n = Q1k=1 �1 + 1k(k+2)� lnkln 2 .Preuve : On pose g(x) = ln �E � 1x��. On a alors Sn(g; T )(x) = ln �(a1:::an)1=n�. De mêmeque pr�e
�edemment, on pose gm(x) = ( ln �E � 1x�� x > 1m0 x � 1m . On a pour presque tout x,limn!1 Sn(gm; T )(x) = Pmk=1 ln(k)ln(2) ln � (k+1)2k(k+2)�. En faisant tendre m vers l'in�ni, on d�emontrele r�esultat. 2On s'int�eresse maintenant �a la vitesse de 
onvergen
e de l'algorithme. On sait qu'on a lamajoration ���x� pnqn ��� < 1qnqn+1 (
f. le th�eor�eme 1.1). Il faut don
 
omprendre la vitesse �alaquelle les qn divergent vers l'in�ni. On a pour 
ela besoin de deux lemmes.Lemme 1.6 Soit x 2 
, x = [0; a1; :::; an; :::℄.8n � 1; ���ln xpn=qn ��� � 12n�2Preuve : On �etablit le r�esultat pour n � 2 et on le v�eri�e �a la main pour n = 1. On v�eri�efa
ilement par r�e
urren
e que : 8n � 2( pn � 2(n�2)=2qn � 2(n�1)=2 . Ce r�esultat aurait pu �gurer dansla se
tion 1.1 mais il ne sert que dans 
e lemme. On en d�eduit que 8n � 2; ��� xpn=qn � 1��� �1pnqn+1 � 12n�1 . On pose �n = xpn=qn � 1. On a don
 j�nj � 12n�1 � 12 (
ar n � 2) et on 
her
he�a majorer j ln(1 + �n)j. On peut alors v�eri�er que j�j � 12 =) j ln(1 + �)j � 2j�j. Le lemmed�e
oule de 
ette derni�ere 
onstatation. 2Lemme 1.7 Soit x 2 
, x = [0; a1; :::; an; :::℄.8n � 1; 1qn(x) = nYk=1[0; ak(x); :::; an(x)℄Preuve : On a (en utilisant le fait que qn (T (x)) = pn+1(x) et q0 (T n(x)) = 1) :1qn(x) = nYk=1 qn�k(T k(x))qn�k+1(T k�1(x))= nYk=1 pn�k+1(T k�1(x))qn�k+1(T k�1(x))= nYk=1[0; a1(T k�1(x)); :::; an�k+1(T k�1(x))℄= nYk=1[0; ak(x); :::; an(x)℄ 2Nous pouvons maintenant d�emontrer le th�eor�eme fondamental suivant 
onnu sous le nom duth�eor�eme de L�evy.Th�eor�eme 1.8 Pour presque tout x 2 
, x = [0; a1; :::; an; :::℄, on a :limn!1 ln(qn(x))n = �212 ln 216



Preuve : Appliquons tout d'abord le lemme 1.6 �a T k�1(x) et �a (n� k + 1). On obtient :���ln �T k�1(x)�� ln �pn�k+1(T k�1(x))qn�k+1(T k�1(x))���� � 12n�k�1 
e qui s'�e
rit aussi :ln �T k�1(x)�� ln ([0; ak(x); :::; an(x)℄) = �k2n�k�1 ave
 j�kj � 1.En utilisant maintenant le lemme 1.7, on a :ln � 1qn(x)� = Pnk=1 ln �T k�1(x)��Pnk=1 �k2n�k�1En sommant la s�erie g�eom�etrique, on obtient : 1n ln(qn(x)) = � 1n Pn�1k=0 ln �T k(x)� + �n ave
j�j � 4. On applique maintenant le th�eor�eme ergodique �a la fon
tion f = ln et on obtient :� 1n 1Xk=0 ln �T k(x)� = � 1ln 2 Z 10 lnx1 + x dxLe lemme suivant permet don
 de 
on
lure. 2Lemme 1.8 � 1ln 2 Z 10 lnx1 + x dx = �212 ln 2Preuve : Par int�egration par partie, on trouve : � 1ln 2 R 10 lnx1+x dx = 1ln 2 R 10 ln(1+x)x dx. Puis,formellement, on a :Z 10 ln(1 + x)x dx = Z 10 1Xk=0(�1)k xkk + 1 dx= 1Xk=0(�1)k Z 10 xkk + 1 dx= 1Xk=0 (�1)k(k + 1)2= 1Xk=0 1(2k + 1)2 � 14 1Xk=0 1(k + 1)2= �212la derni�ere �egalit�e reposant sur le fait que P1k=1 1k2 = �26 (utiliser par exemple l'identit�e deParseval appliqu�ee au d�eveloppement en s�erie de Fourier de la fon
tion qui vaut l'identit�esur ℄� �; �℄ et est 2�-p�eriodique).Dans la s�erie d'�egalit�e 
i-dessus, il nous reste �a justi�er l'interversion de la somme et del'int�egrale. Elle est justi�er par la 
onvergen
e uniforme pour x 2 [0; 1℄ de la s�erie de fon
tionP1k=0(�1)k xkk+1 . Pour prouver 
ette 
onverge uniforme, on utilise par exemple la transforma-tion d'Abel pour d�emontrer le 
rit�ere de Cau
hy uniforme ou le th�eor�eme de 
onvergen
eradial des s�eries enti�eres. 2Corollaire 1.9 Pour presque tout x 2 
, x = [0; a1; :::; an; :::℄, on a :limn!1 1n ln �����x� pnqn ����� = � �26 ln 2Preuve : Il suÆt d'appliquer le th�eor�eme 1.8 en prenant le logarithme des in�egalit�es :8n 2 N ; 1qn(qn+qn+1) < ���x� pnqn ��� < 1qnqn+1 (
f. th�eor�eme 1.1). 217



1.3 Des
riptions g�eom�etriques de l'algorithme des fra
tions 
on-tinuesL'algorithme 
lassique des fra
tions 
ontinues a de nombreuses interpr�etations g�eom�etriques,souvent tr�es fru
tueuses pour 
onstruire des g�en�eralisations et de nouveaux algorithmes.Nous pr�esentons tout d'abord l'algorithme de Poin
ar�e, et l'algorithme de Farey. Ensuite,nous montrons 
omment le 
ot g�eod�esique sur la surfa
e modulaire (domaine fondamental del'a
tion du groupe modulaire SL(2;Z) sur le plan hyperbolique) peut être 
od�e en utilisant lesfra
tions 
ontinues : pour 
ela, on identi�e le quotient �a gau
he SL(2;Z)nSL(2;R) �a l'espa
edes r�eseaux de R 2 et on 
onstruit une base sur 
ette espa
e. Ce point de vue g�eom�etrique nousdonne simplement une nouvelle extension naturelle (
f. la d�e�nition 1.2) de l'appli
ation Td�e�nie dans la se
tion 1.2. Cela nous permet de retrouver la mesure de Gauss et d'interpr�eterg�eom�etriquement la 
onstante de L�evy.Algorithme de Poin
ar�e

O

J0=J1 K0=I1

K1

I0

J0

O I0=I1

K1
K0=J1

pente > 1 pente < 1Fig. 4 { Algorithme de Poin
ar�eD�e
rivons tout d'abord l'algorithme de Poin
ar�e (
f. �gure 4). Soit D une droite passant parl'origine O et de pente irrationnelle positive �, dans la plan R 2 muni d'un rep�ere orthonorm�e.On 
onsid�ere le 
arr�e (O; I0; K0; J0) o�u O est l'origine du rep�ere, I0 le point de 
oordonn�ees(1; 0), J0 le point de 
oordonn�ees (0; 1) et K0 le point de 
oordonn�ees (1; 1). D sort du 
arr�e,ou bien par le 
ôt�e [J0K0℄ (� > 1), ou bien par le 
ôt�e [I0K0℄ (� < 1). Dans le premier 
as,on pose I1 = K0, J1 = J0 et K1 tel que (O; I1; K1; J1) soit un parall�elogramme. Dans lese
ond 
as, on pose I1 = I0, J1 = K0 et K1 tel que (O; I1; K1; J1) soit un parall�elogramme.On it�ere ensuite l'algorithme en regardant �a 
haque �etape par quel 
ôt�e du parall�elogrammesort la droite D : l'algorithme s'it�ere ind�e�niment 
ar la droite ne passe par au
un sommetde parall�elogramme (la pente �etant irrationnelle). Pour tout n, la droite D est dans le 
ôned�e�ni par les deux droites (0; In), (O; Jn).Cet algorithme admet de nombreuses g�en�eralisations en dimension 3.Pour 
omprendre en quoi l'algorithme de Poin
ar�e est reli�e aux fra
tions 
ontinues, on peut
onsid�erer l'op�eration inverse o�u on �xe la base et qui 
onsiste �a 
haque �etape �a prendrel'image de la droite D. Soit M = " 1 01 1 # et N = " 1 10 1 #. Dans le 
as o�u � > 1, on18



appliqueM�1, (E(�))-fois et la pente de la droite devient �1 = ��E(�) < 1. Dans le 
as o�u� < 1, on applique N�1, �E � 1���-fois et la pente de la droite devient �1 = 11=��E(1=�) > 1.Le rapport ave
 l'algorithme des fra
tions 
ontinues est assez �evident.Proposition 1.9 Soit � 2 R nQ et [a0; a1; :::; an; :::℄ son d�eveloppement en fra
tion 
ontinue.Alors, l'algorithme de Poin
ar�e revient �a �e
rire : 1� ! = Ma0Na1 :::Ma2k  1�2k+1 ! 1� ! = Ma0Na1 :::Ma2kNa2k+1  1�2k+2 !De plus, on a :�2k+1 = 1x2k+1 = T 2k(�� a0) et �2k = x2k = 1T 2k�1(��a0) , si on note xk = [ak; :::℄.Preuve : La preuve se fait par r�e
urren
e, en �e
rivant les fomules que l'on a donn�ees avantla proposition. 2Proposition 1.10 Soit � 2 R n Q et [a0; a1; :::; an; :::℄ son d�eveloppement en fra
tion 
onti-nue.Alors, 8k � 0,Ma0Na1 :::Ma2k = " q2k q2k�1p2k p2k�1 # et Ma0Na1 :::Ma2kNa2k+1 = " q2k q2k+1p2k p2k+1 #Preuve : La preuve se fait par r�e
urren
e. 2Remarque : Si, dans l'algorithme de Poin
ar�e, on ne regroupe pas les puissan
es de Met de N , on obtient un algorithme additif des fra
tions 
ontinues d�e�ni i
i par l'it�erationde l'appli
ation F 8><>: R+ �! R+x 7�! ( x� 1 si x � 1x1�x si x < 1 . D'apr�es 
e qui pr�e
�ede, on sait que8� > 0; 8k > 0; 9n;m; T 2k(�) = F n(�) et T 2k+1(�) = 1Fm(�) .D�e�nition 1.6 Soit � 2 R n Q , [a0; a1; :::; an; :::℄ son d�eveloppement en fra
tion 
ontinue etpnqn ses 
onvergents (ou 
onvergents primaires).Les 
onvergents se
ondaires de � sont les pn;iqn;i ave
 1 � i � an � 1 d�e�nis par :( pn;i = ipn�1 + pn�2qn;i = iqn�1 + qn�2Remarque : On a : 8n > 0; 80 � i � an � 1; (pn;i; qn;i) = 1 (
ar pn+1;iqn � pnqn+1;i =pn�1qn � pnqn�1 = (�1)n).Corollaire 1.10 Soit � 2 R nQ et In, Jn, Kn les suites de points 
onstruits par l'algorithmede Poin
ar�e.Les rapports (ordonn�ee / abs
isse) des sommets In et Jn sont des 
onvergents primaires ouse
ondaires de �. 19



u0

u1

1v

v0

D

Fig. 5 { Variante de l'algorithme de Poin
ar�ePreuve : Il suÆt de remarquer que les 
oeÆ
ients de la suite de matri
e Ma0Na1 :::Ma2kdonnent exa
tement les 
oordonn�ees des In et des Jn. On observe ainsi que l'on obtient des
onvergents primaires aux moments o�u on passe de M �a N ou de N �a M . 2Remarque : Pour obtenir seulement les 
onvergents primaires, il faut modi�er l�eg�erementl'algorithme de Poin
ar�e. Soit D une droite de pente irrationnelle passant par l'origine.Partant des ve
teurs �!u0 = ��!OI0 et �!v0 = ��!OJ0, on d�e�nit �!u1 
omme la somme de �!u0 et deautant de �!v0 que l'on peut ajouter, juste avant de 
ouper la droite (
f. la �gure 5). De même,�!v1 est d�e�ni 
omme la somme de �!v0 et de autant de �!u1 que l'on peut ajouter, juste avantde 
ouper la droite. Cet algorithme g�eom�etrique 
orrespond alg�ebriquement �a regrouper lespuissan
es des matri
es M et N . Les rapports (ordonn�ee / abs
isse) des ve
teurs �!uk et �!vkdonnent les 
onvergents primaires de la pente de la droite D.Remarque : On peut �egalement donner une vision g�eom�etrique pour obtenir les 
onvergentsprimaires �a partir de l'ensemble des 
onvergents In et Jn donn�es par l'algorithme de Poin
ar�e.Si on imagine que la droite D est un �l tendu a

ro
h�e �a l'in�ni, que les points In et Jn sontdes 
lous sur une plan
he symbolisant R 2, et qu'une main pla
�ee �a l'origine d�epla
e le �l,alors, les 
lous que tou
hent le �l tendu 
orrespondent exa
tement aux 
onvergents primaires.Ainsi, sur le �gure 5, quand le �l est d�epla
�e vers la droite, il va tou
her les extr�emit�es desve
teurs �!uk et quand le �l est d�epla
�e vers la gau
he, il va tou
her les extr�emit�es des ve
teurs�!vk . Ce dispositif imaginaire est appell�e la plan
he �a 
lou de Klein.D'un point de vue alg�ebrique, le mono��de engendr�e par M et N est SL(2; N ). En e�et, pourune matri
e " a b
 d # dans SL(2; N ), on a la propri�et�e suivante : a � b =) 
 � d. En multi-pliant plusieurs fois �a droite parM�1 ou N�1 suivant que a � b ou que b � a, on obtient unematri
e de SL(2; N ) ave
 a = 0 (
e qui est impossible) ou b = 0 (
e qui 
onduit �a a = d = 1et on retrouve une puissan
e de M).D'autre part, 
e mono��de est un mono��de libre. Ce
i se d�emontre �a partir des propri�et�essuivantes : pour A = " a b
 d # 2 SL(2; N ), (9B 2 SL(2; N ); A = BM) () a � b et(9B 2 SL(2; N ); A = BN) () b � a. 20



Une des raisons pour lesquelles il est diÆ
ile de trouver une bonne g�en�eralisation de l'al-gorithme de Poin
ar�e en dimension 3 est que la stru
ture du mono��de SL(3; N ) est mal
onnu.L'algorithme de Poin
ar�e est une interpr�etation g�eom�etrique de l'algorithme des fra
tions
ontinues qui permet de tr�es bien 
omprendre le billard 
arr�e. On peut fa
ilement 
oder latraje
toire de la droite D passant par O en fon
tion du d�eveloppement de sa pente �.Algorithme de FareyPour 
onstruire la suite de parall�elogrammes dans l'algorithme de Poin
ar�e, on divise endeux, �a 
haque �etape, le 
ône form�e par les deux droites (OIn) et (OJn) en 
onstruisantle point Kn = In + Jn. Si la droite est dans le 
ône (OIn), (OKn), on pose Jn+1 = Kn etIn+1 = In. Si la droite est dans le 
ône (OJn), (OKn), on pose In+1 = Kn et Jn+1 = Jn.Cette interpr�etation permet d'introduire l'algorithme de Farey (
f. [NZM℄).Supposons que � < 1. Le premier 
ône 
onsid�er�e est 01 < � < 11 . On 
onsid�ere ensuite ladire
tion 12 = 0+11+1 , et
... On peut repr�esenter les diverses dire
tions dis
riminantes dans unetable (
f. la table 1). ligne 1 01 11ligne 2 01 12 11ligne 3 01 13 12 23 11ligne 4 01 14 13 12 23 34 11ligne 5 01 15 14 13 25 12 35 23 34 45 11Tab. 1 { Table de FareyLa (n+ 1)i�eme ligne est 
onstruite en re
opiant la ni�eme ligne et en ins�erant entre ab et 
d lafra
tion a+b
+d �a 
ondition que 
+d � n+1. On d�emontre fa
ilement par r�e
urren
e que toutes
es fra
tions sont irr�edu
tibles (deux fra
tions 
ons�e
utives ab et 
d v�eri�ent 
b�ad = 1) et quesur la ni�eme ligne, on a, rang�ees par ordre 
roissant, toutes les fra
tions irr�edu
tibles dont led�enominateur est plus petit que n (
e
i se d�emontre en utilisant la propri�et�e suivante : poura; b � 0 et 
; d > 0, ab < 
d =) ab < a+
b+d < 
d). Ce
i montre que les 
onvergents se
ondairessont aussi des fra
tions irr�edu
tibles.Remarque : Ce qui pr�e
�ede montre qu'apr�es n it�erations de l'algorithme de Poin
ar�e, si onnote rn (resp. sn) le rapport (abs
isse/ordonn�ee) du point In (resp. Jn), on est 
ertain que lesr�eels ���x� pq ��� ave
 (p; q) = 1 et 0 < q � n sont plus grands ou �egaux que jx� rnj et jx� snj.Re
tangles et empilementsNous allons maintenant donner une autre interpr�etation g�eom�etrique de l'algorithmedes fra
tions 
ontinues, qui va nous permettre de 
onstruire une extension naturelle del'appli
ation T et de retrouver la mesure invariante de Gauss.21



a a

a’=b-E(b/a)a

f(a,b)=(a’,b’)

ba b’=aFig. 6 { Algorithme sur deux intervallesOn 
onsid�ere deux intervalles de tailles di��erentes, le plus petit de longueur a et le plus grandde longueur b (
f. la �gure 6). Soit f l'appli
ation qui enl�eve au plus grand des intervallesle plus petit, autant de fois que 
'est possible. On a f(a; b) = �b� E � ba� a; a� (les deux
oordonn�ees s'inversent 
ar b� E � ba� a < a). Si on normalise le plus grand des intervalles �a1, l'appli
ation f s'�e
rit f(a; 1) = (n 1ao ; 1) = (T (a); 1). On retrouve don
 l'appli
ation T del'algorithme des fra
tions 
ontinues d�e�nie dans la se
tion pr�e
�edente par T (x) = n 1xo.Nous pouvons l�a en
ore d�e�nir un algorithme additif en n'enlevant qu'un seul intervalle �a
haque �etape. On pose alors ~f(a; b) = ( (b� a; a) si (b� a) > a(a; b� a) si (b� a) � a . En normalisant le plusgrand des intervalles �a 1, l'appli
ation ~f s'�e
rit ~f(a; 1) = ( (1�aa ; 1) si (1� a) > a( a1�a ; 1) si (1� a) � a 
e quinous permet d'introduire la fon
tion G( [0; 1[ �! [0; 1[x 7�! max �1�xx ; x1�x� .

2
1O 1

1

x

G(x)

Fig. 7 { Repr�esentation de GDe 
e qui pr�e
�ede, on d�eduit que 8x 2 [0; 1[; 8k > 0; 9n; T k(x) = Gn(x) (
f. la �gure 7).On peut même i
i pr�e
iser, pour k = 1 : T (x) = Gn(x) o�u n est le plus petit entier tel que(Gn)0(x) < 0. L'appli
ation G admet 
omme mesure invariante dxx qui est in�nie : 
e
i est li�eau fait que l'algorithme additif 
onverge moins vite que l'algorithme multipli
atif.Revenons maintenant �a l'algorithme multipli
atif et �a l'appli
ation T . Nous allons 
onstruireg�eom�etriquement une extension naturelle �a T . Si T n'est pas inje
tive, 
'est par
e qu'on\oublie" �a 
haque �etape E � 1x� (
'est-�a-dire le nombre de fois qu'on enl�eve a �a b). Pour22



a a

c
d

a b

f(a,b,c,d)=(a’,b’,c’,d’)

a’=b-E(b/a)ab’=a

c

c d’=c

c’=d+E(b/a)c

Fig. 8 { Algorithme sur deux re
tanglesgarder la m�emoire de 
ette valeur, on 
onstruit des re
tangles de base les intervalles a etb : a � d et b � 
 (
f. la �gure 8). On impose a < b, d < 
 et ad + b
 = 1 (la sommedes aires vaut 1). A 
haque �etape, on enl�eve a �a b autant de fois que l'on peut, et on
onserve l'aire totale en empilant le mor
eau �E � ba� a� � 
 sur a � �E � ba� 
� (
f. la �-gure 8). L'appli
ation f s'�e
rit : f(a; b; 
; d) = �b� E � ba� a; a; d+ E � ba� 
; 
� (on a biend+E � ba� 
 > 
 : le grand re
tangle est devenu le petit). Si on normalise b = 1 en divisant aet b par b et en multipliant 
 et d par b, (et 
ompte tenu du fait que ad+ b
 = 1) on obtientf(a; 1; 1� ad; d) = (T (a); 1; 1� T (a)a(1� ad); a(1� ad)), 
e qui nous permet de d�e�nir, enne retenant que les 
ôt�es du petit re
tangle 
omme variables :~T ( 
 �! 
(a; d) 7�! (T (a); a(1� ad)) ave
 
 = n(a; d); 0 � a < 1 et 0 � d < 11+ao : (ontrouve la 
ondition sur d en �e
rivant d < 
 et 
 = 1 � ad). L'appli
ation f est bije
tive(on v�eri�e que f�1(a0; b0; 
0; d0) = �b0; a0 + E � 
0d0� b0; d0; 
0 � E � 
0d0� d0�), don
 ~T �egalement. Deplus, la matri
e ja
obienne de ~T vaut " � 1a2 01� 2ad �a2 # de d�eterminant 1. ~T pr�eserve don
la mesure de Lebesgue �. On a don
 :Proposition 1.11 Le syst�eme (
; ~T ; �) (o�u � d�esigne la mesure de Lebesgue) est une ex-tension naturelle de ([0; 1[; T; �).Ce
i nous pemet de retrouver, de mani�ere g�eom�etrique la mesure de Gauss � invariante parT . Il suÆt d'int�egrer la mesure de Lebesgue suivant les bandes verti
ales dans 
 pour obtenirla densit�e : R 1=(1+x)0 dy = 11+x .Remarque : On v�eri�e que l'appli
ation g : (x; y) 7! �x; y1�xy� envoie 
 sur le
arr�e [0; 1[�[0; 1[ et 
onjugue ~T �a T d�e�nie dans la se
tion pr�e
�edente par T (x; y) =�T (x); 1y+E( 1x)�.
23



Codage du 
ot g�eod�esique sur la surfa
e modulaireNous allons maintenant expliquer 
omment l'algorithme des fra
tions 
ontinues permetde 
oder le 
ot g�eod�esique sur la surfa
e modulaire. Nous allons pour 
ela utiliser latransformation d'empilement des re
tangles f . On se r�ef�ere i
i �a [Ar℄.Il faut tout d'abord expliquer pourquoi, du point de vue alg�ebrique, le 
ot g�eod�esique surla surfa
e modulaire est l'a
tion �a droite, sur l'espa
e des r�eseaux SL(2;Z)nSL(2;R), desmatri
es de la forme gt = " et=2 00 e�t=2 #.Comme nous l'avons d�ej�a remarqu�e lors de la d�emonstration du lemme 1.2, l'espa
e desg�eod�esiques s'identi�e naturellement �a l'espa
e unitaire tangent U du demi-plan de Poin
ar�eH , quotient�e par le 
ot g�eod�esique. D'autre part, PSL(2;R) = SL(2;R )=f+Id;�Idg(quotient de SL(2;R) par son 
entre) agit simplement transitivement (
'est-�a-dire librementet transitivement) sur U par : �etant donn�e " a b
 d # 2 PSL(2;R), on pose �(z) = az+b
z+d et ond�e�nit l'a
tion de " a b
 d # sur (z;�!u ) 2 U par " a b
 d # :(z;�!u ) = (�(z); � 0(z):�!u ) En �xantun �el�ement de U (par exemple (i;�!u ) o�u �!u est le ve
teur unitaire verti
al de 
oordonn�ees(0; 1)), on peut don
 identi�er U �a PSL(2;R). Par ailleurs, on sait que 
(t) = eti = gt:i estune g�eod�esique (
'est une droite verti
ale). On 
hoisit l'�e
riture eti 
ar ainsi, la g�eod�esiqueest param�etr�ee par sa longueur. Comme l'a
tion de PSL(2;R) sur U est simplementtransitive, on obtient le 
ot g�eod�esique en faisant agir 
e groupe sur 
. On voit don
 que le
ot g�eod�esique sur H se repr�esente matri
iellement par l'a
tion �a droite, sur PSL(2;R), dugroupe fgt; t 2 Rg.La surfa
e modulaire est le quotient �a gau
he de H par l'a
tion de PSL(2;Z). C'est unevari�et�e de dimension 2. Comme PSL(2;Z) est engendr�e par les deux matri
es " 1 10 1 #(z 7! z+1) et " 0 1�1 0 # (z 7! �1z ), on montre qu'un domaine fondamental de 
ette a
tion est(au bord pr�es) l'interse
tion des deux domaines fondamentaux (
f. la �gure 9) : �12 � z � 12(domaine fondamental pour z 7! z + 1) et jzj � 1 (domaine fondamental pour z 7! �1z ).Ce domaine fondamental est une repr�esentation de la surfa
e modulaire. Et le �br�e unitairetangent �a 
ette surfa
e s'identi�e au quotient PSL(2;Z)nPSL(2;R) = SL(2;Z)nSL(2;R ).Nous 
onstruisons maintenant un syst�eme de 
oordonn�ees sur l'espa
e des r�eseauxSL(2;Z)nSL(2;R). Tout d'abord, 
et espa
e est bien l'espa
e des r�eseaux de R 2 
ar, sion asso
ie �a une matri
e de SL(2;R) = " a 
�b d # le r�eseau engendr�e par les deux ve
teurse1 = (a; 
) et e2 = (�b; d), tout 
hangement de base dans 
e r�eseau se traduit par la multi-pli
ation �a gau
he par une matri
e de SL(2;Z). On peut montrer, de mani�ere g�eom�etrique,qu'il existe un domaine fondamental pour l'a
tion �a gau
he de SL(2;Z) sur SL(2;R ) form�ede l'union des trois ensembles :
0 = n(a; b; 
; d) 2 R 4; ad+ b
 = 1; 0 < b < 1 � a; 0 � 
 < do
1 = n(a; b; 
; d) 2 R 4; ad+ b
 = 1; 0 < a < 1 � b; 0 � d < 
o
2 = n(a; b; 0; d) 2 R 4; ad = 1; 0 < b < a < 1o24
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Fig. 9 { Domaine fondamental pour l'a
tion de PSL(2;Z)Donnons quelques d�etails (
f. les �gures 10 et 11). On 
onsid�ere un r�eseau dans R 2 et unpoint x de 
e r�eseau. On tra
e la droite verti
ale issue de x : elle ren
ontre au moins unsegment horizontal de longueur 2 du type ℄y� 1; y+ 1[ (o�u y est un point du r�eseau). Soit ytel que ℄y� 1; y+ 1[ est le premier segment horizontal ren
ontr�e. On 
hoisit ensuite le pointz le plus pro
he de la droite verti
ale, dont l'ordonn�ee est 
omprise entre 
elles de x et y, ettel que z et y soient de part et d'autre de 
ette droite . On prend alors pour base du r�eseaules ve
teurs (y � x; z � x) si y est �a droite de x et (z � x; y � x) si y est �a gau
he de x (onveut simplement que la base soit dire
te). Dans le premier 
as, on a (a; b; 
; d) 2 
1. Dans lese
ond 
as, on a (a; b; 
; d) 2 
0. Il y a des 
as (que l'on ne d�etaille pas) o�u la 
onstru
tiontombe en d�efaut : on introduit alors 
2 (
ela 
orrespond au 
as o�u le r�eseau 
ontient un ve
-teur horizontal petit ; le petit re
tangle est alors de hauteur nulle et on ne peut plus assurerque la largeur du plus grand re
tangle soit sup�erieure �a 1). Si on 
onsid�ere les re
tanglesa � d et b � 
, on voit que l'on s'est ramen�e �a l'�etude pr�e
�edente : 
0 
orrespond au 
aso�u 
'est le re
tangle de droite le plus petit et 
1 
orrespond au 
as o�u 
'est le re
tangle degau
he le plus petit.Consid�erons maintenant le 
ot g�eod�esique dans 
ette base. On a gt(a; b; 
; d) =(et=2a; et=2b; e�t=2
; e�t=2d). On note �0 le bord rentrant (pour le 
ot) de 
0 (
'est-�a-direle bord de 
0 o�u a = 1) et �1 le bord rentrant de 
1 (
'est-�a-dire le bord de 
1 o�u b = 1).On s'int�eresse �a l'appli
ation de premier retour sur la surfa
e � = �0[�1. Partant d'un point(a; 1; 
; d) de �1, on voit que l'on sort de 
1 au moment o�u a = 1 (le 
ot est sortant sur a = 1).On a alors g�2 ln a(a; 1; 
; d) = (1; 1=a; 
a; da). Mais on passe alors dans 
0 en appliquant, �agau
he, la matri
e de SL(2;Z) " 1 0E(1=a) 1 #. On obtient alors (1; f1=ag; a
; a(
E(1=a)+d)),situ�e sur �0. De même, si on part d'un point (1; b; 
; d) situ�e sur �0, on sort de 
0 au pointg�2 ln b = (1=b; 1; 
b; db). On passe alors dans 
1 en appliquant la matri
e " 1 E(1=b)0 1 #. Onobtient alors le point de �1 : (f1=bg; 1; b(
 + dE(1=b)); db). L'appli
ation de premier retoursur la surfa
e � est don
 un revêtement d'ordre deux de l'appli
ation f pr�e
�edemment d�e�nie(
ar on ne respe
te plus la 
onvention a < b : on a don
 soit a < b, soit b < a).25
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Proposition 1.12 On identi�e la surfa
e � = �0 [ �1 �a 
 � f�1; 1g en prenant (b; 
)
omme variables sur �0 et (a; d) 
omme variables sur �1.L'appli
ation de premier retour est alors un revêtement d'ordre 2 de l'appli
ation ~Tpr�e
�edemment d�e�nie. Elle s'�e
rit :( 
� f�1; 1g �! 
� f�1; 1g(x; y; �) �! �n 1xo ; x� x2y;���De mani�ere assez surprenante, 
ette 
onstru
tion va nous permetter de retrouver le th�eor�emede L�evy en interpr�etant le terme ln(qn)n (�a un terme n�egligeable devant n pr�es) 
omme la moiti�ede la moyenne des n premiers temps de retours sur la surfa
e � = �0 [ �1, de l'orbite dupoint (1; x; 0; 1) (qui est un point de �0 
ar on prend x < 1).Il faut tout d'abord 
al
uler les points d'interse
tion de 
ette orbite ave
 �. (1; x; 0; 1)s'envoie sur (T (x); 1; xE(1=x); x) 2 �1 (en un temps �2 lnx) qui s'envoie lui-même sur (1; T 2(x); xT (x)E(1=x); xT (x) (E(1=x)E(1=T (x)) + 1)) 2 �0 (en un tempssuppl�ementaire de �2 lnT (x)). Le premier point d'interse
tion ave
 �1 est don
(T (x); 1; xa1; x) = (T (x); 1; xq1; xq0) et le premier point d'interse
tion ave
 �0 est(1; T 2(x); xT (x)a1; xT (x) (a1a2 + 1)) = (1; T 2(x); xT (x)q1; xT (x)q2) (o�u les an sont les quo-tients partiels du d�eveloppement de x). On d�emontre alors par r�e
urren
e que le ki�emepoint d'interse
tion ave
 �1 est �T 2k�1(x); 1; xT (x):::T 2k�2(x)q2k�1; xT (x):::T 2k�2(x)q2k�2�et ave
 �0 est �1; T 2k(x); xT (x):::T 2k�1(x)q2k�1; xT (x):::T 2k�1(x)q2k�. D'autre part, si onnote �1; :::; �n les temps d'interse
tion ave
 la surfa
e �, on a : �1 = �2 ln(x), �2 =�2 ln (xT (x)), et par r�e
urren
e, �n = �2 ln (xT (x):::T n�1(x)). On peut don
 �e
rire :Lemme 1.9 Le ki�eme point d'interse
tion ave
 �1 est�T 2k�1(x); 1; e��2k�1=2q2k�1; e��2k�1=2q2k�2�. Le ki�eme point d'interse
tion ave
 �0 est�1; T 2k(x); e��2k=2q2k�1; e��2k=2q2k�.On peut maintenant �enon
er le lemme suivant fondamental (valable pour tout x).Lemme 1.10 limn!1 ln qnn � �n2n = 0Preuve : Il est fa
ile de montrer que (a; 1; 
; d) 2 �1 =) 12 � 
 < 1 et (1; b; 
; d) 2 �0 =) 12 �d < 1. En appliquant 
e r�esultat aux points d'interse
tions ave
 la surfa
e �, on obtient que12 � e�n=2qn � 1 (pour les n pairs, utiliser l'interse
tion ave
 �0 et pour les n impairs, utiliserl'interse
tion ave
 �1). Ce
i d�emontre le lemme, en prenant le logarithme des in�egalit�es. 2Remarque : Ce lemme est en fait vrai pour tout point de la forme (1; x; a; b), don
 pour toutpoint de la surfa
e �0, 
ar le temps de retour ne d�epend que des deux premi�eres 
oordonn�ees.On a vu que �n = �2 ln (xT (x):::T n�1(x)). Si on appelle �(x) = �1 ((1; x; 0; 1)) = �2 ln(x) letemps de premier retour du point (1; x; 0; 1), on a don
 :�nn = 1n n�1Xk=0 � �T k(x)� = Sn(�; T )(x)27



Si on suppose que l'on 
onnâ�t la mesure de Gauss, et que l'on sait qu'elle est ergodique pourT , on obtient don
 limn!1 �nn = R 10 1ln 2 �2 lnx1+x dx = �26 ln 2 (
f. le lemme 1.8). Et on en d�eduit leth�eor�eme de L�evy (
f. le th�eor�eme 1.8) : pour presque tout x,limn!1 ln qnn = �212 ln 2On peut aussi retrouver 
e r�esultat de mani�ere purement g�eom�etrique, en utilisant la re-marque 
i-dessus. Le 
ot g�eod�esique sur la surfa
e modulaire est ergodique pour la mesurehyperbolique (
f. [BKS℄ le 
ot g�eod�esique sur toute surfa
e hyperbolique d'aire �nie estergodique). On en d�eduit que le syst�eme dynamique d�e�ni par l'appli
ation de premier re-tour sur la se
tion de Poin
ar�e �, et la mesure induite sur � est ergodique (
f. [Man℄). Lamoyenne du temps de premier retour sur la surfa
e � est don
 �egale au quotient, par l'airede 
ette surfa
e, de l'int�egrale du temps de retour sur 
ette surfa
e, qui est en fait le volumede l'espa
e tout entier 
0 [ 
1. Cette espa
e est aussi le �br�e unitaire tangent �a la surfa
emodulaire qui est don
 de volume le produit de l'aire de la surfa
e (�=3 par la formule deGauss pour un triangle hyperbolique) par la longueur de la �bre (qui est � 
ar la �bre estPSO(2;R)). Le volume total est don
 �2=3. Par ailleurs, l'aire de � se 
al
ule en prenant lamesure transverse, qui est invariante par l'appli
ation de premier retour sur � : on montreque 
'est la mesure de Lebesgue et un 
al
ul montre que 
ette aire vaut 2 ln 2. Ce
i permetdon
 de retrouver g�eom�etriquement limn!1 �nn = �26 ln 2 .1.4 L'algorithme des fra
tions 
ontinues au plus pro
he entierEn reprenant l'algorithme des fra
tions 
ontinues 
lassiques d�e
rit page 5, on peut penser�a une mani�ere simple de l'am�eliorer pour faire en sorte que les approximations su

essivespar des rationnelles soient meilleures. Au lieu, �a 
haque �etape, de prendre la partie enti�erede xn, on peut prendre le plus pro
he entier de xn. On d�e�nit alors un nouvel algorithme.Il faut pr�e
iser s'il 
onverge mieux, et en quel sens. On va, dans 
ette partie, reprendre lesdeux premi�eres parties de la se
tion 1 (arithm�etique et dynamique) et les �etendre, en partie,au nouvel algorithme 
r�e�e. Dans toute la suite, on ne 
her
hera plus �a faire le d�eveloppementd'un rationnel : l'int�erêt de 
e nouvel algorithme est en e�et d'appro
her plus rapidementdes irrationnels.D�e�nition 1.7 Soit x 2 R . On d�e�nit le plus pro
he entier de x par E �x + 12�, not�e ~E(x).~E(x) est l'unique entier v�eri�ant : �12 � x� ~E(x) < 12 .Algorithme des fra
tions 
ontinues au plus pro
he entierSoit x 2 R n Q et x0 = x. On pose a0 = ~E(x0) et x1 = 1x0�a0 . Puis on d�e�nit par r�e
urren
ean = ~E(xn) et xn+1 = 1xn�an . Il est 
lair que 8n > 0; x = [a0; a1; :::; an; xn+1℄. De plus,l'algorithme ne s'arrête pas 
ar 8n > 0; xn 2 R n Q .La grande di��eren
e ave
 l'algorithme 
lassique des fra
tions 
ontinues est que les an ne sontplus positifs. I
i, a0 2 Z et 8n > 0; janj � 2 puisque 8n > 0; jxnj � 2. On peut mêmepr�e
iser 
ette derni�ere 
ondition. En e�et, si an = 2, alors 
'est que 2 � xn < 2 + 12 . Maisalors, 1xn�2 > 2 et don
 an+1 � 2. On a don
 an = 2 =) an+1 � 2. On montre de même que28



an = �2 =) an+1 � �2. Nous allons montrer que 
es 
onditions sont les seules �a imposer �ala suite (an). On d�e�nit ainsi l'ensemble des suites admissibles par :A = ((an)n�0 2 ZN ; 8n > 0; janj � 2 et ����� an = 2 =) an+1 � 2an = �2 =) an+1 � �2 )Dans la suite, on 
onserve les notations [a0; ::; an℄ = pnqn .Nous allons tout d'abord montrer la 
onvergen
e de l'algorithme.Il faut remarquer que les d�emonstrations de la proposition 1.1 et de son 
orollaire 1.2 nefaisaient pas intervenir le signe des an. En parti
ulier, on a toujours (pn; qn) = 1 et qnx�pn =(�1)nxn+1qn+qn�1 .Proposition 1.13 8n 2 n; jqnj > jqn�1j. Et don
, 8n 2 n; jqnj > n.Preuve : On d�emontre 
e r�esultat par r�e
urren
e, en remarquant tout d'abord que q0 > q�1.D'autre part, 
omme qn+1 = an+1qn + qn�1, on obtient :jqn+1j � jan+1jjqnj � jqn�1j� 2jqnj � jqn�1j� jqnj+ (jqnj � qn�1j)> jqnjCe
i d�emontre la premi�ere partie de la proposition.La suite en d�e
oule par r�e
urren
e en se souvenant que les qn sont des entiers. 2Cette proposition permet d'�etablir le th�eor�eme.Th�eor�eme 1.9 L'algorithme de fra
tion 
ontinue au plus pro
he entier 
onverge, 
'est-�a-dire que pour x 2 R n Q , et pour la suite (an) donn�ee par l'algorithme, on a :limn!1[a0; a1; :::; an℄ = xPreuve : Il suÆt de montrer que la s�erie de terme g�en�eral pn+1qn+1 � pnqn est 
onvergente. Or,d'apr�es le 
orollaire 1.2, on a : 8n 2 N ; pn+1qn+1 � pnqn = (�1)nqnqn+1 . On a don
, d'apr�es la propositionpr�e
�edente, ���pn+1qn+1 � pnqn ��� < 1n2 et la s�erie est par 
ons�equent absolument 
onvergente. 2Nous allons maintenant d�emontrer une r�e
iproque au th�eor�eme 1.9. Le probl�eme est deprouver que les 
onditions impos�ees �a (an) 2 A sont suÆsantes pour assurer d'une partla 
onvergen
e de la fra
tion 
ontinue et d'autre part, l'uni
it�e de la d�e
omposition. Pourse faire, on va pro
�eder �a une transformation de l'�e
riture de la fra
tion 
ontinue pourfa
iliter les 
al
uls (on utilise i
i la notation g�en�erale donn�ee en d�ebut de se
tion, page 3 :[a0; �1na1; �2na2; :::℄ = a0 + �1a1+ �2a2+::: ).Lemme 1.11 Soit x 2 R n Q et (an) les quotients partiels asso
i�es �a la d�e
omposition enfra
tion 
ontinue au plus pro
he entier de x.On pose : �1 = sign(a1) 8i > 1; �i = sign(ai)sign(ai�1)b0 = a0 8i > 0; bi = jaij29



Alors, 8n > 0; [a0; ::; an℄ = [b0; �1nb1; :::; �nnbn℄Preuve : Il suÆt de remarquer, d'une part, que [b0; �1nb1; �2nb2; �3nb3; :::; �nnbn℄ =[b0; 1na1; �1�2nb2; �3nb3; :::; �nnbn℄ = [b0; 1na1; 1na2; �1�2�3nb3; :::; �nnbn℄ (on a multipli�e aunum�erateur et au d�enominateur par �1 puis au-dessous par �1�2...) et d'autre part, que8i > 0; �1�2:::�i = sign(ai). 2Dans la suite, on note [b0; �1nb1; :::; �nnbn℄ = rnsn .Remarque : La proposition montre que 8n > 0; pnqn = rnsn . Elle ne montre pas que 8n >0; pn = rn et qn = sn. En fait, on va montrer que 8n > 0; sn = jqnj (
f. proposition 1.15).On introduit maintenant des 
onditions suÆsantes pour assurer la 
onvergen
e d'une fra
tion
ontinue in�nie de la forme [b0; �1nb1; :::; �nnbn℄.D�e�nition 1.8 Une fra
tion 
ontinue [b0; �1nb1; :::; �nnbn; :::℄ est dite semi-r�eguli�ere si ellev�eri�e :8n > 0 bn + �n+1 � 2En parti
ulier, on alors 8n > 0; bn > 0.Il est important de remarquer que si [b0; �1nb1; :::; �nnbn; :::℄ est une fra
tion 
ontinue semi-r�eguli�ere, on peut, de plus, supposer que 8n > 0; bn + �n � 1 simplement en �eliminantquelques 
onvergents. En e�et, si bn = 1 et �n = �1 (seul 
as qui pose probl�eme), on an�e
essairement �n+1 = 1 et on utilise la transformation : [b0; :::; �n�1nbn�1;�1n1; 1nbn+1; :::℄ =[b0; :::; �n�1nbn�1 � 1; 1nbn+1 + 1; ::℄. Cette propri�et�e suppl�ementaire permet de montrer quela suite des (sn) est stri
tement monotone (
f. proposition 1.15). Ce
i justi�e la d�e�nitionsuivante.D�e�nition 1.9 Une fra
tion 
ontinue [b0; �1nb1; :::; �nnbn; :::℄ est dite semi-r�eguli�ere mono-tone si elle v�eri�e :8n > 0 bn + �n+1 � 2 (1)bn + �n � 1 (2)Lemme 1.12 SoitA0 = �(�n; bn)n�0 2 (f�1; 1g � N )N ; 8n > 0; bn � 2 et �n+1 + bn � 2�Soit (an) 2 ZN et (�n; bn) la suite asso
i�ee par le lemme 1.11. On a :(an) 2 A () (�n; bn) 2 A0D'autre part, si (�n; bn) 2 A0, alors la fra
tion 
ontinue asso
i�ee �a (�n; bn) est une fra
tion
ontinue semi r�eguli�ere monotone.Preuve : Si (an) 2 A, on a : 8n > 0janj � 2an = 2 =) an+1 � 2an = �2 =) an+1 � �2. 30



Ces trois 
onditions sont �equivalentes �a : 8n > 0bn + �n+1 � 2.bn � 2La se
onde 
ondition sur (�n; bn) est �evidemment �equivalente �a la premi�ere sur (an). Pourla premi�ere 
ondition sur (�n; bn), il faut remarquer que si bn = 2, alors an = �2 et dansles deux 
as, sign(an) = sign(an+1) 
e qui implique �n+1 = 1 : on a bien bn + �n+1 � 2. Lar�e
iproque se fait de la même mani�ere.En�n, il est �evident que si bn � 2, alors bn + �n � 1. Toute suite de A0 donne don
 unefra
tion 
ontinue semi r�eguli�ere monotone. 2Le th�eor�eme suivant prouve la 
onvergen
e d'une telle fra
tion 
ontinue.Donnons tout d'abord l'�equivalent de la proposition 1.1 et du 
orollaire 1.2 pour les 
onver-gents rnsn .Proposition 1.14 Les rn et sn v�eri�ent :( rn = bnrn�1 + �nrn�2sn = bnsn�1 + �nsn�2
ette relation de r�e
urren
e �etant valable, pour tout n entier stri
tement positif, ave
 les
onditions initiales : ( r�1 = 1 r0 = b0s�1 = 0 s0 = 1Corollaire 1.11 On a : 8n 2 N ; rn+1sn � rnsn+1 = (�1)n n+1Yk=1 �k8n 2 N ; rn+1sn+1 � rnsn = (�1)nQn+1k=1 �ksnsn+1Les d�emonstrations de 
es deux r�esultats se font de la même fa�
on qu'au paragraphe 1.1.Proposition 1.15 Soit [b0; �1nb1; :::; �nnbn; :::℄ une fra
tion 
ontinue semi r�eguli�ere mono-tone et rnsn la suite des 
onvergents asso
i�es.Alors 8n > 0; sn+1 > sn > 0Preuve : La 
ondition (2) implique que la suite des (sn) est stri
tement monotone. En e�et,sn+1 = bn+1sn + �n+1sn�1 et don
 (par r�e
urren
e) :si �n+1 = 1, sn+1 > sn (
ar sn�1 > 0 et bn+1 � 1)si �n+1 = �1, sn+1 � sn + (sn � sn�1) > sn (
ar bn+1 � 2). 2Remarque : Ce
i montre que 8n > 0; sn = jqnj et que 8n > 0; sn > n.Th�eor�eme 1.10 Soit [b0; �1nb1; :::; �nnbn; :::℄ une fra
tion 
ontinue semi r�eguli�ere monotone.Alors, elle 
onverge : 9x 2 R ; limn!1[b0; �1nb1; :::; �nnbn℄ = x31



Preuve : D'apr�es 
e qui pr�e
�ede, la s�erie de terme g�en�eral ( rn+1sn+1 � rnsn ) est absolument 
onver-gente. 2Remarque : On n'utilise pas pour la d�emonstration du th�eor�eme la 
ondition (1). L'int�erêtde 
ette 
ondition apparâ�tra plus loin (
f. le lemme 1.15).Ce dernier th�eor�eme montre que tout d�eveloppement admissible 
onverge (
f. le lemme 1.12).Il nous reste �a montrer que la limite est irrationnelle et que la d�e
omposition est unique.Lemme 1.13 Soit (an) 2 A. Alors, 8n > 0; [0; a1; :::; an℄ 2 h�12 ; 12i et est du signe de a1.Preuve : Soit (an) 2 A et (�n; bn) 2 A0 la suite asso
i�ee. Il faut montrer que 8n >0; [0; �1nb1; :::; �nnbn℄ 2 h�12 ; 12i et est du signe de �1. Pour n = 1, le r�esultat est �evident.Supposons le d�emontr�e jusqu'au rang n� 1. On sait don
 que y = [0; �2nb2; :::; �nnbn℄ v�eri�eles hypoth�eses et on 
onsid�ere x = �1b1+y . Si b1 � 3, en utilisant le fait que jyj � 12 , on trouvebien que jxj � 12 et que x est du signe de �1. Si b1 = 2, alors, �2 = +1 et don
 y est positif.En parti
ulier, b1 + y � 2 et on obtient de même que jxj � 12 et x est du signe de �1. 2Proposition 1.16 Soit (an) 2 A. Alors [a0; a1; :::; an; :::℄ 
onverge vers un irrationnel x 2ha0 � 12 ; a0 + 12i n Q .Preuve : La 
onvergen
e de la fra
tion 
ontinues [a0; a1; :::; an; :::℄ a d�ej�a �et�e d�emontr�ee (
f.th�eor�eme 1.10). D'autre part, le lemme pr�e
�edent montre que tous les 
onvergents sont dansl'intervalle ha0 � 12 ; a0 + 12i, don
 la limite x �egalement.Supposons que la limite x est de la forme ab . En utilisant d'une part le fait que qnx � pn =(�1)nxn+1qn+qn�1 , et d'autre part le fait que xn+1 = an+1+ � ave
 j�j � 12 (
f. le lemme pr�e
�edent),on obtient : jqna � pnbj � bjqn+1j� 12 jqnj . D'autre part, 
omme jqn+1j > jqnj (
f. la proposition1.13), on obtient jqna� pnbj � 2bjqnj . Le terme de droite tend vers 0. L'entier jqna� pnbj vautdon
 0 �a partir d'un 
ertain rang 
e qui est impossible 
ar la suite des qn est stri
tement
roissante et pn et qn sont premiers entre eux. 2Proposition 1.17 Soit (an); (bn) 2 A.Si [a0; a1; :::; an; :::℄ = [b0; b1; :::; bn; :::℄, alors 8n � 0; an = bn.Preuve : Supposons maintenant que [a0; a1; :::; an; :::℄ = [b0; b1; :::; bn; :::℄. Comme[0; a1; :::; an; :::℄ 2 i�12 ; 12h (
ar 
'est un irrationnel), on a n�e
essairement a0 = b0 (
ar 
e sontdes entiers). Mais alors, [a1; :::; an; :::℄ = [b1; :::; bn; :::℄ et on termine la preuve par r�e
urren
e.2On peut maintenant 
ompl�eter le th�eor�eme 1.9 (�a 
omparer ave
 le 
orollaire 1.3).Th�eor�eme 1.11 L'algorithme des fra
tions 
ontinues au plus pro
he entier �etablit une bi-je
tion entre l'ensemble des suites admissibles A et l'ensemble des irrationnels R n Q .Preuve : On a montr�e qu'�a tout r�eel on pouvait asso
ier une fra
tion 
ontinue dans A (
f.l'algorithme page 28). D'autre part, on a vu que toute fra
tion 
ontinue admissible 
onvergevers un irrationnel (
f. la proposition 1.16). En�n, la derni�ere proposition montre l'uni
it�ed'un tel d�eveloppement. 2Le d�eveloppement en fra
tion 
ontinue au plus pro
he entier d'un irrationnel x est tr�es li�eau d�eveloppement en fra
tion 
ontinue r�eguli�ere.32



Proposition 1.18 Soit x 2 R nQ , � PnQn� la suite des 
onvergents asso
i�ee au d�eveloppementen fra
tion 
ontinue r�eguli�ere de x et �pnqn � = � rnsn� la suite des 
onvergents asso
i�ee aud�eveloppement en fra
tion 
ontinue au plus pro
he entier de x.La suite � rnsn � est une sous-suite de � PnQn�.Preuve : La preuve repose sur une identit�e qui joue un rôle important dans un 
ertain typede fra
tions 
ontinues : les S-expansions (
f. [Kra℄). Cette identit�e est la suivante :� + �1� + � = �� 1 + 11 + 1��1+�Une fa�
on simple de le v�eri�er est de l'�e
rire sous forme matri
ielle (on rappelle qu'il y aun morphisme de groupe entre le groupe des matri
es 
arr�ees de dimension 2, muni de lamultipli
ation et le groupe des homographies, muni de la loi de 
omposition via l'appli
ation :" a b
 d # 7�! �x 7! ax+b
x+d� )." �1 �0 1 # " 0 11 � # = " 1 �� 10 1 # " 0 11 1 # " 0 11 � � 1 #Supposons que 81 � i < n; �i = 1 et �n = �1. Alors, on a 
lairement, 80 � i < n; risi = PiQi .De plus, �n = �1 =) bn�1 � 3. On utilisant l'identit�e 
i-dessus ave
 � = bn�1 et � = bn, onobtient : [b0; 1nb1; :::; 1nbn�1;�1nbn; �℄ = [b0; 1nb1; :::; 1nbn�1�1; 1n1; 1nbn�1; �℄. On voit quepar 
e pro
�ed�e, on peut modi�er les 
onvergents rnsn de mani�ere �a rempla
er tous les �n quivalent �1 par des �n qui valent +1 et 
e, en inter
alant �a 
haque fois une nouveau 
onvergent.On remarque de plus que les quotients partiels restent positifs. Par uni
it�e du d�eveloppementen fra
tion 
ontinue r�eguli�ere (
f. proposition 1.2), la fra
tion 
ontinue obtenue est bien
elle qui a pour 
onvergent les PnQn . Et si on note k(n) = 
ard f�k = �1; 1 � k � ng, on a :Pn+k(n)Qn+k(n) = rnsn . 2Remarque : On appelle singularisation le pro
essus qui 
onsiste �a �eliminer un quotientpartiel (�n; bn) = (1; 1) en utilisant la formule : � + 11+ 1�+� = � + 1 + �1�+1+� qui s'�e
rit aussi[�; 1n1; 1n�; �℄ = [� + 1;�1n� + 1; �℄. On peut 
onstruire la suite des quotients partiels del'algorithme des fra
tions 
ontinues au plus pro
he entier �a partir de la suite des quotientspartiels de l'algorithme 
lassique en suivant la r�egle suivante (
f. [Kra℄) : pour tout blo
 dem 1 
ons�e
utifs (an = 1, ..., an+m�1 = 1) ave
 n > 0, singulariser le premier, le troisi�eme,et
... 1 du blo
. On v�eri�e que l'on obtient bien ainsi une suite (�n; bn) 2 A0 : par uni
it�e, onobtient don
 le d�eveloppement au plus pro
he entier.Exemple : On 
onsid�ere le d�eveloppement en fra
tion 
ontinue 
lassique du nombre d'or � =1+p52 : � = [1; 1; 1; 1; :::℄. En utilisant la remarque pr�e
�edente, on obtient le d�eveloppementau plus pro
he entier : � = [2;�1n3;�1n3; :::℄ = [2;�3; 3;�3; 3; :::℄.Le r�esultat suivant d�emontr�e par Hurwitz en 1889 (
f. [Hur℄ et [Bo℄) montre en un pre-mier sens que l'algorithme des fra
tions 
ontinues au plus pro
he entier est meilleur quel'algorithme 
lassique.Th�eor�eme 1.12 8n > 0; 0 < ���x� pnqn ��� < gq2no�u g = p5�12 . 33



Remarque : Etant donn�e une suite (�n) 2 f�1; 1gN � et un r�eel x, on montre (
f. [Bo℄) qu'ilexiste une unique suite (bn) 2 ZN ave
 8i > 0; bi > 0 telle que x = [b0; �1nb1; :::; �nnbn; :::℄. Deplus, tous les 
onvergents [b0; �1nb1; :::; �nnbn℄ sont des 
onvergents primaires ou se
ondairesde x (
f. la d�e�nition 1.6).Nous allons maintenant nous int�eresser aux propri�et�es dynamiques de l'algorithme des fra
-tions 
ontinues au plus pro
he entier. Pour 
ela, on suit le même s
h�ema qu'au paragraphe1.2. On travaille d�esormais sur � = h�12 ; 12h n Q et on 
onsid�ere l'appli
ation R qui �a un�el�ement x = [0; a1; :::; an; :::℄ asso
ie R(x) = [0; a2; :::; an; :::℄.R8>><>>: h�12 ; 12h �! h�12 ; 12hx 7�! ( 1x � ~E( 1x) si x 6= 00 si x = 0
... ...

R(x)

-

-

x1
2

1
2

2
7 5

2
1
2

1
2Fig. 12 { Repr�esentation de RR est une fon
tion impaire (au bord de l'intervalle pr�es), homographique et d�e
roissante parmor
eaux (
f. la �gure 12). Les points de dis
ontinuit�e sont les n 22k+1 ; k � 2 ou k � �3o.Pour k � 3 ou k � �2, sur l'intervalle i 22k+1 ; 22k�1i, R(x) = 1x � k. Sur l'intervalle i 25 ; 12h,R(x) = 1x � 2. Sur l'intervalle h�12 ;�25i, R(x) = 1x + 2.On d�emontre fa
ilement les r�esultats suivants.Lemme 1.14 Soit x 2 � et [0; a1; :::; an; :::℄ son d�eveloppement au plus pro
he entier. Onnote toujours xn = [an; :::℄.Alors, 8n > 0;an = ~E � 1Rn�1(x)�xn = 1Rn�1(x)Rn(x) = xn � anCorollaire 1.12 Soit x 2 h�12 ; 12h.Alors, x = pn+Rn(x)pn�1qn+Rn(x)qn�1 .Corollaire 1.13 Soit x 2 � et [0; a1; :::; an; :::℄ son d�eveloppement au plus pro
he entier.8n > 0; pn+1(x) = qn(R(x)). 34



Remarque : On peut lire dire
tement sur le graphe de R (
f. la �gure 12) les 
onditionsd'admissibilit�e sur les suites (an). En e�et, on voit que si an = 2, 
'est-�a-dire si 25 < Rn�1(x) <12 , alors Rn(x) > 0 et don
 an+1 � 2. De même, si an = �2, 
'est-�a-dire si �12 � Rn�1(x) ��25 , alors Rn(x) < 0 et don
 an+1 � �2.Le probl�eme est toujours de trouver une mesure invariante pour R. En reprenant les 
onstru
-tions faites sur T , on d�e�nit R parR8>>><>>>: � �! �(x; y) 7�! 8<: �R(x); 1y+ ~E( 1x)� si x 6= 0(0; 0) si x = 0On voit que R est une appli
ation qui partage les mêmes propri�et�es que T . Ainsi, sur lesbandes de la formes nx 2 i 22k+1 ; 22k�1io o�u k � 2 ou k � �3, R(x) = � 1x � k; 1y+k�. Onsait don
 que la mesure d� = dxdy(xy+1)2 d�e�nie sur � sera invariante par R. La question estmaintenant de d�eterminer l'ensemble � sur lequel R est presque partout bije
tif.
Fig. 13 { Repr�esentation de �Pour avoir une id�ee de la forme de �, on peut utiliser l'ordinateur. Une m�ethode est de partird'un point quel
onque, pro
he de l'origine, et d'it�erer R. On peut esp�erer que la pseudo-orbite
ouvre l'ensemble du domaine �. Apr�es plusieurs milliers d'it�erations, on obtient la �gure13. On a fait �gurer en gris sombre les images des points (x; y) ave
 x > 25 et en gris plus
laire les images des points (x; y) ave
 27 < x � 25 . On voit sur le dessin que � est sym�etriquepar rapport �a l'origine : pour 0 < x < 12 , �a < y < b et pour �12 < x < 0, �b < y < ao�u 0 < a < b. D�eterminons 
es r�eels a et b. Sur la bande verti
ale B = n25 < x < 12o, on aR(x; y) = ( 1x �2; 1y+2). Or, sur B, on a �a < y < b et sur l'image de B par R, on a a < y < b(
f. la �gure 13). On en d�eduit les �equations ( 1�a+2 = b1b+2 = a d'o�u b = p5�12 et a = 3�p52 . Cesvaleurs se v�eri�ent �egalement sur le dessin. On a notamment a+ b = 1.D�e�nition 1.10 On pose � = ((x; y); �12 � x < 12 ����� si x � 0; p5�32 < y � p5�12si x < 0; 1�p52 � y < 3�p52 )Proposition 1.19 R : � �! � est presque partout bije
tive.Preuve : Sur la bande verti
ale B = n 25 < x < 12 et p5�32 < y � p5�12 o, onsait que R(x; y) = ( 1x � 2; 1y+2). B est don
 envoy�e bije
tivement sur =n0 < x < 12 et 3�p52 � y < p5�12 o (
f. l'expression de R). De même, sur la bande verti
aleBk = n 22k+1 < x � 22k�1 et p5�32 < y � p5�12 o o�u k � 3, on sait que R(x; y) = ( 1x � k; 1y+k ).35



B est don
 envoy�e bije
tivement sur = n�12 � x < 12 et 2p5+2k�1 � y < 2p5+2k+1o. On fait demême pour la partie x < 0. On d�emontre ainsi la bije
tivit�e presque partout de R. 2Proposition 1.20 Une mesure invariante par R est la mesure de Gauss ~� de densit�e12 ln�   1x+ � � 1x� �2! 1x>0 +  1�x + � � 1�x� �2! 1x<0!� �etant le nombre d'or 1+p52 .C'est une mesure de probabilit�e �equivalente �a la mesure de Lebesgue.Preuve : Etant donn�e que � est invariante par R, et que �ÆR = RÆ� (o�u � est la proje
tionsur la premi�ere 
oordonn�ee), il suÆt d'int�egrer � sur les bandes verti
ales. Un simple 
al
uld'int�egrale permet don
 d'obtenir le r�esultat. 2Remarque : Pour tout 0 < a < 12 , on a ~�([0; a℄) = ~�([�a; 0℄) (
f. la sym�etrie de �).Proposition 1.21 Le syst�eme dynamique mesur�e ��; R; ~�� est ergodique.Preuve : On ne d�emontre pas 
e r�esultat 
ar la preuve se 
alque sur 
elle de l'ergodi
it�e deT (
f. [Rie℄). On travaille de la même fa�
on sur les 
ylindres, sur lesquels on 
al
ule l'inversede R et on obtient des en
adrements du même type (
f. le th�eor�eme 1.6 et les lemmes lepr�e
�edant). Il faut simplement faire attention au fait que R n'est pas surje
tive de i25 ; 12h surh�12 ; 12h. 2Nous allons maintenant d�emontr�e l'�equivalent du th�eor�eme de L�evy pour l'algorithme desfra
tions 
ontinues au plus pro
he entier. La d�emar
he suivie est la même que pour l'algo-rithme 
lassique. Le probl�eme est de d�emontrer un �equivalent du lemme 1.6. Le r�esultat dulemme 1.7 tient toujours : 8n � 1; 1qn(x) = Qnk=1[0; ak(x); :::; an(x)℄.Lemme 1.15 Soit [b0; �1nb1; :::; �nnbn; :::℄ une fra
tion 
ontinue semi r�eguli�ere monotone etrnsn la suite des 
onvergents asso
i�es.Alors 8n � 0; sn > 2nPreuve : La preuve se fait par r�e
urren
e.On v�eri�e tout d'abord le r�esultat pour n = 0; 1; 2 : q0 = 1 � 20, q1 = b1 � 2, q2 = b1b2+�2 �4 
ar si �2 = �1, alors b1 � 3.Soit n � 3.Supposons le r�esultat d�emontr�e pour k < n. On sait que sn = bnsn�1 + �nsn�2. On sait�egalement que la suite des (sn) est stri
tement 
roissante et positive (
f. la proposition 1.15).Si �n = 1, sn � bnsn�1 � 2:2k�1 > 2k.Si �n = �1 (
e qui implique que bn�1 � 3), il faut distinguer plusieurs 
as.Tout d'abord, si bn � 3, 
omme sn�2 < sn�1, on a sn � (bn�1)sn�1 � 2:2k�1 � 2k. Si bn = 2,on �e
rit sn�1 = bn�1sn�2+ �n�1sn�3 et don
 sn = 2sn�1�sn�2 = (2bn�1�1)sn�2+2�n�1sn�3.En utilisant sn�3 < sn�2, on obtient la majoration : sn � (2bn�1 � 1� 2)sn�2 
e qui permetde 
on
lure si bn�1 � 4 (
ar alors 2bn�1 � 1� 2 > 4).Reste don
 maintenant le 
as o�u bn�1 = 3. On a don
 sn = 5sn�2 + 2�n�1sn�3. Si �n�1 = 1,36



on majore sn par 5sn�2 qui est lui-même major�e par 4:2n�2 = 2n. Il reste don
 un probl�emesi �n�1 = �1 (
e qui implique bn�2 � 3). On �e
rit alors sn�2 = bn�2sn�3 + �n�2sn�4, et don
sn = 5sn�2 � 2sn�3 = (5bn�2 � 2)sn�3 + 5�n�2sn�4. En utilisant sn�4 < sn�3, on obtientsn � (5bn�2 � 2� 5)sn�3 � (5 � 3� 2� 5)sn�3 � 8:2n�3 � 2n. Ce
i termine la r�e
urren
e. 2Remarque : Ce r�esultat est �a 
omparer ave
 le 
orollaire 1.1.Corollaire 1.14 Soit (an) 2 A.8n > 0; jqnj � 2n et jpnj � 2n�1Preuve : C'est une simple 
ons�equen
e du lemme pr�e
�edent en se souvenant que jqnj = snet que pn+1(x) = qn(R(x)). 2Nous pouvons maintenant �etabir l'�equivalent du lemme 1.6.Lemme 1.16 Soit x 2 �, x = [0; a0; :::; an; :::℄.8n � 1; ���ln xpn=qn ��� � 122n�3 .Preuve : On sait que x � pnqn = (�1)nqn(xn+1qn+qn�1) . En utilisant le fait que xn+1 = an+1 + �ave
 j�j < 12 et que jqn+1j > jqnj, on obtient la majoration : ���x� pnqn ��� � 2jqnj2 . On en d�eduit��� xpn=qn � 1��� � 2jpnjjqnj � 222n�1 (d'apr�es le lemme pr�e
�edent). On 
on
lut alors en utilisant :j�j � 12 =) j ln(1 + �)j � 2j�j. 2Voi
i maintenant le th�eor�eme de L�evy.Th�eor�eme 1.13 Pour presque tout x 2 �, x = [0; a1; :::; an; :::℄, on a :limn!1 ln jqn(x)jn = �212 ln�Preuve : Il suÆt de 
alquer la preuve du th�eor�eme de L�evy 1.8. On obtient :limn!1 ln jqn(x)jn = � 1n 1Xk=0 ln ���Rk(x)��� = � 1ln� Z 120 ln(x) 1x+ � � 1x� �2! dxLe probl�eme est de 
al
uler 
ette derni�ere int�egrale. 2Pour 
al
uler l'int�egrale, on introduit la fon
tion dilogarithme (
f. [Lew℄ et [Rie℄).D�e�nition 1.11 On d�e�nit le dilogarithme par :L( R �! Rx 7�! � R x0 ln j1�tjt dtRemarque : On appelle 
ette fon
tion, introduite par Euler en 1768, dilogarithme, 
ar elles'�e
rit aussi : L(x) = R x0 1t R t0 11�u du dt.Proposition 1.22 8x 2 [�1; 1℄; L(x) = P1k=1 xkk237



Preuve : Il suÆt d'�e
rire : � ln(1� x) = P1k=1 xkk et de remarquer que 
ette s�erie 
onvergeuniform�ement pour x 2 [�1; 1℄ (utiliser par exemple Abel pour d�emontrer le 
rit�ere deCau
hy uniforme, ou le th�eor�eme de 
onvergen
e radial). On peut don
 intervertir int�egrale etsomme dans l'expression : L(x) = R x0 1t P1k=1 tkk dt. On obtient alors : L(x) = P1k=1 R x0 tk�1k dt =P1k=1 xkk2 . 2Corollaire 1.15 L(1) = �26L(�1) = ��212Preuve : On trouve 
es r�esultats �a partir de P1k=1 1k2 = �26 . 2Lemme 1.17 8x; y < 1; L � x1�y y1�x� = L � x1�y�+L � y1�x��L(x)�L(y)� ln(1�x) ln(1�y)Preuve : Soit z = y1�y .ddxL� xz1� x� = xz1� x �1x + 11� x�0�� ln �1� 1�x�zx1�x �xz1�x 1A= � ln (1� x(1 + z))x + ln (1� x)x + ln (1� x(1 + z))1� x� ln �1� z(1�x)(1+z)�1� x � ln ((1� x)(1 + z))1� x= � ln (1� x(1 + z))x + ln (1� x)x � ln (1 + z)1� x� ln �1� z1+z 11�x�1� xD'o�u, par int�egration, en utilisant le fait que ddxL(�x) = � ln(1��x)x et queddxL � �1�x� = � ln(1� �1�x)1�xL� xz1� x� = L (x(1 + z))� L(x) + ln(1 + z) ln(1� x) + L� z1 + z 11� x�+KOn trouve la 
onstante K = �L � z1+z� en prenant x = 0. En rempla�
ant ensuite z par savaleur, on obtient le r�esultat voulu. 2Lemme 1.18 Z 120 ln(x) 1x+ � � 1x� �2! dx = ��212Preuve : On pose I1 = R 120 lnxx+� dx et I2 = R 120 lnxx��2 dx. On veut 
al
uler I1 � I2.En faisant le 
hangement de variable x = t� puis en int�egrant par partie, on a :I1 = ln(�) ln�1 + 12��+ R 12�0 ln t1+t dt = � ln(2) ln�1 + 12��+ L �� 12��.De même, en faisant le 
hangement de variable x = t�2 puis en int�egrant par partie, on a :I2 = ln(�2) ln �1� 12�2�+ R 12�20 ln tt�1 dt = � ln(2) ln�1� 12�2�+ L � 12�2�.38



On a don
 I1� I2 = � ln(2) ln(�)+L �� 12���L � 12�2�. On applique alors le lemme 1.17 ave
x = �1 et y = 1�� pour obtenir : L � 12�2� = L �� 1��+L �� 12���L(�1)�L �� 1���ln(2) ln(�)(on utilise i
i l'�egalit�e 1 + � = �2). Le r�esultat d�e
oule don
 de l'identit�e : L(�1) = ��212 . 2Corollaire 1.16 Pour presque tout x 2 �; x = [0; a1; ::; an; :::℄, on a :limn!1 1n ln �����x� pnqn ����� = � �26 ln�Preuve : Il suÆt d'appliquer le th�eor�eme 1.13 en prenant le logarithme des in�egalit�es :8n 2 N ; 23jqnjjqn+1j < ���x� pnqn ��� < 2jqnj2 . On rappelle que 
es in�egalit�es sont obtenues en utilisantqnx� pn = (�1)nxn+1qn+qn�1 , xn+1 = an+1 + � ave
 j�j � 12 (
f. le lemme 1.13) et jqn+1j > jqnj. 2En 
omparant ave
 le 
orollaire 1.9, on voit que la vitesse de 
onvergen
e de l'algorithmedes fra
tions 
ontinues au plus pro
he entier est meilleure que 
elle de l'algorithme 
lassique(ln(�) < ln(2)).Remarque : Dans toute 
ette partie, on a pr�ef�er�e utiliser la fon
tion R qui est tr�es naturel-lement asso
i�ee �a l'algorithme des fra
tions 
ontinues au plus pro
he entier, �a 
elle habituel-lement d�e�nie dans les arti
les de r�ef�eren
e (
f. [Rie℄ et [Kra℄) : ~R([0; �1nb1; :::; �nnbn; :::℄) =[0; �2nb2; :::; �nnbn; :::℄. Bien sûr, tous les r�esultats dynamiques �enon
�es dans 
ette partie sonten
ore vraies pour ~R, �a 
ondition de modi�er l�eg�erement la mesure invariante.
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2 Un algorithme des fra
tions 
ontinues sur une sur-fa
e de Vee
hDans 
ette deuxi�eme partie, on introduit une g�en�eralisation de l'algorithme de Poin
ar�e (
f.page 18) d�e�ni sur le tore T2 = R 2=Z2. L'algorithme de Poin
ar�e repose sur le fait que letore poss�ede un groupe de di��eomorphismes aÆnes engendr�e par les deux matri
es M et N .On peut de même d�e�nir un algorithme sur une surfa
e plate �a 
ondition qu'elle poss�edesuÆsemment de di��eomorphismes aÆnes. La th�eorie de Vee
h donne des exemples de tellessurfa
es, par exemple l'o
togone r�egulier dont on a identi��e deux �a deux les 
ôt�es oppos�es. Legroupe H des di��eomorphismes aÆnes qui agissent sur 
ette surfa
e est parfaitement 
onnuet don
 l'ensemble des g�eod�esiques ferm�ees de 
ette surfa
e plate �egalement. On d�e�nit, �al'aide de 
e groupe un algorithme des fra
tions 
ontinues qui nous permet d'appro
her les r�eelspar des �el�ements du 
orps alg�ebrique Q [p2℄. On sait que l'ensemble des r�eels pour lesquelsl'algorithme se termine 
orrespond �a l'ensemble des dire
tions des g�eod�esiques ferm�ees. Laquestion qui se pose naturellement est alors d'essayer de 
ara
t�eriser arithm�etiquement 
esdire
tions \rationnelles". Dans 
ette partie, on se r�ef�ere �a [ArHu℄. On peut aussi voir [Ve℄.Dans une premi�ere partie, on explique la th�eorie de Vee
h dans l'o
togone. Ensuite, onpr�esente l'algorithme et la question pos�ee. En�n, on donne dans une troisi�eme partie des�el�ements de r�eponse.2.1 La th�eorie de Vee
h dans l'o
togoneOn 
onsid�ere une vari�et�e de dimension deux S. Cette surfa
e 
ontient un ensemble �ni desingularit�es P et on note � = S n P . Si 
ette surfa
e est munie d'un atlas (Ui; �i)i2I ave
des 
hangements de 
artes qui sont de la forme z 7! �z + 
 (ave
 
 2 C ), on dira qu'elleest munie d'uns stru
ture de semi-translation. Si tous les 
hangements de 
artes sont de laforme z 7! +z + 
, on dira qu'elle est munie d'une stru
ture de translation. Ces stru
turesinduisent �evidemment une stru
ture de surfa
e de Riemann et une m�etrique plate. De plus,la mesure de Lebesgue d�e�nie sur C permet de d�e�nir une mesure de Lebesgue sur � (
arles 
hangements de 
artes pr�eservent la mesure de Lebesgue). On suppose � de mesure 1.Indiquons les �etapes qui permettent d'obtenir une stru
ture de semi-translation. On munittout d'abord � d'une stru
ture de surfa
e de Riemann : on dispose don
 d'un atlas ave
 des
hangements de 
artes holomorphes. � est alors munie d'une stru
ture 
onforme. On noteQ l'ensemble des formes di��erentielles quadratiques de volume 1, 
'est-�a-dire l'ensemble desformes di��erentielles de degr�e 2 qui s'�e
rivent lo
alement f(z)dz
dz ave
 f holomorphe. Onpeut montrer que la donn�ee d'un �el�ement deQ �equivaut �a la donn�ee d'un atlas (Ui; �i)i2I ave
des 
hangements de 
artes qui sont de la forme z 7! �z + 
 (ave
 
 2 C ). Si on peut trouverun sous-atlas tel que tous les 
hangements de 
artes sont de la forme z 7! +z + 
, on ditque la forme quadratique est positive. On notera alors q 2 Q+. q est une forme quadratiquepositive si et seulement si 
'est le 
arr�e (tensoriel) d'une forme di��erentielle holomorphe.On suppose d�esormais que l'on a 
hoisi une forme di��erentielle quadratique positive : q 2 Q+.On appelle di��eomorphisme aÆne un di��eomorphisme 	 de la surfa
e S qui envoie P sur P ettel que la di��erentielle (lue dans les 
artes de �) est une matri
e A 
onstante. Il est importantde remarquer que 
ette di��erentielle est bien d�e�nie dans GL(2;R) 
ar la matri
e ja
obiennedes 
hangements de 
arte est l'identit�e (dans le 
as o�u on a seulement un forme quadratique,pas n�e
essairement positive, la di��erentielle est bien d�e�nie dans GL(2;R )=+Id;�Id). Vee
h40



montre que A est n�e
essairement une matri
e de SL(2;R) 
ar le volume de � est �ni (parhypoth�ese). On note V (q) l'ensemble des di��erentielles des di��eomorphismes aÆnes : V (q)est un sous-groupe de SL(2;R ).D�e�nition 2.1 Soit q 2 Q+.V (q) = fA 2 SL(2;R ); 9	 di��eomrphisme aÆne ; A = D	gV (q) est le groupe de Vee
h asso
i�e �a q.D�e�nition 2.2 Soit G un sous-groupe de SL(2;R ).On dit G est de 
ovolume �ni quand le volume (hyperbolique) d'un domaine fondamental del'a
tion de G sur H est �ni.En g�eneral, il n'existe pas de di��eomorphismes aÆnes non triviaux. Cependant, quand unesurfa
e en poss�ede suÆsemment (plus pr�e
is�ement quand V (q) est de 
ovolume �ni) Vee
hmontre que le 
ot verti
al de la forme quadratique v�eri�e l'alternative suivante :Th�eor�eme 2.1 Si le groupe V (q) est de 
ovolume �ni, on dit que la surfa
e est une surfa
ede Vee
h. On a alors l'alternative suivante :Soit toutes les orbites non singuli�eres du 
ot verti
al de la forme di��erentielle quadratiqueq sont p�eriodiquesSoit 
e 
ot est uniquement ergodiqueRemarque : Il est important de prendre une forme quadratique positive pour d�e�nir le 
otverti
al : il faut en e�et que la verti
ale soit la même dans toutes les 
artes.La th�eorie de Vee
h est en fait une g�en�eralisation du 
as bien 
onnu du tore plat T2 que nousavons �etudi�e dans la se
tion 1.3. Le groupe des di��eomorphismes aÆnes de 
ette surfa
e estSL(2;Z), qui est un groupe de 
ovolume �ni 
ar un domaine fondamental pour l'a
tion deSL(2;Z) sur H est donn�e par le triangle hyperbolique de sommets �ei�=3; e�i�=3;1� (
f. la�gure 9) qui est de volume �3 par la formule de Gauss : 
'est la surfa
e modulaire. T2 estdon
 une surfa
e de Vee
h. On v�eri�e qu'on a bien l'alternative de Vee
h : le 
ot verti
al (laverti
ale pouvant varier suivant le 
hoix de la forme quadratique q) est soit p�eriodique (pourles dire
tions rationnelles) soit uniquement ergodique (pour les dire
tions irrationnelles).D�e�nissons maintenant la surfa
e de Vee
h sur laquelle nous allons 
onstruire l'algorithmede fra
tions 
ontinues.On 
onsid�ere l'o
togone r�egulier de sommet les ra
ines huiti�emes de l'unit�e (
f. la �gure 14).En identi�ant les 
ôt�es oppos�es et en munissant la surfa
e de la m�etrique usuelle issue de
elle du plan, on obtient une surfa
e de Riemann � ave
 une singularit�e : les sommets (
'esten fait un seul point par identi�
ation).Une m�ethode qu'expose Vee
h pour 
onstruire des di��eomorphismes aÆnes est de se ramener�a des 
ylindres sur lesquels 
ette 
onstru
tion est plus fa
ile (
f. la �gure 15) : il suÆt deprendre la transve
tion qui �xe les verti
ales et de rapport le module du 
ylindre (le moduled'un 
ylindre est le rapport longueur sur largeur). Cette transformation s'appelle un twist deDehn. Quand une surfa
e est 
onstitu�ee de deux 
ylindres a

ol�es selon la verti
ale, on prendalors le twist de rapport le multiple 
ommun aux deux modules (il faut pour 
ela que les deuxmodules soit 
ommensurables) : 
ela revient �a it�erer les twists d�e�nis sur 
haque 
ylindre.On d�e�nit ainsi le twist globalement sur toute la surfa
e. Plus pr�e
is�ement, soit C1 (resp. C2)un 
ylindre, m1 (resp. m2) son module et T1 (resp. T2) le twist d�e�ni par la transve
tion qui�xe les verti
ales et de rapport m1 (resp. m2). On suppose que 9a1; a2 2 N ; a1m1 = a2m2.41
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Fig. 14 { Repr�esentation de la surfa
e de Vee
hOn peut alors d�e�nir un twist T sur la surfa
e C 
onstitu�ee des deux 
ylindres a

ol�es enprenant, pour x 2 C1, T (x) = T a11 (x) et pour x 2 C2, T (x) = T a22 (x).
T

M

T(M)Fig. 15 { Constru
tion du twist sur un 
ylindreDans le 
as de l'o
togone, deux d�e
oupages di��erents en 
ylindres permettent de d�e�nir deuxtransve
tions S et Ŝ.Pour le premier d�e
oupage (
f. la �gure 16), on v�eri�e que le module du 
ylindre de gau
heest 2+BCOA = 2(p2+ 1) et que le module du 
ylindre de droite est �egalement BCAI = 2(p2+ 1).On peut don
 d�e�nir un twist sur � dont la di��erentielle est la matri
e S = " 1 0� 1 # o�u� = 2(1 +p2).Pour le se
ond d�e
oupage (
f. la �gure 17), on v�eri�e que le module du 
ylindre de gau
heest BD2OE = p2+ 1 et que le module du 
ylindre de droite est BD+BIEF = 2(p2+ 1). En it�erantdeux fois le twist d�e�ni sur le 
ylindre de gau
he, on peut don
 d�e�nir un twist sur � dontla di��erentielle est Ŝ = U�1SU o�u U d�esigne la rotation d'angle �8 .On a ainsi 
onstruit deux di��eomorphismes aÆnes sur �. La m�ethode de Vee
h permetd'identi�er 
ompl�etement le groupe de Vee
h H de l'o
togone.Th�eor�eme 2.2 Le groupe de Vee
h de l'o
togone � est engendr�e par la rotation R d'angle�4 et les deux twists S et Ŝ d�e�nis 
i-dessus. On note 
e groupe H.42
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Fig. 17 { Constru
tion de la transve
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Par exemple, on a : Ŝ = R3S�1.

/2

/8

/8

O

i i+Fig. 18 { Domaine fondamental pour l'a
tion de HUn domaine fondamental pour l'a
tion du groupe H sur le demi-plan de Poin
ar�e estrepr�esent�e sur la �gure 18. On voit que 
'est un domaine de volume �ni (�egal �a 3�2 ) : legroupe de Vee
h de � est un groupe de 
ovolume �ni et don
 � est une surfa
e de Vee
h.Le fait que le twist de di��erentielle S soit un di��eomorphisme aÆne de la surfa
e � se traduitg�eom�etriquement (
f. la �gure 19) par le fait que l'on peut red�e
ouper l'image de l'o
togoneinitial en tran
hes pour re
omposer exa
tement l'o
togone de d�epart.2.2 Pr�esentation de l'algorithmePour 
onstruire un algorithme de fra
tions 
ontinues sur la surfa
e �, on s'inspire del'algorithme de Poin
ar�e. On rappelle que pour 
onstruire l'algorithme de Poin
ar�e (
f. page18), on prend une droite de pente � dans le plan et on fait agir les inverses des matri
es Met N , g�en�eratri
es du groupe des di��eomorphismes aÆnes du tore T2 (qui est SL(2;Z)), en
her
hant �a appro
her la droite initiale par des 
ônes de plus en plus eÆl�es.D�e�nition matri
ielle et g�eom�etrique de l'algorithmeNous allons tout d'abord pr�esenter l'algorithme sur la surfa
e � de mani�ere matri
ielle.Soit une droite D de pente � = 
otan(�) dans la plan R 2 (
f. la �gure 20). On d�e�nitE = E�1 [ E1 = h��8 ; 0h [ h0; �8 i et on 
her
he �a 
onstruire une appli
ation qui envoiel'ensemble des droites appartenant �a E dans l'ensemble des droites appartenant �a E (dansla suite, on identi�e E ave
 l'ensemble des droites dont la pente vaut 
otan(�) ave
 � 2 E :on parlera don
 de l'image de E par une matri
e). Quitte �a appliquer R, on peut supposerque � 2 E. Supposons que � 2 E1. On applique alors la matri
e S�1. On peut voir l'a
tionde S�1 sur la �gure 21 : on a d�eform�e le dessin en dilatant l'axe des abs
isses pour mieuxdistinguer l'o
togone initial. 44
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Fig. 20 { Flot lin�eaire de pente 
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L'image de E1 par S�1 est h0; 7�8 i (le milieu du 
ôt�e C1 est envoy�e sur le mileu du 
ôt�e C�2
f. la �gure 14). On peut d�e
ouper l'image de E1 par S�1 en 4 parties, qui se renvoient surE en appliquant la rotation R : h0; �8 i, h�8 ; 3�8 i, h 3�8 ; 5�8 i et h5�8 ; 7�8 i. On peut alors d�e�nir 4sous-ensembles de E1 (
f. la �gure 21), pr�eimage par S�1 des 4 parties pr�e
�edentes :Sur E10 , on applique S�1 : E10 est envoy�e sur E1Sur E11 , on applique RS�1 : E11 est envoy�e sur ESur E12 , on applique R2S�1 : E12 est envoy�e sur ESur E13 , on applique R3S�1 : E13 est envoy�e sur EOn a ainsi bien d�e�ni une appli
ation de E1 dans E.De même, si D est dans E�1, on applique S et on voit que le milieu du 
ôt�e C2 est envoy�esur le mileu du 
ôt�e C�1. On obtient don
 de même quatre sous ensembles de E�1 :Sur E�10 , on applique S : E�10 est envoy�e sur E�1Sur E�11 , on applique R3S : E�11 est envoy�e sur ESur E�12 , on applique R2S : E�12 est envoy�e sur ESur E�13 , on applique RS : E�13 est envoy�e sur ELe mod�ele pour 
onstruire 
et algorithme est l'algorithme de Poin
ar�e : 
'est un algorithmed�e�ni de mani�ere g�eom�etrique. En e�et, on a en fait d�e�ni huit 
ônes et pr�e
is�e quel est 
eluiqui 
ontient la droite D en appliquant une des huit matri
es (faire le parall�ele ave
 Poin
ar�e :les matri
es 
ontiennent les 
oordonn�ees des points In et Jn d�e�nis g�eom�etriquement).D�e�nition 
al
ulatoire de l'algorithmePr�e
isons maintenant l'algorithme d'un point de vue 
al
ulatoire. Les matri
es agissentproje
tivement sur les droites de R 2. Pour que les formules soient agr�eables, il faut 
onsid�ererl'inverse des pentes des droites (
e que l'on va appeler la 
opente). L'a
tion des matri
esde R 2 s'�e
rit alors en e�et de mani�ere 
lassique (a
tion par homographie) : soit D unedroite de 
opente � et M = " a b
 d # 2 M2(R ), la 
opente de la droite image M(D) est" a b
 d # :� = a�+b
�+d . On identi�e tout d'abord les ensembles Eij pour la 
opente (on 
onservela même notation Eij, quelque soit le syst�eme de 
oordonn�ee, qui sera toujours expli
ite) :E = h� 2� ; 2�i = E�1 [ E1E1 = h0; 2�i E�1 = h� 2� ; 0iE10 = h0; 23�i E11 = h 23� ; 1�+2=�i E12 = h 1�+2=� ; 1��2=�i E13 = h 1��2=� ; 2�iE�10 = h� 23� ; 0i E�11 = h� 1�+2=� ;� 23�i E�12 = h� 1��2=� ;� 1�+2=�i E�13 = h� 2� ;� 1��2=� ; iSi on note F : E �! E l'appli
ation sur les 
opentes asso
i�ee aux transformations matri-
ielles sur les droites, on trouve que F est impaire et qu'elle est d�e�nie sur E1 par :F jE10 : � 7�! " 1 0�� 1 # :� F jE11 : � 7�! " 1 + � �11� � 1 # :�F jE12 : � 7�! " � �11 0 # :� F jE13 : � 7�! " �1 + � �11 + � �1 # :�Cette appli
ation F (
f. la �gure 22) est l'�equivalent de l'appli
ation asso
i�ee �a l'algorithmeadditif de Poin
ar�e (
f. page 19).G�eom�etriquement, on voit que l'on peut it�erer ind�e�niment l'algorithme �a 
ondition que �47
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Fig. 22 { Repr�esentation de Fn'appartienne pas �a un ensemble d�enombrable 
orrespondant aux pr�eimages des bord deE1 et de E�1. En e�et, les transformations matri
ielles laissent �xes tous les points desdroites de 
opentes 0, 2� et � 2� . Cet ensemble de dire
tions 
orrespond, dans l'algorithmede Poin
ar�e, aux dire
tions rationnelles. Par analogie, on appellera l'ensemble des dire
tionspour lesquelles l'algorithme s'arrête les dire
tions �-rationnelles.D�e�nition 2.3 On dit qu'une droite D a une dire
tion �-rationnelle si sa 
opente � v�eri�e :9n > 0; F n(�) 2 n� 2� ; 0; 2�o.Remarque : Les dire
tions �-rationnelles 
orrespondent �egalement aux points de dis
onti-nuit�e des it�er�es de F .Par ailleurs, on peut donner les 
onditions de Markov pour l'algorithme. Tous les ensemblesEij, sauf E10 et E�10 ont pour image E tout entier. Les 
onditions de Markov s'�e
rivent don
 :x 2 E10 =) F (x) 2 E1 et x 2 E�10 =) F (x) 2 E�1. Ce sont les seules 
onditions �a v�eri�er
ar F envoie bije
tivement les Eij (j 6= 0) sur E.Alg�ebriquement, on a la propri�et�e suivante : pour tout x �-irrationnel, pour tout n > 0, il exis-te une suite de matri
e M1,...,Mn appartenant �a L = fS�Ri; � 2 f�1; 1g et i 2 f0; 1; 2; 3ggtel que x =M1:::Mn (F n(x)). Les 
onditions de Markov se traduisent sur la suite de matri
espar : Mi = S =)Mi+1 6= S�1 et Mi = S�1 =)Mi+1 6= S.Proposition 2.1 On note A l'ensemble des suites de matri
es de L qui v�eri�ent les deux
onditions de Markov 
i-dessus et qui ne sont pas ultimement 
onstantes de valeur S, S�1,SR ou S�1R3 : on parlera de suites admissibles. Les suites in�nies de matri
es obtenues parl'algorithme sont exa
tement les suites admissibles.Preuve : Soit x une dire
tion �-irrationnelle. On sait que la suite de matri
es asso
i�ee �a xv�eri�e les 
onditions de Markov. Il faut v�eri�er qu'elle ne peut être ultimement 
onstantede valeur S, par exemple. Or, si M1 = ::: = Mn = S, alors x 2 h0; 2(2n+1)�h et l'interse
tionde tous 
es intervalles vaut 0 qui est une dire
tion �-rationnelle : 
ontradi
tion (
f. la �gure23).R�e
iproquement, soit une suite Mi appartenant �a A et soit n > 0. Si Mn = S, on pose48
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Fig. 23 { Dire
tions 
orrespondant aux suites de valeur 
onstante S, S�1, SR ou S�1R3E 0 = E1, si Mn = S�1, on pose E 0 = E�1 et sinon, on pose E 0 = E. On sait que pour toutx 2 M1:::Mn(E 0) = In, les n premiers termes du d�eveloppements de x sont M1,...Mn. Il est
lair que la suite des In est une suite d'intervalles embô�t�es. On v�eri�e par ailleurs que les
onditions d'admissibilit�e garantissent que 8n > 0; 9k > 0; In+k � In (
f. la preuve de laproposition 2.2). On en d�eduit que l'interse
tion des In est non vide et il est 
lair que toutx appartenant �a 
ette interse
tion admet pour d�eveloppement la suite (Mn). 2Remarque : On peut �egalement d�e�nir un syst�eme dynamique symbolique. A une suite dematri
es admissible (Mn), on asso
ie la suite (�n; in) 2 (f�1; 1g � f0; 1; 2; 3g)N telle que8n > 0;Mn = S�nRin. Les 
onditions de Markov s�e
rivent alors : in = 0 =) �n = �n+1.F est ainsi 
onjugu�ee au d�e
alage unilat�ere markovien �+ (pour les 
onditions pr�e
is�eespr�e
�edemment).Point de vue dynamique sur l'algorithmeD'un point de vue dynamique, on 
onsid�ere en fait un feuilletage lin�eaire 
onstitu�e d'unensemble de droites de pente donn�ee. Ces droites sont des g�eod�esiques de la surfa
e � (quiest une surfa
e plate) : on regarde don
 en fait le 
ot g�eod�esique sur �. Dans la suite, onrepr�esente une g�eod�esique 
omme sur la �gure 24, en prolongeant la droite dans R 2 et entranslatant l'o
togone : on fabrique ainsi un 
orridor d'o
togones travers�es par la g�eod�esique.Une g�eod�esique partant de l'origine est alors ferm�ee si et seulement si elle retraverse unautre o
togone en son 
entre : on appellera extr�emit�e d'une g�eod�esique ferm�ee le premier
entre d'o
togone qu'elle ren
ontre dans le 
orridor. Ainsi, �a la premi�ere g�eod�esique ferm�eefondamentale (
elle qui est verti
ale), on asso
ie le point A de 
oordonn�ees (0; 2 +p2) (
f.la �gure 24) et �a la se
onde le point B de 
oordonn�ees (p2=2; 1 +p2=2).On appelle 
es deux g�eod�esiques ([OA℄ et [OB℄) fondamentales pour la raison suivante : lefait que l'on 
onnaisse le groupe des di��eomorphismes aÆnes de la surfa
e � et un domainefondamental de l'a
tion de 
e groupe sur H permet d'aÆrmer (
f. [Ve℄) que l'ensemble desg�eod�esiques est l'orbite des deux g�eod�esiques fondamentales sous l'a
tion du groupe dedi��eomorphismes aÆnes (
f. la �gure 24).On peut maintenant �enon
er un th�eor�eme donnant une 
ara
t�erisation dynamique des di-re
tions �-rationnelles.Th�eor�eme 2.3 Les dire
tions �-rationnelles 
orrespondent aux dire
tions des g�eod�esiquesferm�ees (passant par l'origine). L'ensemble des g�eod�esiques ferm�ees (passant par l'origine)49
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Fig. 24 { Les deux g�eod�esiques fondamentalesest �egal �a l'union disjointe des orbites de deux g�eod�esiques fondamentales sous l'a
tion dugroupe des di��eomorphismes aÆnes de � (on parlera de deux 
usps) : l'orbite de la g�eod�esiquede 
opente 0 et l'orbite de la g�eod�esique de 
opente 2� .Preuve : Si une dire
tion � est �-rationelle, on sait que 9n > 0; F n(�) 2 n� 2� ; 0; 2�o et don
il existe une suite de matri
es M1:::Mn telle que M1:::Mn(0) = � (ou M1:::Mn(� 2�) = �).Ce
i signi�e que la droiteD est l'image par un �el�ement du groupe de di��eomorphismes aÆnesd'une des deux g�eod�esiques fondamentales (
f. la �gure 24) de 
opente 0 et 2� .R�e
iproquement, si on 
onsid�ere une g�eod�esique ferm�ee [OC℄ de 
opente � et d'extr�emit�eC, on remarque qu'en appliquant l'algorithme (
f. l'algorithme matri
iel), on obtient despoints Ci qui sont �egalement des extr�emit�es de g�eod�esiques ferm�ees. De plus, il est fa
ilede voir qu'�a 
haque �etape, on diminue stri
tement la longueur OCi, sauf si [OCi℄ est de
opente 0 (
'est don
 alors la premi�ere g�eod�esique fondamentale) ou si [OCi℄ est de 
opente2� (auquel 
as 
'est la se
onde g�eod�esique fondamentale) (
f. la �gure 21). Comme il y a unnombre �ni de 
entres d'o
togones 
orrespondant �a des extr�emit�es dans une boule 
entr�ee surl'origine, on est don
 
ertain que l'algorithme termine : on �nit sur une des deux g�eod�esiquesfondamentales. 2Remarque : L'algorithme permet don
 de r�epondre �a une question diÆ
ile : on sait quel'ensemble des g�eod�esiques ferm�ees est l'union disjointe des orbites de deux g�eod�esiques fon-damentales sous l'a
tion du groupe des di��eomorphismes aÆnes. Etant donn�e une g�eod�esiqueferm�ee, quelle est la matri
e qui permet de passer de 
ette g�eod�esique �a une des deuxg�eod�esique fondamentale ? Il suÆt d'appliquer l'algorithme pour avoir la r�eponse.Convergen
e de l'algorithme, extension naturelle de F50



Donnons maintenant quelques r�esultats 
on
ernant la 
onvergen
e de l'algorithme, et la
onstru
tion d'une extension naturelle pour d�eterminer une mesure invariante.Nous avons d�ej�a vu que toute suite admissible de matri
es est le d�eveloppement d'un point�-irrationnel (
f. la proposition 2.1). Nous avons ainsi montr�e que l'appli
ation � qui �a unedire
tion �-irrationnelle asso
ie la suite de matri
es obtenue par l'algorithme est surje
tivesur A. On montre maintenant qu'elle est inje
tive en prouvant que l'algorithme 
onverge : �atoute suite de matri
e admissible est asso
i�ee un unique point �-irrationnel.Proposition 2.2 Soit x une dire
tion �-irrationnelle et Mn la suite de matri
e asso
i�ee.Alors, limn!1M1:::Mn(0) = xPreuve : On sait que pour tout n > 0, M1:::Mn(F n(x)) = x. Comme F n est
roissante (
omme 
ompos�ee d'appli
ations 
roissantes), M1:::Mn �egalement. On a don
M1:::Mn �� 2�� � x � M1:::Mn � 2��. Or, on v�eri�e par le 
al
ul que les Mi di��erentes deS, S�1, SR et S�1R3 sont 
ontra
tantes de rapport k < 1 et que S, S�1, SR et S�1R3 sont1-lips
hitziennes. Comme on est 
ertain qu'il y a une in�nit�e de Mi di��erentes de S, S�1,SR et S�1R3 (
f. les 
onditions d'admissibilit�e), on en d�eduit que la longueur de l'intervalleimage de h� 2� ; 2�i parM1:::Mn tend vers 0 quand n tend vers l'in�ni, 
e qui termine la preuve.2Remarque : L'appli
ation r�e
iproque de � est don
 l'appli
ation qui �a une suite admissibleMn asso
ie la limite : limn!1M1:::Mn(0).Nous allons maintenant 
onstruire une extension naturelle �a l'appli
ation F , 
omme nousl'avons fait dans la se
tion 1.2. Le but est de 
onstruire une mesure invariante par F .Soit x une dire
tion �-irrationnelle et (Mn) la suite de matri
e asso
i�ee. On a x =limn!1M1:::Mn(0). La suite de matri
es asso
i�ee �a la dire
tion F (x) est M2:::Mn:::.Si on 
onsid�ere le syst�eme symbolique asso
i�ee �a la suite de matri
e (Mn) (
'est-�a-dire la suite (�n; in) 2 (f�1; 1g � f0; 1; 2; 3g)N telle que 8n > 0;Mn = S�nRin),on voit que l'appli
ation F est 
onjugu�ee au d�e
alage markovien unilat�ere �+. Demême, que dans la se
tion 1.2, on 
ompl�ete A en 
onsid�erant tous les pass�es pos-sibles. On d�e�nit don
 le d�e
alage markovien bilat�ere � (qui est bien bije
tif 
ettefois) sur l'ensemble ~A des suites de matri
es admissibles index�ees par Z : ~A =n(Mn) 2 LZ; 8i 2 Z (Mi = S =)Mi+1 6= S�1) et (Mi = S�1 =)Mi+1 6= S)o. A une suitede 
ette ensemble ~A, on asso
ie x = limn!1M1:::Mn(0) et y = limn!1M�10 M�1�1 :::M�1�n(0).L'appli
ation 
onjugu�ee au shift bilat�ere nous donne alors une extension naturelle d�e�niepar : ~F ( � �! �(x; y) 7�! ((M1)(x)�1(x); (M1)(x)�1(y))o�u on note M1(x) la premi�ere matri
e du d�eveloppement de x (ainsi, (M1)(x)�1(x) = F (x)).Le probl�eme (
omme dans la partie 1.4) est alors d'identi�er l'ensemble � sur lequel ~F estpresque partout bije
tive.Proposition 2.3 L'appli
ation ~F : � �! � est presque partout bije
tive pour � = (E1 �R n E1) [ (E�1 � R n E�1). 51



Preuve : Soit x 2 E1 (par exemple). On 
her
he tous les y possibles (tous les pass�espossibles) : les seules 
onditions pour que y soit pass�e de x sont sur M0 (
f. les 
onditionsde Markov). On sait que �1 = 1 (
ar x 2 E1) : M1 = SRi1 . Si �0 = �1, a0 ne peut prendrela valeur 0. Si �0 = 1, toutes les valeurs sont autoris�ees pour a0. On a don
 y = Ra0(z) ave
z 2 E1 si �0 = �1 et z 2 E�1 si �0 = 1. D'o�u y 2 S3i=1Ri(E1)SS3i=0Ri(E�1) = R n E1. Onobtient de la même fa�
on le r�esultat pour x 2 E�1. 2L'appli
ation ~F �etant presque partout bije
tive et lo
alement de la forme (�(x); �(y)) ave
� une homographie, en appliquant le lemme 1.2, on trouve une mesure invariante pour ~F :dxdy(x�y)2 . En int�egrant sur les verti
ales, on obtient une mesure invariante par F .Proposition 2.4 Une mesure invariante par F est la mesure de densit�e (par rapport �a lamesure de Lebesgue) 1x (2=�� x)1E1 + 1�x (2=�+ x)1E�1Remarque : Si on 
her
he �a faire exa
tement le parall�ele ave
 l'algorithme de Poin-
ar�e, il faut modi�er l�eg�erement l'algorithme que l'on a expos�e �a la se
tion 1.2. Ilfaut, par exemple, 
onsid�erer la matri
e N = " 1 10 1 # et la matri
e P = " 0 11 0 #.G�eom�etriquement, la matri
e P ram�ene les droites situ�ees dans le 
ône � > 1 dans le 
ône0 < � < 1 
ar elle �e
hange les deux 
oordonn�ees. Un irrationnel x = [0; a1; :::; an; :::℄s'�e
rit x = limn!1(PNa1):::(PNan):0. A une suite d'entiers stri
tement positifs index�eepar Z, on asso
ie x = limn!1(PNa1):::(PNan):0 et y = limn!1(N�a0P ):::(N�a�nP ):0 =[�a0;�a�1; :::;�a�n; :::℄. Le d�e
alage bilat�ere est alors 
onjugu�e �a l'extension naturelle(x; y) 7�! �T (x); 1y � E � 1x��. En fait, l'extension naturelle que l'on d�e�nit i
i est 
onjugu�ee�a 
elle que l'on avait d�e�nie dans la se
tion 1.2 (not�ee T ) par � : (x; y) 7�! (�x;� 1y�) (
f.page 12). On voit alors qu'elle est presque partout bije
tive de [0; 1[�℄�1;�1℄ sur lui-même.De plus, elle est lo
alement de la forme (�(x); �(y)) ave
 � une homographie. On appliqueensuite le lemme 1.2 pour trouver une mesure invariante.Nous avons i
i �etudi�e l'algorithme additif de la transformation. On remarque d'ailleurs quela mesure invariante est de masse in�nie, 
omme dans le 
as de la mesure asso
i�ee �a l'algo-rithme additif du d�eveloppement en fra
tions 
ontinues 
lassique (
f. page 22). Pour obtenirl'algorithme multipli
atif (pour les d�etails, 
f. [ArHu℄), il faut regrouper en puissan
e lesmatri
es 
ons�e
utives S, S�1, SR et S�1R3 : 
e sont les matri
es qui laissent invariantes lesdeux g�eod�esiques fondamentales. On peut ensuite 
al
uler la mesure invariante pour 
ettenouvelle fon
tion et on remarque qu'elle est 
ette fois de masse �nie.2.3 Re
her
he des dire
tions �-rationnellesNous avons vu que l'algorithme pr�e
�edemment d�e�ni pouvait être it�er�e ind�e�niment saufpour 
ertaines dire
tions que nous avons appel�ees �-rationelles. Nous avons par ailleursidenti��e 
es dire
tions 
omme l'ensemble des dire
tions des g�eod�esiques ferm�ees sur la surfa
e.Une question qui se pose alors naturellement est d'essayer de trouver une 
ara
t�erisationarithm�etique des 
opentes de 
es dire
tions (
'est en e�et le param�etre que nous avons 
hoisipour rep�erer les dire
tions). Il est 
lair que les 
opentes de 
es dire
tions �-rationelles sontdes �el�ements de Q [p2℄ 
ar 
e sont les orbites des points 0 et 2� (�el�ements de Q [p2℄) sous52



l'a
tion des deux matri
es R et S (�el�ements de M2(Q [p2℄)) (
f. le th�eor�eme 2.3).Cette question est importante 
ar elle reste �egalement sans r�eponse pour un groupe tr�espro
he de 
elui qu'on �etudie : le groupe de He
ke �8. Le groupe de He
ke �n est le sous-groupe de SL(2;R ) engendr�e par les matri
es A = " 0 �11 0 # et B = " 1 2 
os ��n�0 1 #. Or,�8 est 
onjugu�e 0�par la matri
e 24 1psin(�=8) 
os(�=8)psin(�=8)0 psin(�=8) 351A au groupe G engendr�e par S et U(la rotation d'angle �8 ) et H est �evidemment un sous-groupe d'indi
e 2 de G (
ar U2 = R). Legroupe de He
ke �8 (et plus g�en�eralement le groupe �n) est lui aussi asso
i�e �a un algorithmede fra
tions 
ontinues d�e�ni par Rosen (
f. [S
hm℄ et [Ros℄). De même que dans le 
as dela surfa
e modulaire, on sait que les g�eod�esiques ferm�ees sur le domaine fondamental del'a
tion de �8 sur H 
orrespondent aux d�eveloppements �nis ou p�eriodiques mais on n'apas pu trouver une 
ara
t�erisation arithm�etique de 
es dire
tions. D�eterminer 
es dire
tionsrevient en fait �a identi�er l'ensemble limite du groupe fus
hien �n (un groupe fus
hien est unsous-groupe dis
ret de SL(2;R )) et 
'est un probl�eme fondamental en g�eom�etrie alg�ebrique(
f. [Bea℄).La grande di��eren
e entre les fra
tions 
ontinues de Rosen et l'algorithme d�e�ni 
i-dessusest que le premier est d�e�ni de mani�ere arithm�etique (
omme dans le 
as des fra
tions
ontinues 
lassiques) alors que le se
ond est d�e�ni de mani�ere purement g�eom�etrique. C'estpourquoi on peut penser qu'il apporte un nouvel �e
lairage sur la question.Pour r�epondre �a 
ette question, il faut d'abord r�e
�e
hir �a la mani�ere d'engendrer 
es di-re
tions �-rationnelles. La seule fa�
on simple de le faire est de prendre les images des deuxg�eod�esiques ferm�ees fondamentales par le groupe H (
f. la �gure 24 et le th�eor�eme 2.3).Les extr�emit�es de l'ensemble des g�eod�esiques ferm�ees sont donn�ees par l'orbite des pointsA (premier 
usp) et B (se
ond 
usp) sous l'a
tion de H et on sait que l'ensemble de leursdire
tions est exa
tement l'ensemble des dire
tions �-rationnelles. On notera E l'ensemble de
es extr�emit�es. On peut obtenir un dessin de E informatiquement en engendrant l'ensembledes suites admissibles de longueur donn�ee de mani�ere r�e
ursive. On obtient alors les �gures25 et 26, pour des suites de longueur 7. On remarque que l'on a ramen�e tous les 
entres dansle demi-plan sup�erieur en faisant agir R4 = �I. En fait, 
'est le groupe PH = H=f+Id;�Idgqui nous int�eresse, 
ar 
'est lui qui agit sur les 
opentes.
Fig. 25 { Extr�emit�es des g�eod�esiques ferm�ees (�50 < x < 50 et 0 < y < 100)Malheureusement, 
es �gures ne ressemblent en rien �a un r�eseau ni �a au
un dessin 
onnu(dans le 
as de l'algorithme de Poin
ar�e, et �a 
ondition de rajouter les multiples, on auraitobtenu le r�eseau Z2).Donnons quelques remarques sur l'algorithme utilis�e pour engendrer les g�eod�esiques ferm�ees.53



Fig. 26 { Extr�emit�es des g�eod�esiques ferm�ees (�10 < x < 10 et 0 < y < 20)Tout d'abord, il suÆt d'engendre les suites de longueur n pour avoir les suites de longueur1:::n. En e�et, les suites se terminant par une suite de S (ou de S�1) laissent la g�eod�esiqued'extr�emit�e A invariante et les suites se terminant par une suite de SR laissent la g�eod�esiqued'extr�emit�e B invariante. D'autre part, les mots que l'on engendre sont tous di��erents d'apr�esle lemme suivant que nous admettons (
f. une preuve dans [Bea℄).Lemme 2.1 Le groupe PH = H=f+Id;�Idg est le produit libre Z � Z=4.
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L'informatique peut aussi aider �a donner une 
onje
ture sur la 
ara
t�erisation arithm�etiquedes dire
tions rationnelles. En programmant l'algorithme pr�e
�edemment d�e�ni, on peut testerquelques dire
tions en entrant une valeur num�erique et l'ordre de d�eveloppement. Quand onentre un r�eel sous forme d�e
imale, il y a �evidemment des erreurs li�ees aux approximationsfaites par l'ordinateur. Par 
ontre, quand on entre un �el�ement de Q [p2℄, on peut faire les
al
uls dans Z[p2℄ � Z[p2℄ (
f. le groupe ~H page 59) : l'ordinateur ne fait plus au
uneapproximation. On sait que l'on a une dire
tion p�eriodique si on termine sur une des deuxg�eod�esiques fondamentales. Ainsi, en testant plusieurs �el�ements de Q [p2℄, j'ai 
onje
tur�eque l'ensemble des dire
tions �-rationnelles est Q [p2℄ en entier. J'ai ensuite v�eri��e 
ette
onje
ture sur tous les �el�ements de la forme a+bp2
 ave
 a, b, et 
 premiers entre eux, �10 �a � 10, �10 � b � 10 et 1 � 
 � 20 : toutes 
es dire
tions sont �-rationelles. L'�el�ementayant le plus long d�eveloppement est 1+10p220 : il faut appliquer 213 Mi pour retomber sur lepremier 
usp.Exemple : On 
onsid�ere x = �5�3p24 . On ram�ene 
ette dire
tion dans E sous l'a
tion deR. On trouve y = 3�8p221 et y est une dire
tion �-rationnelle dont le d�eveloppement est :(�1 = �1; i1 = 3) (�2 = �1; i2 = 3)...(�12 = �1; i12 = 3) (�13 = �1; i13 = 2) (�14 =�1; i14 = 3) et qui termine par S1 (on tombe sur le premier 
usp). Ce
i signi�e que y =(S�1R3)12(S�1R2)(S�1R3):0 et x = Ry.On 
onsid�ere x = �3�3p27 . On ram�ene 
ette dire
tion dans E sous l'a
tion de R. On trouvey = 29�21p241 et y est une dire
tion �-rationnelle dont le d�eveloppement est : (�1 = �1; i1 = 0)(�2 = �1; i2 = 0)...(�11 = �1; i11 = 0) (�12 = �1; i12 = 1) (�13 = �1; i13 = 0) et quitermine par (S�1R3)1 (on tombe sur le se
ond 
usp : 
f. la �gure 23). Ce
i signi�e quey = (S�1)11(S�1R)(S�1): ��2� � et x = Ry. Si la suite se termine par (SR)1, il faut prendrel'image de 2� .On formule don
 la 
onje
ture suivante :Conje
ture 2.1 L'ensemble des dire
tions �-rationnelles est l'ensemble des dire
tions dontla 
opente est un �el�ement de Q [p2℄.J'ai essay�e de montrer 
ette 
onje
ture selon trois points de vue : g�eom�etrique, alg�ebrique etarithm�etique.Point de vue g�eom�etriqueLe point de vue g�eom�etrique me semble le plus prometteur 
ar l'algorithme est d�e�ni demani�ere g�eom�etrique. Pour 
haque g�eod�esique, on sait qu'il y a un 
orridor d'o
togones(obtenus par translation de l'o
togone initial) qui sont travers�es par la g�eod�esique. Quandelle est ferm�ee, elle va du 
entre de l'o
togone initial au 
entre du dernier o
togone du
orridor (l'extr�emit�e de la g�eod�esique). Quand on tra
e l'ensemble de 
es extr�emit�es (
f. les�gures 25 et 26), on ne re
onnâ�t pas de �gure parti
uli�ere : on ne s'attendait 
ertainementpas �a avoir un r�eseau (
ar les o
togones ne pavent pas le plan) mais peut-être un pavage dustyle Penrose... On peut alors se demander si 
ette �gure n'est pas la proje
tion d'une �gureplus simple (d'un r�eseau ?) dans R 3 ou R 4 (
ar les �el�ements de Q [p2℄ s'�e
rivent sous la formea+bp2
+dp2 ou A+Bp2C ). Il y a alors un r�esultat remarquable qui permet de poser le probl�eme dansR 4.Proposition 2.5 L'hyper
ube de R 4 de 
entre O et de 
ôt�e 2 se projette sur l'o
togoner�egulier. 55
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Fig. 27 { Proje
tion de l'hyper
ube sur l'o
togone r�egulier
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Preuve : On 
onsid�ere don
 l'ensemble de points suivant dans R 4 :f(x; y; z; t); �1 � x � 1; �1 � y � 1; �1 � z � 1;�1 � t � 1g. La formule de la pro-je
tion � est la suivante :� : (x; y; z; t) 7�! ( X = x + p22 (z � t)Y = y + p22 (z + t)C'est la proje
tion sur le plan P1 de ve
teurs dire
teurs e1 = (1; 0; 0; 0) et e2 = (0; 1; 0; 0)parall�element au plan P2 de ve
teurs dire
teurs ��p22 ;�p22 ; 1; 0� et �p22 ;�p22 ; 0; 1�. Il suÆtde regarder la �gure 27 pour se 
onvain
re que � projette l'hyper
ube sur l'o
togone. Ene�et, �a z et t �x�es, le point de 
oordonn�ees (x; y) par
ourt le 
arr�e (A;B;C;D) et �a x ety �x�es, le point de 
oordonn�ees (z; t) par
ourt le 
arr�e (E; F;G;H) (image du pr�e
�edentpar une rotation d'angle �4 ). On a repr�esent�e sur la �gure 27 les images des 16 sommets del'hyper
ube. 2Remarque : L'o
togone obtenu est l'image de 
elui de d�epart par une rotation d'angle �=8et une dilatation de rapport q2 +p2.

X

Y

Fig. 28 { Une droite et son 
orridor d'o
togonesOn 
onsid�ere maintenant une droite et le 
orridor d'o
togones qui lui est asso
i�e (
f. la�gure 28). Ce dessin est la proje
tion (par �) d'un ensemble d'hyper
ubes travers�es par unhyperplan. On peut remarquer que l'on peut supposer que la pente de la droite (dans lerep�ere (O;X; Y )) est 
omprise entre 0 et 1 (quitte �a appliquer R) : une droite qui traverseun o
togone ne peut alors sortir que par quatre 
ôt�es (
f. la �gure 29). Les quatre o
togones57



(0,2,2,2)

(2,2,2,0)

(2,0,2,-2)

(2,-2,0,-2)

(0,0,0,0)

Fig. 29 { Algorithme g�eom�etrique : d�epla
ement dans les hyper
ubesvoisins possibles sont asso
i�es �a quatre voisins (par une arête) de l'hyper
ube 
orrespondantdans R 4. Si la droite traverse l'o
togone, proje
tion de l'hyper
ube de 
entre (p; q; r; s), on
al
ule que les voisins possibles sont (
f. la �gure 29) : (p; q + 2; r + 2; s + 2) (o
togone duhaut), (p+ 2; q + 2; r+ 2; s) (o
togone en haut �a droite), (p+ 2; q; r+ 2; s� 2) (o
togone dedroite), (p+ 2; q � 2; r; s� 2) (o
togone en bas �a droite). De plus, on sait qu'un seul de 
esvoisins est travers�e par l'hyperplan (
ar sur la proje
tion, un seul des o
togones voisins esttravers�e par la droite). Ainsi, on peut reformuler le probl�eme de la mani�ere suivante :Une droite D a une dire
tion qui est �-rationnelle si et seulement si quand on 
onsid�erel'hyperplan ��1(D) et l'ensemble des hyper
ubes travers�es par 
et hyperplan, il existe aumoins un 
ube que l'hyperplan traverse en son 
entre et que, de plus, en partant du 
ube de
entre (0; 0; 0; 0) et en ne s'autorisant que des d�epla
ements du type (p; q; r; s) 7�! ((p; q +2; r+ 2; s+ 2) ou (p+ 2; q + 2; r+ 2; s) ou (p+ 2; q; r+ 2; s� 2) ou (p+ 2; q� 2; r; s� 2)), ilexiste un 
hemin parmi 
es hyper
ubes qui m�ene �a un hyper
ube travers�e en son 
entre parl'hyperplan. On sait de plus que 
e 
hemin sera unique et que parmi les hyper
ubes travers�es,un seul des quatre d�epla
ements est �a 
haque fois possible.Le fait que l'hyperplan passe par au moins un 
entre de 
ube revient exa
tement �a direque l'hyperplan 
ontient une g�eod�esique du tore T4 qui est p�eriodique : on 
onnâ�t don
parfaitement une 
ara
t�erisation de 
e fait. De même, on peut 
ara
t�eriser l'ensemble des
ubes travers�es par l'hyperplan mais, malheureusement, il est diÆ
ile de v�eri�er la 
onditionsur les 
hemins.Quand on fait le probl�eme �equivalent du 
ube qui se projette sur l'hexagone, on trouve queles trois dire
tions possibles de mouvements dans R 3 forment un plan : on 
onnâ�t don
alors le 
hemin de 
ubes suivi (est-
e que 
ela est li�e au fait que les hexagones pavent leplan ?). Malheureusement, i
i, les quatre dire
tions de d�epla
ement ((0; 2; 2; 2), (2; 2; 2; 0),(2; 0; 2;�2) et (2;�2; 0;�2)) sont ind�ependantes.Il semble don
 diÆ
ile d'obtenir des renseignements sur les 
ubes extr�emit�es (
'est-�a-dire les58




ubes dont le 
entre se projette par � sur l'extr�emit�e d'une g�eod�esique ferm�ee).Remarque : D'un point de vue g�eom�etrique, j'ai �egalement 
her
h�e s'il n'y avait pas unepropri�et�e du type \Farey" qui donnerait �a l'int�erieur d'un 
ône, les huit nouvelles dire
tionsdis
riminantes, en fon
tion des 
oordonn�ees des bords de 
e 
ône. Malheureusement, je n'airien pu �etablir.Point de vue alg�ebriqueD'un point de vue alg�ebrique, il s'agit de 
omprendre l'orbite de deux points (0 et 2�) sousl'a
tion du groupe PH = H=f+Id;�Idg qui est un produit libre Z � Z=4.Pour 
omprendre le groupe PH, on peut remarquer que SRS = R3 � 2S. En utilisant 
etterelation, on montre la proposition suivante :Proposition 2.6 Les �el�ements du groupe PH s'�e
rivent tous sous la forme P (R)S +Q(R)o�u P et Q sont des polynômes de degr�e 4 �a 
oeÆ
ients entiers.Preuve : Un �el�ement de PH est un produit d'�el�ements de L. Or, on a : R4 = Id, Sn =nS� (n� 1)I pour n 2 Z, et SR = �R3S+2R3� 2Id, SR2 = �R2S+2(R3+R2�R� Id),SR3 = �RS + 2(R3 � Id). Ainsi, on peut toujours \pousser" S �a droite et transformer lesproduits de S en 
ombinaisons lin�eaires de S et R. 2On a ainsi introduit une stru
ture d'alg�ebre. Le probl�eme est de 
ara
t�eriser les polynômesP et Q tels que P (R)S +Q(R) 2 PH. Je n'ai pas r�eussi �a r�epondre �a 
ette question.Une tout autre mani�ere d'aborder le probl�eme est de remarquer que l'on peut passer dansZ4. G�eom�etriquement, on 
her
he l'orbite des points A(0; 2 + p2) et B(p22 ; 1 + p22 ) sousl'a
tion du groupe engendr�e par S et R. Int�eressons-nous �a l'orbite de A. On peut remarquerque les 
oordonn�ees des points de l'orbite restent dans Z[p2℄� Z[p2℄. Ainsi en �e
rivant lespoints sous la forme (a+ bp2; 
+ dp2) = (a; b; 
; d), le probl�eme se reformule de la mani�eresuivante :On 
her
he l'orbite du point (0; 0; 2; 1) sous l'a
tion du groupe H engendr�e par les deuxmatri
es S = 26664 1 0 0 00 1 0 02 4 1 02 2 0 1 37775 et R = 26664 0 1 0 �11=2 0 �1=2 00 1 0 11=2 0 1=2 0 37775.Remarque : H est un sous-groupe de SL(4;R) et H=f+Id;�Idg est bien sûr toujours leproduit libre Z � Z=4.Proposition 2.7 L'orbite du point (0; 0; 2; 1) sous l'a
tion de S et R est in
lus dans Z4.Preuve : Il suÆt de remarquer que a et 
 sont de même parit�e et que 
ette propri�et�e est
onserv�ee par R et S. Ainsi, quand on applique R, a+
2 et a�
2 sont bien des �el�ements de Z.2Remarque : On peut rendre expli
ite 
ette propri�et�e en remarquant que H est 
onjugu�e �a unsous groupe de SL(4;Z). En �e
rivant les points sous la forme ((~a+~b)+~
p2; (~a�~b)+ ~dp2) =(~a;~b; ~
; ~d) (
e qui revient exa
tement �a �e
rire que a et 
 sont de même parit�e), on obtient
59



le sous groupe de SL(4;Z) ~H engendr�e par les deux matri
es ~S = 26664 2 1 2 0�1 0 �2 00 0 1 02 2 2 1 37775 et~R = 26664 0 0 1 00 0 0 �10 1 0 01 0 0 0 37775 et on 
her
he l'orbite du point (1;�1; 0; 1) sous l'a
tion de ~H.En tra�
ant des proje
tions de l'orbite du point (0; 0; 2; 1) sous l'a
tion de H, j'ai remarqu�ela propri�et�e suivante :Conje
ture 2.2 Si on note (a; b; 
; d) un point de l'orbite de (0; 0; 2; 1) sous l'a
tion de H,on remarque les propri�et�es suivantes : 12 � ba � 112 < ba < 1 =) 35 � ba � 56Et plus g�en�eralement, pour tout k > 0, on a :2(k � 1) + 13(k � 1) + 2 < ba < 4(k � 1) + 15(k � 1) + 1 =) 2k + 13k + 2 � ba � 4k + 15k + 1Remarque : Le 
ouple (
; d) v�eri�e �evidemment les mêmes propri�et�es 
ar R2 envoie (a; b; 
; d)sur (�
;�d; a; b). Par 
ontre, je n'ai pu 
onje
tur�e au
une propri�et�e 
on
ernant le 
ouple(a; 
).Je n'ai pas r�eussi �a d�emontrer 
ette propri�et�e qui a pourtant l'air simple a priori.J'ai par 
ontre identi��e des suites de matri
es qui permettent d'atteindre les valeurs 2k+13k+2(valeurs minimales) et les valeurs 4k+15k+1 (valeurs maximales).Commen�
ons par les valeurs maximales. 1 est atteint par la matri
e S�1R, 56 est atteintpar la matri
e S�1RSSR et de mani�ere g�en�erale, 4k+15k+1 (k � 1) est atteint par la matri
eS�1RS(SR)k. En faisant le 
al
ul, on trouve :S�1RS(SR)n = (�1)n+1 26664 �4n + 2 �5n + 1 n 3n + 1(1� 5n)=2 �4n + 2 (3n+ 1)=2 n23n� 8 33n� 13 �10n� 2 �13n� 3(33n� 13)=2 23n� 8 (�13n� 3)=2 �10n� 2 37775et don
 S�1RS(SR)n:(0; 0; 2; 1) = (�1)n+1(5n+ 1; 4n+ 1;�33n� 7;�23n� 5).Pour les valeurs minimales, 12 est atteint par la matri
e S�1R2, 35 est atteint par lamatri
e SR3S�1R2 et de mani�ere g�en�erale, 2k+13k+2 (k � 1) est atteint par la matri
eSR3(S�1R3)k�1S�1R2. En faisant le 
al
ul, on trouve :SR3(S�1R3)nS�1R2 = 26664 0 �n� 1 �n� 2 �n� 1(�n� 1)=2 0 (�n� 1)=2 �n� 2�3n� 2 �3n� 3 �6n� 8 �9n� 13(�3n� 3)=2 �3n� 2 (�9n� 13)=2 �6n� 8 3777560



et don
 SR3(S�1R3)nS�1R2:(0; 0; 2; 1) = (�3n� 5;�2n� 3;�21n� 29;�15n� 21).Ces 
al
uls permettent d'in�rmer une 
onje
ture de P. Arnoux selon laquelle l'or-bite du point serait �a distan
e born�ee d'un hyperplan. On dispose en e�et de deuxdire
tions (5; 4;�33;�23) et (�3;�2;�21;�15) vers lesquelles des points de l'or-bite tendent en s'�e
artant de l'origine. En faisant quelques 
al
uls suppl�ementaireson a : �S�1R3�n :(0; 0; 2; 1) = (�n;�n; 3n + 2; 2n + 1) et �SR�n :(0; 0; 2; 1) =(�1)n+1(�n;�n;�3n � 2;�2n � 1). On dispose don
 de deux dire
tions suppl�ementairesvers lesquelles des points de l'orbite tendent vers l'in�ni : (�1;�1; 3; 2) et (�1;�1;�3;�2).Or un simple 
al
ul de d�eterminant montre que 
es quatre dire
tions sont libres. Ce
i montrebien que les points de l'orbite ne peuvent être �a distan
e born�ee d'un hyperplan.Point de vue arithm�etiqueD'un point de vue arithm�etique, on peut essayer de 
alquer la m�ethode qui permet ded�emontrer que toutes les dire
tions rationnelles ont un d�eveloppement �ni dans le 
as del'algorithme 
lassique des fra
tions 
ontinues. Cette preuve utilise l'algorithme d'Eu
lide etmontre que la suite des restes (qui sont des entiers) d�e
rô�t stri
tement don
 est nulle �a partird'un 
ertain rang.La proposition suivante montre qu'il existe une division eu
lidienne dans l'anneau Z[p2℄.Proposition 2.8 L'anneau Z[p2℄ muni de la norme N(a+ bp2) = ja2� 2b2j est eu
lidien.Preuve : On remarque tout d'abord que N est bien une norme 
ar N(a + bp2) = 0 ()(a + bp2)(a � bp2) = 0 () a = b = 0. Il faut don
 d�e�nir une division eu
lidienne surZ[p2℄.Soit p et q dans Z[p2℄. On 
her
he v (le quotient) et r (le reste) tels que p = qv + r etN(r) < N(q).On pose pq = a+ bp2 ave
 a et b dans Q et on 
onsid�ere x et y les entiers qui sont respe
ti-vement les plus pro
hes des rationnels a et b. Alors, on a v = x + yp2 (et r = p� qv). Ene�et, N(r) = N(p� qv)= N(q)N(p=q � v)= N(q)N(a + bp2� x� yp2)= N(q) �(a� x)2 � 2(b� y)2�� N(q)(1=4 + 2 � 1=4)< N(q) 2Remarque : On d�emontre de même que Z[p3℄, Z[i℄ et Z[p2i℄ sont eu
lidiens.A partir de 
ette propri�et�e, on peut tout d'abord se demander si l'�equivalent de l'algorithmed'Eu
lide a un rapport ave
 l'algorithme que l'on a d�e�ni. D'apr�es les 
al
uls que j'ai fait,je n'ai trouv�e au
un rapport entre les deux algorithmes. Il y a peu de 
han
es qu'il y en ait
ar on sait que l'algorithme 
lassique diminue la longueur OM si on part d'un point M de
oordonn�ees (a+ bp2; 
+ dp2). Or, le fait que N(p+ qp2) diminue ne veut pas dire que ler�eel jp+ qp2j diminue. 61



J'ai �egalement regard�e si on n'avait pas dire
tement une propri�et�e de monotonie sur lesnormes : en partant du point (0; 0; 2; 1) et en appliquant su

essivement des matri
es Mi,j'ai observ�e les valeursN(a+p2b) etN(
+p2d) mais je n'ai pu 
onje
turer au
une propri�et�e.La question pos�ee reste don
 ouverte. Donnons quelques pistes pour poursuivre la re
her
he :{ A 
haque dire
tion �-rationnelle 
orrespond l'extr�emit�e d'une g�eod�esique ferm�ee passantpar l'origine (la plus 
ourte), dont les 
oordonn�ees s'�e
rivent sous la forme (a + bp2; 
 +dp2). Peut-on 
ara
t�eriser 
es quatre entiers (a; b; 
; d) ?{ Peut-on 
omprendre l'un des 
usps en fon
tion de l'autre ? En parti
ulier, peut-on d�eduirel'une des orbites en fon
tion de l'autre ? G�eom�etriquement, une des orbites 
orrespondaux g�eod�esiques qui passent par des milieux de 
ôt�es et l'autre par des sommets et ons'aper�
oit qu'il y a une sorte de "Farey" qui permet d'obtenir, �a l'int�erieur d'un 
ôneaux bords d�e�nis par des g�eod�esiques passant par des milieux, la dire
tion dis
riminantepassant par des sommets (il suÆt d'ajouter les deux ve
teurs).{ Soit (a; b; 
; d) l'extr�emit�e d'une g�eod�esique ferm�ee. Peut-on donner un moyen simple poursavoir �a quelle 
usp elle appartient ?{ Quel rôle joue la 
onjugaison dans Z[p2℄ (ou dans Z[�℄) ?

Remer
iementsJe tiens �a remer
ier toute l'�equipe de syst�emes dynamiques qui a �et�e tr�es a

ueillante etparti
uli�erement Pas
al Hubert qui s'est toujours montr�e tr�es disponible et a a

ept�e derelire attentivement 
e rapport.
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