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Le modele

Pour z € R?, on consideére d actifs risqués dont les valeurs a la date ¢
sont les coordonnées du processus S solutions de :

Lg b __

{ Syt = SPUH((r — 8)dt + 39_, 0y, ;dWY)

avec (W;)o<i<r mouvement brownien standard de R?

r> 0,0 €[0,+oc[? et o € R x RY.
On suppose qu’il existe m, M > 0 telles que :

Ve € RY, m|z||? < a*oo*z < M||z||?.
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Le modele

Pour z € R?, on consideére d actifs risqués dont les valeurs a la date ¢
sont les coordonnées du processus S solutions de :

Lg b __

{ Syt = SPUH((r — 8)dt + 39_, 0y, ;dWY)

avec (W;)o<i<r mouvement brownien standard de R?

r> 0,0 €[0,+oc[? et o € R x RY.
On suppose qu’il existe m, M > 0 telles que :

Ve € RY, m|z||? < a*oo*z < M||z||?.
Soita € R et K € RT, pour x € R4, on pose

f(z) = (K — {a, )™
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Options américaine et bermudéenne

A la date t, la valeur d’'une option americaine d’échéance T et de
payoff f est P(T —t,S¥) ou

P(t,x) = sup Ele” " f(5%)].
TE€T0 ¢
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Options américaine et bermudéenne

A la date t, la valeur d’'une option americaine d’échéance T et de
payoff f est P(T —t,S¥) ou

P(t,z) = sup Ele”"" f(S7)].
TE€T0 ¢

On considere une option bermudéenne associée au pay-off f, de
maturité 1" et offrant n dates d’exercice.

On pose h = T'/n. A la date kh, avec k € {0, ..,n}, la valeur de I'option
est P*(T — kh, S,) ou

P"(t,x) = sup Ele™"" f(S%)],
TETOT,Lt

et 7y, est 'ensemble des F-temps d'arrét a valeurs dans

{ph:p e Net0 < ph <t}
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Région d’exercice

P est solution de I'inégalité variationnelle suivante :

MP <0, f<P, MP{P-f)=0 pnp.
P(0,x) = f(x) sur [0,+o0[?,

ouU NOuUs avons poseé .

d

2
Mh(t,z) = oh 1 Z (0c™) o + Z(r — 57,):13%% — rh.

ot 2 : b jaﬂjiﬂjj

1,J=1
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Région d’exercice

P est solution de I'inégalité variationnelle suivante :

MP <0, f<P, MP{P-f)=0 pnp.
P(0,x) = f(x) sur [0,+o0[?,

ouU NOuUs avons poseé .

d

2
/\/lh(t,x): oh 1 Z(UJ*) ﬂ_i_Z(r_(Si)aji%_rh_

8t 2 - "2 j@aziazj

1,7=1

aZUZ'

=1l

On définit les sections temporelles des régions d’exercice américaine
et bermudéenne :

vt €]0,T], & = {(t,z)€]0,T]x[0,+00]% P(t,z) = f(z)}
Er = {x€[0,+o0[* P"(t,x) = f(x)}.
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Parameétrisation des régions d’exercice

e Vt €l0,T], & et& contiennent 0 et sont des convexes fermés
dans [0, +oo[.
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o PourO<s<t<T, & CEsetél CE
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Parameétrisation des régions d’exercice

e Vt €l0,T], & et& contiennent 0 et sont des convexes fermés
dans [0, +oo[.

o PourO<s<t<T, & CEsetél CE
o Vke{l,..,n}, &Ewn CE&EL

Pour € € [0, +o0[? normé, on pose :

s(t,e) = inf{\ € R" : P(t,Xe) > f(Xe)}
s"(t,e) = inf{\ € RT : P"(¢t,Xe) > f(Xe)}.
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Parameétrisation des régions d’exercice

e Vt €l0,T], & et& contiennent 0 et sont des convexes fermés
dans [0, +oo[.

o PourO<s<t<T, & CEsetél CE

o Vke{l,..,n}, &Ewn CE&EL

Pour € € [0, +00[? normé, on pose :

s(t,e) = inf{\ € R" : P(t,Xe) > f(Xe)}
s"(t,e) = inf{\ € RT : P"(¢t,Xe) > f(Xe)}.

On a alors

& = {xe€0,+oo[® |z|| < st Hi—”)}

Evn = {z€0,4o0" |zf < s"(kh, 1)}
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Représentation des régions d’exercice en dimension 2

52
A




Représentation des régions d’exercice en dimension 2
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Majoration de I'erreur sur les frontieres libres

Proposition :
Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout = € [0, +oc[¢, on a:

0< P(T,z) — P"(T,z) < Ch.
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Majoration de I'erreur sur les frontieres libres

Proposition :

Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout = € [0, +oc[¢, on a:

0< P(T,z) — P"(T,z) < Ch.

Théoreme :

Soit € € [0, +00[? normé. Il existe une constante Cr. > 0 telle que

0 < s™(T,e) — s(T,e) < Cr.Vh,

lorsque h = T'/n est suffisamment petit.
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Le cas unidimensionnel : d = leta = 1

Sur l'ouvert |s(T'), s"(T)[, on a:

TEILME) = rP(T.6)~ (r— 060 (T,6) + S (T.6)

1V

TP(Tv 5) o (T o 5)6%(1—77 5)

r(K—&) —(6—r)"¢
rK — min{d, r}s"(T).

AVARAVS
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Le cas unidimensionnel : d = leta = 1

Sur l'ouvert |s(T'), s"(T)[, on a:

0_25 gajf(T7€) — TP(T7£>_( )f—(T ’s) 8P( 6)
> rP(T,&) — (r — 5)§%(T, §)
> (K=& —(0—r)%¢
> rK — min{d,r}s"(T).

Il existe donc une constante C; > 0 telle que %%’(T, £) > Ch.
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Le cas unidimensionnel : d = leta = 1

Sur l'ouvert |s(T'), s"(T)[, on a:

0_2g g;fz)(T75) — TP(T7£>_( )5_(T ’s) 8P( 6)
> rP(T,€) — (r — 5)§%(T, §)
> r(K—§)—(6-7)"¢
> rK —min{d,r}s"(T).

Il existe donc une constante C; > 0 telle que %%’(T, £) > Ch.
On intégre entre s(7') et s™(T') et on obtient :

% (s"(T) — s(T))* < P(T,s"(T)) — f(s"(T)) < Ch.

- p.8/1



Un principe du maximum

Théoreme ;:

Soit D un domaine borné de ]0, T[xR<.
On note 6D la frontiere de D et on définit sa frontiere parabolique :

0,D =0D — {(t,x) € 6D : t =T}.
Soit u une fonction définie sur [0, 7] x R¢, continue sur D, telle que

uwe C?(D), Mu>0surD et u<O0surd,D.

On a alors « < 0 sur D.
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e cas multidimensionnel

Par I'absurde, on suppose gu’il existe b > 0 tel que
s(T,e) < s"(T,e) — bV h.
On veut montrer qu'il existe \ € [s(T,¢),s"(T,e) — bv/h] tel que

0> [P —fI(T,Ae).
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e cas multidimensionnel

Par I'absurde, on suppose gu’il existe b > 0 tel que
s(T,e) < s"(T,e) — bVh.
On veut montrer qu'il existe \ € [s(T,¢),s"(T,e) — bv/h] tel que
0= [P—fI(T,Ae).

Nous appliquons le principe du maximum sur le domaine suivant :

D = {(t.2) €0.Tlx0+ool" o (657 ) < el < (Togp ) PV
ou V. = {(t,x) €]0, T[x]0, +oo[®: ||z — s(T,e)el| < WE} |
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Représentation de [




e cas multidimensionnel

Surd,D, on a

0 si HxH:s(t,i> out =0

|||

Ch si |lz| =s" (TW) ou ||z — s(T, €)el| = nV/h.

[P_f](t7x) <
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e cas multidimensionnel

Surd,D, on a

|||

0 si |z||=s (t,i> out =0
Ch si |lz| =s" (T, L') ou ||z — s(T, €)el| = nV/h.

]

[P—f](t,:l?) < {

On introduit la fonction suivante

e = 7= ( (Il - "z, + m)*)l ((he = stz - 2vA) "

=

S
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e cas multidimensionnel

Surd,D, on a

0 si HxH:s(t,i> out =0

|||

Ch si |lz| =s" (T, i) ou ||z — s(T, €)el| = nV/h.

]|

[P—f](t,:l?) < {

On introduit la fonction suivante

Ale) = % <(H$H —s"(T,e) + b\/ﬁ)+>3+\/iﬁ ((Hx —s(T,e)e|| — g\/ﬁ)Jrj

On choisit les constantes a, b, c et n pour que

P—f—-8<0 sur 0,D

MIP—f—-0=-M[f—-06]>0 sur D.
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Limite de la frontiere libre a 'échéance

Theoreme : (S. Villeneuve 1999)
On pose ad = (;0;)1<i<q €t 0N a

U & = {x €]0,4+00[% (o, z) < K et (ad, z) < rK}.
0<t<T
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Limite de la frontiere libre a 'échéance

Theoreme : (S. Villeneuve 1999)
On pose ad = (;0;)1<i<q €t 0N a

U & = {x €]0,4+00[% (o, z) < K et (ad, z) < rK}.

0<t<T

Corollaire : Soit € € [0, +00[? normé, on a:

== e = mm{Lf@T»l 7 T%

avec la notation suivante :

[x]Jr_{ xr sixz>0

+0o0  sinon.
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Comportement de la frontiere libre a I'échéance

Théoreme : Soit € € [0, +o00[? normé.

o Sir{a,e)t < (ad,e), il existe C > 0 telle que :

Se — S(t,€) . Co.s\V/t,

1
2

aveC o, = (2?21(2?:1 Ui,j&iéiei)2)
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Comportement de la frontiere libre a I'échéance

Théoreme : Soit € € [0, +o00[? normé.

o Sir{a,e)t < (ad,e), il existe C > 0 telle que :

Se — S(t,€) . Co.s\V/t,

1
2

aveC o, = (2?21(2?:1 Ui,jo‘i5i€i)2)

e Si(ad, e)™ <r{a,¢),0na

Se — S(t, €) 20 s tln(g),

1
2

2
~ d d
avec o, = (ijl (27;:1 aiaz-,jei) )
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lllustration en dimension 2.
So

A
rik




lllustration en dimension 2.

rK
909




	Le mod`ele
	Options am'ericaine et bermud'eenne
	R'egion d'exercice 
	Param'etrisation des r'egions d'exercice
	Repr'esentation des r'egions d'exercice en dimension 2
	Majoration de l'erreur sur les fronti`eres libres
	Le cas unidimensionnel: $d=1$ et $alpha =1$
	Un principe du maximum
	Le cas multidimensionnel
	Repr'esentation de $D$
	Le cas multidimensionnel
	Limite de la fronti`ere libre `a l''ech'eance 
	Comportement de la fronti`ere libre `a l''ech'eance 
	Illustration en dimension 2.

