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Le modèle

Pour x ∈ Rd, on considère d actifs risqués dont les valeurs à la date t
sont les coordonnées du processus Sxt solutions de :

{
dSxi,it = Sxi,it ((r − δi)dt+

∑d
j=1 σi,jdW

j
t )

Sxi,i0 = xi

avec (Wt)0≤t≤T mouvement brownien standard de Rd,
r > 0, δ ∈ [0,+∞[d et σ ∈ Rd × Rd.
On suppose qu’il existe m, M > 0 telles que :

∀x ∈ Rd, m‖x‖2 ≤ x∗σσ∗x ≤M‖x‖2.

Soit α ∈ Rd et K ∈ R+, pour x ∈ Rd, on pose

f(x) = (K − 〈α, x〉)+.
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Pour x ∈ Rd, on considère d actifs risqués dont les valeurs à la date t
sont les coordonnées du processus Sxt solutions de :

{
dSxi,it = Sxi,it ((r − δi)dt+

∑d
j=1 σi,jdW

j
t )

Sxi,i0 = xi

avec (Wt)0≤t≤T mouvement brownien standard de Rd,
r > 0, δ ∈ [0,+∞[d et σ ∈ Rd × Rd.
On suppose qu’il existe m, M > 0 telles que :

∀x ∈ Rd, m‖x‖2 ≤ x∗σσ∗x ≤M‖x‖2.

Soit α ∈ Rd et K ∈ R+, pour x ∈ Rd, on pose

f(x) = (K − 〈α, x〉)+.

– p.2/15



Options américaine et bermudéenne

A la date t, la valeur d’une option américaine d’échéance T et de
payoff f est P (T − t, Sxt ) où

P (t, x) = sup
τ∈T0,t

E[e−rτf(Sxτ )].

On considère une option bermudéenne associée au pay-off f , de
maturité T et offrant n dates d’exercice.
On pose h = T/n. A la date kh, avec k ∈ {0, .., n}, la valeur de l’option
est Pn(T − kh, Sxkh) où

Pn(t, x) = sup
τ∈T n0,t

E[e−rτf(Sxτ )],

et T n0,t est l’ensemble des F-temps d’arrêt à valeurs dans

{ph : p ∈ N et 0 ≤ ph ≤ t}.
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Région d’exercice

P est solution de l’inégalité variationnelle suivante :

{
MP ≤ 0, f ≤ P, MP (P − f) = 0 p.p..

P (0, x) = f(x) sur [0,+∞[d,

où nous avons posé :

Mh(t, x) = −∂h
∂t

+
1

2

d∑

i,j=1

(σσ∗)i,jxixj
∂2h

∂xixj
+

d∑

i=1

(r − δi)xi
∂h

∂xi
− rh.

On définit les sections temporelles des régions d’exercice américaine
et bermudéenne :

∀t ∈]0, T ], Et = {(t, x) ∈]0, T ]× [0,+∞[d: P (t, x) = f(x)}
Ent = {x ∈ [0,+∞[d: Pn(t, x) = f(x)}.
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Paramétrisation des régions d’exercice

• ∀t ∈]0, T ], Et et Ent contiennent 0 et sont des convexes fermés
dans [0,+∞[d.

• Pour 0 < s < t ≤ T , Et ⊂ Es et Ent ⊂ Ens
• ∀k ∈ {1, .., n}, Ekh ⊂ Enkh
Pour ε ∈ [0,+∞[d normé, on pose :

s(t, ε) = inf{λ ∈ R+ : P (t, λε) > f(λε)}
sn(t, ε) = inf{λ ∈ R+ : Pn(t, λε) > f(λε)}.

On a alors

Et = {x ∈ [0,+∞[d: ‖x‖ ≤ s(t, x

‖x‖ )}

Enkh = {x ∈ [0,+∞[d: ‖x‖ ≤ sn(kh,
x

‖x‖ )}.
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Paramétrisation des régions d’exercice

• ∀t ∈]0, T ], Et et Ent contiennent 0 et sont des convexes fermés
dans [0,+∞[d.

• Pour 0 < s < t ≤ T , Et ⊂ Es et Ent ⊂ Ens
• ∀k ∈ {1, .., n}, Ekh ⊂ Enkh
Pour ε ∈ [0,+∞[d normé, on pose :

s(t, ε) = inf{λ ∈ R+ : P (t, λε) > f(λε)}
sn(t, ε) = inf{λ ∈ R+ : Pn(t, λε) > f(λε)}.

On a alors

Et = {x ∈ [0,+∞[d: ‖x‖ ≤ s(t, x

‖x‖ )}

Enkh = {x ∈ [0,+∞[d: ‖x‖ ≤ sn(kh,
x

‖x‖ )}.

– p.5/15



Paramétrisation des régions d’exercice

• ∀t ∈]0, T ], Et et Ent contiennent 0 et sont des convexes fermés
dans [0,+∞[d.

• Pour 0 < s < t ≤ T , Et ⊂ Es et Ent ⊂ Ens
• ∀k ∈ {1, .., n}, Ekh ⊂ Enkh
Pour ε ∈ [0,+∞[d normé, on pose :

s(t, ε) = inf{λ ∈ R+ : P (t, λε) > f(λε)}
sn(t, ε) = inf{λ ∈ R+ : Pn(t, λε) > f(λε)}.

On a alors

Et = {x ∈ [0,+∞[d: ‖x‖ ≤ s(t, x

‖x‖ )}

Enkh = {x ∈ [0,+∞[d: ‖x‖ ≤ sn(kh,
x

‖x‖ )}.

– p.5/15



Représentation des régions d’exercice en dimension 2
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Majoration de l’erreur sur les frontières libres

Proposition :

Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout x ∈ [0,+∞[d, on a :

0 ≤ P (T, x)− Pn(T, x) ≤ Ch.

Théorème :

Soit ε ∈ [0,+∞[d normé. Il existe une constante CT,ε > 0 telle que

0 ≤ sn(T, ε)− s(T, ε) ≤ CT,ε
√
h,

lorsque h = T/n est suffisamment petit.
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Le cas unidimensionnel : d = 1 et α = 1

Sur l’ouvert ]s(T ), sn(T )[, on a :

σ2ξ2

2

∂2P

∂x2
(T, ξ) = rP (T, ξ)− (r − δ)ξ ∂P

∂x
(T, ξ) +

∂P

∂t
(T, ξ)

≥ rP (T, ξ)− (r − δ)ξ ∂P
∂x

(T, ξ)

≥ r(K − ξ)− (δ − r)+ξ

≥ rK −min{δ, r}sn(T ).

Il existe donc une constante C1 > 0 telle que ∂2P
∂x2 (T, ξ) ≥ C1.

On intègre entre s(T ) et sn(T ) et on obtient :

C1

2
(sn(T )− s(T ))

2 ≤ P (T, sn(T ))− f(sn(T )) ≤ Ch.
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Un principe du maximum

Théorème :
Soit D un domaine borné de ]0, T [×Rd.
On note δD la frontière de D et on définit sa frontière parabolique :

δpD = δD − {(t, x) ∈ δD : t = T}.

Soit u une fonction définie sur [0, T ]× Rd, continue sur D̄, telle que

u ∈ C1,2(D), Mu ≥ 0 sur D et u ≤ 0 sur δpD.

On a alors u ≤ 0 sur D.
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Le cas multidimensionnel

Par l’absurde, on suppose qu’il existe b > 0 tel que

s(T, ε) < sn(T, ε)− b
√
h.

On veut montrer qu’il existe λ ∈ [s(T, ε), sn(T, ε)− b
√
h] tel que

0 ≥ [P − f ] (T, λε) .

Nous appliquons le principe du maximum sur le domaine suivant :

D =

{
(t, x) ∈]0, T [×]0,+∞[d: s

(
t,

x

‖x‖

)
< ‖x‖ < sn

(
T,

x

‖x‖

)}⋂
Vε,

où Vε =
{

(t, x) ∈]0, T [×]0,+∞[d: ‖x− s(T, ε)ε‖ < η
√
h
}
.
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Représentation de D
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Le cas multidimensionnel

Sur δpD, on a

[P−f ](t, x) ≤





0 si ‖x‖ = s
(
t, x
‖x‖

)
ou t = 0

Ch si ‖x‖ = sn
(
T, x
‖x‖

)
ou ‖x− s(T, ε)ε‖ = η

√
h.

On introduit la fonction suivante

β(x) =
a√
h

((
‖x‖ − sn(T, ε) + b

√
h
)+
)3

+
c√
h

((
‖x− s(T, ε)ε‖ − η

2

√
h
)+
)3

On choisit les constantes a, b, c et η pour que

P − f − β ≤ 0 sur δpD

M[P − f − β] = −M[f − β] ≥ 0 sur D.
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Limite de la frontière libre à l’échéance

Théorème : (S. Villeneuve 1999)
On pose αδ = (αiδi)1≤i≤d et on a

⋃

0<t≤T
Et = {x ∈ [0,+∞[d: 〈α, x〉 < K et 〈αδ, x〉 < rK}.

Corollaire : Soit ε ∈ [0,+∞[d normé, on a :

sε := lim
t→0

s(t, ε) = min{
[

K

〈α, ε〉

]+

,

[
rK

〈αδ, ε〉

]+

},

avec la notation suivante :

[x]+ =

{
x si x > 0

+∞ sinon.
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Comportement de la frontière libre à l’échéance

Théorème : Soit ε ∈ [0,+∞[d normé.

• Si r〈α, ε〉+ < 〈αδ, ε〉, il existe C > 0 telle que :

sε − s(t, ε) t→0∼ Cσεsε
√
t,

avec σε =
(∑n

j=1(
∑n
i=1 σi,jαiδiεi)

2
) 1

2

.

• Si 〈αδ, ε〉+ < r〈α, ε〉, on a

sε − s(t, ε) t→0∼ σ̃εsε

√
t ln(

1

t
),

avec σ̃ε =

(∑d
j=1

(∑d
i=1 αiσi,jεi

)2
) 1

2

.
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Illustration en dimension 2.

6

-

S2

S1

�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

�
�

�
�

�
�

�
��	

s(t, ε)

Et

sε

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

�
�

�
�

�
�

�
�	 @

@
@
@
@
@
@
@
@
@

@
@
@

PPPPPPPPPPPPPPPPPP

rK
α2δ2

K
α1

〈αδ, x〉 = rK

〈α, x〉 = K

C
√
t ln
(

1
t

)

C
√
t

�
�
�
��

�
���

����:9

– p.15/15



Illustration en dimension 2.

6

-

S2

S1

�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

�
�

�
�

�
�

�
��	

s(t, ε)

Et

sε

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

�
�

�
�

�
�

�
�	 @

@
@
@
@
@
@
@
@
@

@
@
@

PPPPPPPPPPPPPPPPPP

rK
α2δ2

K
α1

〈αδ, x〉 = rK

〈α, x〉 = K

C
√
t ln
(

1
t

)

C
√
t

�
�
�
��

�
���

����:9

– p.15/15


	Le mod`ele
	Options am'ericaine et bermud'eenne
	R'egion d'exercice 
	Param'etrisation des r'egions d'exercice
	Repr'esentation des r'egions d'exercice en dimension 2
	Majoration de l'erreur sur les fronti`eres libres
	Le cas unidimensionnel: $d=1$ et $alpha =1$
	Un principe du maximum
	Le cas multidimensionnel
	Repr'esentation de $D$
	Le cas multidimensionnel
	Limite de la fronti`ere libre `a l''ech'eance 
	Comportement de la fronti`ere libre `a l''ech'eance 
	Illustration en dimension 2.

