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Chapitre 1

Introduction

Dans cette introduction, la présentation est relativement informelle et ne se veut pas
rigoureuse.

1 Qu’est-ce qu’un probléme a frontiéres libres ?

1.1 Rappel d’un probléme classique bien posé

Soit 2 un ouvert borné régulier de R". On considére les solutions u du probléme
suivant, :

Au=f sur
u=g sur 0.

Si feL*f),g € H(), alors il existe une unique solution u € H'().

1.2 Un probléme typique & frontiére libre

Soit 2 un ouvert borné de IR™ et une partition du bord 92 = 'y U T, ou I' est une
partie inconnue du bord de 2.

Etant donné deux fonctions A et g, on cherche a résoudre le probléme suivant : trouver
a la fois la frontiére libre I' (et par conséquent (2) et la fonction u définie sur 2 vérifiant :

((Au=f sur
u=gg sur I

u=g¢g sur I' (Dirichlet)

h sur T' (Neumann).



En général il n’y a pas de résultat d’existence, d'unicité et de régularité des solutions
(T, u).

2 Exemple physique d’un probléme a frontiéres libres :
le probléme de I’obstacle

2.1 Formulation faible

On considére un obstacle, c’est-a-dire une fonction 1 définie sur un ouvert borné
régulier €2 de IR". On tend une membrane au-dessus de ’obstacle. Cette membrane est
représentée par le graphe d’une fonction u définie sur 2. On impose la contrainte :

u=g>1v sur OS]
(2.1)
u>1 sur .

On cherche alors la solution v qui minimise I’énergie suivante sous la contrainte (2.1) :

1
/ Lvul? + fu.
Q2

Il est possible de montrer que cette minimisation fournit une solution faible du pro-
bléme (cf. chapitre 2). La membrane a alors un contact tangent sur 1’obstacle.

2.2 Formulation forte
Etant donnée une fonction u, on définit ’ensemble de coincidence :
F={u=vy}ccq.
La frontiére libre I" est le bord de I’ensemble de coincidence :
I'=0F.
Le probléme consiste donc a trouver une fonction u définissant F' et I' telle que

(Au=f sur Q\F
u=g sur OS]

u=1 sur ['=0F (Dirichlet)

ou O
3 = B sur T'=0F (Neumann).

. Ou
Cette formulation est forte car on suppose pour définir —, que la normale v & I est

ov

bien définie, c’est-a-dire que I' est une frontiére réguliére.



3 But du cours

Il est trés difficile de travailler avec des solutions fortes pour les problémes a frontiéres
libres, car il n’existe pas en général de résultats directs d’existence de solutions fortes.

Nous allons donc définir des solutions faibles de problémes a frontiéres libres, pour
lesquelles I'existence (et 'unicité) est assurée. Puis nous allons développer une théorie
de la régularité des frontiéres libres, pour montrer que les solutions sont aussi fortes que
possible.

Nous renvoyons en particulier aux livres Kinderlehrer, Stampacchia [108], Friedman
[76], Rodrigues [143].

Dans ce qui suit nous utiliserons en particulier les articles suivant Caffarelli [42],
Weiss [162], Monneau [127].

A la fin de ce cours est donnée une bibliographie indicative sur les problémes a
frontiéres libres et le probléme de 1’obstacle en particulier. Signalons enfin que dans
cette bibliographie ne sont pas indiqués les trés récents travaux sur les problémes de
type obstacle & deux phases, en particulier parabolique.

4 Bibliographie complémentaire

De trés nombreux travaux existent sur le probléme de I’obstacle stationnaire ; citons
en particulier [15, 33, 36, 37, 39, 41, 42, 43, 44, 50, 51, 52, 53, 54, 75, 77, 78, 101, 102,
103, 109, 113, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 122, 125, 126, 139, 140, 145, 158, 163, 31,
128, 147, 144].

Certaines propriétés qualitatives, comme la convexité de ’ensemble de coincidence ont
été étudiées, voir |56, 68, 69, 70, 71, 82, 87, 93, 94, 95, 96, 97, 118, 152|.

Les propriétés de régularité supérieure des frontiéres libres ont été étudiées dans
[104, 105, 106, 107, 157]. Sur les singularités des frontiéres libres et leur régularité géné-
rique, voir [124, 127, 148, 149, 150, 151].

Signalons qu’une littétaure existe sur le probléme d’infiltration d’eau dans un barrage,
qui peut se ramener & un probléme de 'obstacle. Voir en particulier [3, 4, 7, 9, 11, 12,
14, 23, 30, 32, 57, 58, 59, 60, 62|.

Un autre probléme a frontiére libre typique, qui lui n’est pas un probléme de I’obs-
tacle, est celui de la détermination de la forme des jets d’eau; plus généralement pour
I'étude de problémes & une ou deux phases avec discontinuité du gradient citons |5, 6,



8, 40, 45, 47, 48, 49, 55, 63, 64, 88, 89, 92, 98, 99, 100, 121, 135, 136, 160, 161, 22, 34, 85]).

Pour I’étude de versions paraboliques de problémes & frontiéres libres avec discontinuité
du gradient, voir en particulier [16, 17, 18].

5 Notations

Nous rappelons ici les notations que nous utiliserons tout au long de ce cours.

Nous travaillerons toujours sur des ouverts {2 de IR", avec n > 1. Sauf indication
contraire 'ouvert () sera supposé borné et régulier (de classe C? sera suffisant). Nous
noterons v la normale unitaire extérieure & un ouvert régulier. On notera typiquement
x = (x1,...,2,) ou bien X, les points de JR". On notera a - b ou bien < a,b > le produit
scalaire de deux vecteurs a,b de IR". Etant donnée une matrice Q) = (Q;;);; de taille
nxn,et X = (r1,..,7,) € R", onnote ‘X -Q X =31, >"  2;Q;r;. On notera
S™~! la sphére unité de IR". La boule euclidienne ouverte de centre z et de rayon r > 0
sera notée B,(x) et B, = B,.(0). Etant donné un sous-ensemble mesurable A de IR", on
notera |A| sa mesure de Lebesgue. Nous noterons A° son intérieur, et A son adhérence.
Etant donné deux ensembles A et B on notera A CC B si ’adhérence de A est contenue
dans l'intérieur de B. On note dist(x, A) la distance d’un point x a I’ensemble A. Etant
donné un sous-ensemble A de IR", on utilisera la notation suivante pour la fonction
caractéristique de ’ensemble A :

1 si xeA
1A<ZL') =
0 si x¢& A

De fagon générique, nous utiliserons dans tout le cours la notation u pour la solution
du probléme de I'obstacle, et la notation v pour une fonction générale, utilisée en “va-
riable locale”.

Pour une fonction v on notera v* = max(v,0) et v~ = max(—v,0). Le gradient de
v sera noté Vv = (597“1, e %). Pour tout vecteur & = (&1, ...,&,) € IR", nous noterons

Veo=¢-Vo=>" fi%. Nous noterons D?v = (85_25;_) la matrice des dérivées
i 95 ) i=1,..n
secondes de v, et pour des vecteurs & = (&1,...,&,) € R", ¢ = ((1,..-,(n) € IR™, nous

82
noterons DZCU = Z?zl Z?:l fiCj amiavmj'

R

Pour 1 < p < 400, et v une fonction réelle définie sur 'ouvert €2, nous noterons

1
(JoloF)r i p< oo
vllzri) =
supg, |v| si p=4o0

7



ou sup doit étre compris ici comme le sup essentiel classique pour des fonctions mesu-
rables. Nous noterons

. ov
[vllwir) = [[V]]r@) + [IVVl|Lr), 0ot [|VV]|1e@) = 5
Nous noterons aussi
[vllw2e ) = [0l o)+ VOl o @+ D0l 1oy, 00 [[D*0]| ey ZZH@x HLP (@)
=1 j=1 l

Nous rappelons aussi les notations classiques, H'(Q2) = W2(Q), H;(2) est ’'adhérence
pour la norme de H'(Q) des fonctions C* & support compact sur ©, H~ () est le dual
" 0%
de H}(Q), et Av =Y —.
0( ) p 81;22
On note C°(Q) I'espace des fonctions continues sur Q. Pour tout entier £ > 0, notera
en particulier C**(Q), le sous-espace des fonctions de C*(Q) dont les dérivées partielles
d’ordre total k+1 (définies sur ) sont dans C°(2). On considére maintenant un ensemble
A quelconque de IR", et pour « € (0, 1], on note

vixr) —v
oot = lolliega) + ooy 01 [olas = sup L@ 0]
z,yEA,xFY |x - y\

On rappelle alors que l'espace CO%(A) = {U € C%A), |v|a:n < +oo} est un Banach
pour la norme |- |,,4. D’une facon generale étant donné un espace fonctionnel Y (A) de
fonctions définies sur A, on dira que v € Y,.(A) si pour tout ouvert w borné vérifiant
wCC A, onaveY(w).



Chapitre 2

Régularité de la solution du probléme
de 1’obstacle

1 Le probléme modéle

Etant donné € un ouvert borné régulier (de classe C?) de IR", et les fonctions f,1) €
L*(Q) et g € H'(2), on cherche & minimiser 'énergie

E(v) = /Q %’VUF + fu,

pour
veK={veH(Q), v=gsurdQ, v>1surQ}.

Le résultat classique (cf. Evans [72|, Théoréme 3, page 467) de minimisation de
fonctionnelles strictement convexes, continues, infinies a I'infini, sur un convexe fermé
K implique le

Théoréme 1.1 Si K # 0, alors il existe un et un seul minimiseur.
On note alors u ce minimiseur.

Remarque 1.2 En général on ne peut espérer aucune réqularité sur la frontiére libre

0{u = v}.

Remarque 1.3 Une hypothése minimale pour obtenir de la régularité sur O {u = 1)} est
I’hypothése de non dégénérescence :

f—A@/JZ50>O.

Dans la suite nous allons nous restreindre a I’étude du probléme de ’obstacle modéle
dans lequel on a

Yv=0, f=1, geC*Q).

9



Dans toute la suite du cours on s’intéresse ainsi a la fonction u solution du probléme
de minimisation (avec g € C?(Q)) suivant :

)
. 1 5
7}12If<E(v)—/Q§\Vv] +,
ou
_ | _ (1.1)
ve K={ve H(Q), v=gsurdQ, v>0sur Q},
avec
g>0 sur Of.

\

2 Régularité de la solution

2.1 Rappels de quelques résultats classiques (I)
Théoréme 2.1 Siv € H'(Q), alors v™(x) := max(v(x),0) € H'(Q) et

ov™ v .
I, = 9 ) liys0y pour presque tout v € 0 et pour 1=1,..,n.

Pour la preuve du Théoréme 2.1, voir Brezis [35], Proposition IX.5 page 155 (il faut
étendre par passage a la limite le résultat a notre cas).

Corollaire 2.2 (Gradient sur une ligne de niveau)
Sive HYQ), alors

0
(av) lgy—o0y =0 pour presque tout x € 0 et pour i=1,...n.
T

Preuve du Corollaire 2.2.
On écrit v = v — v~. En remarquant que v~ = (—v)™, et en appliquant le Théoréme
2.1 A veta—v, on déduit que

d(vt —v7) ov
(9@- - 81’1 . 1{'07&0}

d’ou le résultat.

10



Définition 2.3 Soit Q un ouvert borné de IR™. Soit k € IN\ {0}. On dit que Q) est de
classe C* si son bord O) est localement le graphe d’une fonction C*, ce qui est équivalent
a dire que l’on peut écrire ) sous la forme suivante :

Q={zxeR" : P(z) <0},
ot @ est une fonction de classe C* telle que VO () # 0 pour tout x € 9.
Théoréme 2.4 (Régularité elliptique, théorie L?)
Soit Q un ouvert borné de IR"™ de classe C?. Soit p € (1,+00). Il existe C = C(Q,n,p) >
0 tel que si g € W?P(Q) et siv € H(Q) vérifie

v =g surdf), Ave LP(Q),
alors v € W?P(Q) et

[vllw2o@) < C ([[A][o) + [l9llw2r@)) -

Pour la preuve du Théoréme 2.4, voir Gilbarg-Trudinger [83|, Lemme 9.17, page 242.
Voir aussi [83, 38, 111, 159, 19|, pour des questions de régularité elliptique.

Théoréme 2.5 (Injections de Sobolev)

Soit Q un ouvert borné de IR"™ de classe C1. Alors on a les injections continues suivantes :
i) Sip <n, alors WHP(Q) — LP"(Q) o 1/p* =1/p—1/n.

i) Si p =n, alors WP(Q) — L1(Q) pour tout q € [1,+00).

i) Si p > n, alors WP(Q) — C*(Q) o a=1—n/p € (0,1).

Pour la preuve du Théoréme 2.5, voir Brézis [35], Corollaire IX.14, page 168.

2.2 Reégularité de la solution et équation d’Euler-Lagrange

Proposition 2.6 Si une fonction u minimise

1
E(U):/—|VU|2—|—U
Q2
sur
K={veH)(Q), v>0surQ} avec H, (Q):={veH (Q), v=gsurdQ}

alors u minimise .
E,(v) = / ~|Vo)? + ot
Q2

sur H,(€2).

11



Preuve de la Proposition 2.6.
Soit v € H'(), alors

E,(v)=E@@")+ % /Q Vo |? (2.2)
o v~ > 0 est définie par v = v™ — v~. Ainsi
E,(v) > E(v")
et cela implique que

inf FE,(v)> inf E(v")=inf E(v).

vEHL(Q) vEHL(Q) veK

Or par ailleurs on a
: < _ . ‘
veglglf(m E.(v) < inf Ey(v) = inf B(v)
D’ou
inf F,(v)= inf E(v). (2.3)

vEHL(Q) veEK

Ceci montre en particulier que tout minimiseur v de E sur K est aussi minimiseur de
Ey sur H}(Q).

A partir de maintenant, et pour toute la suite du cours, on note u le minimiseur du
probléme (1.1).

Proposition 2.7 On a
Lysoy £ Au <1 dans H(Q).

Preuve de la Proposition 2.7.
Soit ¢ € HY (D), et v =u + . Alors E, (v) > E,(u), c’est-a-dire

/QVu-wm > —sfgélwﬁ

ol
10) si u+ep>0
¢ = (u+ep)t —ut _

+
€ U .
—— si u+ep <0.
€

i) Pour ¢ > 0, on a (. = ¢ et donc en laissant ¢ tendre vers 0, on obtient
0 < / Vu-Vo+ ¢
Q

< < -Au+1,0 >p-qpxmi@) -

12



Ce qui signifie que
0<—-Au+1 dans H ().

ii) Pour ¢ <0, on a

1 ut
/ Vu - VQb + Qb . 1{u>—£¢} Z —6/ —|V¢|2 +/ _1{u+5¢§0}-
Q 02 o €

On remarque que lorsque ¢ tend vers zéro, on a la convergence suivante
¢ Lfyus—cgy — ¢+ l{u>0y pour presque tout z € (2.

Ainsi, le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue donne

/VU'V¢+¢-1{U>O} > 0.
Q

D’ou
< —Au+ 10y, ¢ >g-1@)xmi@)= 0-

Ceci signifie que
—Au+ 1y <0 dans H™'(Q).

Corollaire 2.8 Au € L>(Q) et ||Au||p=@) < 1.

Preuve du Corollaire 2.8.
D’apres la Proposition 2.7, nous avons en particulier au sens des distributions sur €2

0<Au<1.

Donc la distribution Awu est en fait une fonction et le résultat en découle.

Corollaire 2.9 i Q est un ouvert borné de classe C* et g € C?(Q) alors u € W2P(Q)

ou A
(0
oz, e C™(Q) pour

pour tout p € (1,4+00), et pour tout o € (0,1), u € CO*(Q), et

1=1,...,n.

Preuve du Corollaire 2.9.
On remarque que Au € L*°(Q) implique Au € LP(Q2) pour tout p € (1,400), car
est borné. En appliquant le Théoréme de régularité elliptique 2.4 on obtient la régu-
larité W2P(Q). Le Théoréme des injections de Sobolev 2.5 appliqué a u et Vu donne
u, Vu € C%(Q) pour a =1 —n/p € (0,1).

13



Corollaire 2.10 (Equations d’Euler-Lagrange)
La solution u de (1.1) vérifie

((Au=1 dans {u>0}NQ
u>0 sur €

Vu=0 sur 0{u=0} CCQ

(| u=g sur Of

0
Remarque 2.11 On retrouve, sous une forme faible, la condition o 0 sur d{u = 0}.

ov

Preuve du Corollaire 2.10.
Puisque u est continue sur , ’'ensemble {u > 0} est un ouvert.
i) Au = 1 dans {u > 0} d’aprés la Proposition 2.7.
i) u > 0 sur Q, d’ott Vu = 0 sur 9 {u = 0} car u € C*(Q).
iii) Au = 0 dans {u = 0}".

3 Reégularité W*> de la solution u de (1.1)

3.1 Rappels de quelques résultats classiques (II)

Théoréme 3.1 (Inégalité de Harnack)
Soit v € L*(By) solution de

Av=f sur By CIR"

v>0 sur Bj.
avec f € L"(By). Alors il existe une constante Cy = Cy(n) > 0 telle que
supv < Cy (infv—l— ||f||Ln(B4)> :
B1 By
On renvoie a Gilbarg-Trudinger [83] pour une preuve compléte (Corollaire 9.21 et

Théoréme 9.22, page 246).

Preuve dans le cas f = 0.
Cette preuve est fondée sur la formule de la moyenne pour v harmonique (cf. Gilbarg-
Trudinger [83], Théoréme 2.1, page 14) :

o(z) = —

= v
|B7’| B, (x)

14



Ainsi soit x1, 29 € By = Bi(0). Alors, en utilisant les inclusions Bi(x1) C Bs(z) C
B4(0), on a
1

v\xr = — v
) =157 o

< 1
< — v
’Bl| Bs(z2)

_|Bs| 1

|Bi| | Bs| Jpy

z2)

| Bs|
= —(z
’Bl‘ ( 2)

= 3"v(z3).
D’ou

supv < 3"inf v,
B B

ce qui termine la preuve du Théoréme dans le cas f = 0.

Théoréme 3.2 (Estimations elliptiques intérieures)
Pour tout o € (0, 1), il existe une constante Cr = Cg(n,a) > 0, telle que siv € L*®°(B,)
vérifie
Av=f dans B,
avec f € C%*(B,), alors

[l B,y + 7| £l L (B,)

7“2||D2v||Loo( ) < Cg

B’V‘/2
+7’2+O‘ I:f]CY;B'r

Remarque 3.3 Pourr =1, on a en fait

|U|2+a;31/2 <Cg (||U||L°°(B1) + |f|a;Bl)

\ 2
ou |v|2+a;31/2 = |U‘Oé§31/2 + Z?:l |g_£ a;By /2 + Z?:l Z;‘lzl |#avxj|a;31/2'

3.2 La méthode de Alt et Phillips [10]

Théoréme 3.4 (Borne W%>)
La solution u du probléme (1.1) vérifie

D?*u € L2.(9).

loc
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Preuve du Théoréme 3.4.
[’idée de Alt et Phillips pour estimer les dérivées secondes de u en un point g, proche
de la frontiére libre, consiste a appliquer le Théoréme 3.2 dans une boule B,(y), une
fois seulement qu’on saura que u est strictement positive dans cette boule et donc que
Au = 1 dans cette méme boule. L’information sur la positivité de v dans cette boule
résultera de I'inégalité de Harnack avec second membre f borné mais discontinu a priori
(ici 1u>0y < f < 1) pour un choix judicieux du rayon 7.

Nous passons maintenant a la mise en place technique de cette idée. On sait déja que
u, Vu € C%%(Q) et u > ¢ > 0 sur 99. Soit alors pour ¢ > 0 suffisamment petit 'ouvert :

ws ={r €Q, 0<dist(x,{u=0}) <d} CCQ.

Estimation sur w;
Rappelons que d’aprés la Proposition 2.7 on a

Au<1 sur €.

Soit yy € ws. D’aprés I'inégalité de Harnack appliquée a la fonction w(x) = u(yo + r2)
qui vérifie Aw < r2, on obtient

sup w < C' (infw—i— 2| n )
sup < Oy ( b w4 1

et donc

sup u < Oy < inf u+r2||1\|Ln(B4)>
By (yo) Br(yo)

¢’est-a-dire
sup u < Cy ( inf u+r2>

Br(y0) Br(yo)

ot C'y = Cul|1||tn(B,)- Maintenant soit

S U(Z/o)'
20
Alors
0 <u(y) < sup u < Cy inf u+ u(yg).
Br(y0) Br(yo) 2
D’ou
inf u > u(go) =7r2>0.

By(yo)  20%

Ceci implique en particulier que

u(yo)
2CY,

u>0 sur B.(yo) pour r=
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et donc
Au=1 sur B.(y).

D’aprés l'estimation elliptique intérieure (Théoréme 3.2) on a :

r[[D%ulle gy oy < Cr (ullzes,wo) + 1)

S 007‘2
car .
SUDB, (yo) U < Cy (meT(yo) U+ 7“2)
< Cy (u(yo) +12)
< CY (20 +1r?)
= Cly(1 + 2C%;)r?
d’ou

1D?ul| oo (B (o)) < Co = Cu(1 + Cp(1 +2C)).

T
2

207,
dés que 9 < &y pour une constante oy > 0 choisie suffisamment petite. D’ou

En particulier |D%u(y,)| < Cy dés que By, (o) C Q, or r = /“%) Doi ceci est vérifie

|| D?u| 50 (wg) < Co.

Estimation sur {u = 0}

Du fait que u > 0, et par continuité du gradient, on a Vu = 0 sur {u = 0}. Par ailleurs
on sait d’aprés le Corollaire 2.9 que Vu € W'?(Q), ce qui est en particulier vrai pour
p = 2. On applique alors le Corollaire 2.2 & v = Vu, qui prouve que D*u = V(Vu) =0
presque partout sur {Vu = 0} donc en particulier presque partout sur {u = 0}.
Estimation locale sur Q\ (ws N {u = 0})

Dans Q\ (wg N {u = 0}) et en restant a distance du bord fixe 02, on conclut par I'esti-
mation intérieure (Théoréme 3.2).

Conclusion

Cela prouve finallement que D?u € L%®

loc

(). Fin de la preuve.
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Chapitre 3

Mesure de la frontiére libre

1 Mesure de la frontiére libre

1.1 Rappels de quelques résultats classiques (III)

Théoréme 1.1 (Principe du maximum)
Soit Q0 un ouvert borné de IR".
i) (faible). Siv € H'(Q) et vérifie

Av >0 sur

Alors

SUp v = sup v.
Q o0

i1) (fort) De plus si v est continue sur €, et si il existe xo € ) tel que

v(xg) = supw
Q

alors v = constante = v(xy) dans la composante conneze de ) qui contient le point x.

Ce résultat est prouvé dans Gilbarg-Trudinger |83], Théoréme 8.1 page 179 et Théo-
réme 8.19 page 198. Voir aussi [24, 123, 138] pour des versions plus générales du principe
du maximum.

Exercice : essayer de prouver le ii) a I'aide de I'inégalité de Harnack.

1.2 Lemme de non dégénérescence

Lemme 1.2 (Non dégénérescence)
Soit v e C°Q) N HYQN). Si Av > 1 dans {v > 0} et zg € d{v > 0}, alors
2
sup v > —
B (z0) QTL

18



des que B.(zq) C €.

Preuve du Lemme 1.2
Soit w(z) = v(z) — 5| — z[*. On a

Aw >0 sur B.(zo)N{v>0}=w.

i) Soit o € {v > 0}. Alors supw < supw. Or
w Ow

Ow = Fl U Fg
ou
[y = (0 {v > 0}) N Bu(as), Ts = ((0B,(x0)) O {v > 0}).
Or on a .
sur I:  w=——|z—1/> <0
2n
2
sur I's5: w=v— r—.
2n
D’ou ,
,
0 < v(zg) = w(xg) < s&p (v - %)
c’est-a-dire
> Tt ofao)
sup v > — + v(xp).
OB, (w0) 2n 0

ii) Par continuité, on obtient le méme résultat pour z, € 0{v > 0}, ce qui termine la
preuve du Lemme.

1.3 Application a la mesure de la frontiére libre

Théoréme 1.3 On a la mesure de Lebesque :
|0{u =0} =0.

Le Théoréme 1.3 sera prouvé a la fin de ce chapitre.

Corollaire 1.4 La solution du probléme de [’obstacle vérifie

Au = 150y sur (1.1)
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Preuve du Corollaire 1.4.
On a Au € L>(2). Or
Au=1 sur {u>0},

Au=0 sur {u=0}".

Et
O\ ({u> 0} U{u=0}")=0{u=0} =09 {u>0}

qui est de mesure nulle, d’ou le résultat.
La preuve du Théoréme 1.3 est basée sur le
Lemme 1.5 (“Petite boule positive”)
30,79 > 0, Vzog€ d{u>0}, Vre(0,r),
IBs.(y) C By(xg), u>0 sur Bs.(y).

Remarque 1.6 En particulier la région {u > 0} ne peut pas avoir de pointes en forme
de cusp.

Preuve du Lemme 1.5

On pose g =0 € 9{u > 0}. On a u(0) = 0 et Vu(0) = 0 car 0 est minimum de u. Or
|| D?ul| (B, (0)) < Co d’aprés le Théoréme 3.4, d’oit en écrivant pour tout & € S"' et
tout y € B,.(0) avec r < rg

1
Veuly) = Veu(0) + |yl | D2 u(ty)at
0 Y

on obtient
V|| (B, (0)) < Cor-

Le Lemme de non dégénérescence 1.2 prouve que

Vr<ro, Jye€dB:(0), uly)> % (f)z S
En particulier, si € Bs,.(y) avec 6 < 1/2, on a
u(z) —u)] < |z = yll|VullLe(s.,0)
< (or) (Cor)

= (005) 7“2.
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D’ou
u(x) > uly) — Coor?

1 . (11
2(8—n—005)r2>0 si 5<m1n<§,8n—00)

u>0 sur Bs(y).

c’est-a-dire

Fin de la preuve.

Rappelons le résultat suivant :

Lemme 1.7 Si A C IR" est un ensemble mesurable, alors pour presque tout v € A , on
a
B A B, A
lim sup m =1 = liminf M
r—0+ |BT| r—0t ’B"’|
Preuve du Lemme 1.7
Admis, cf. Federer [74] Théoréme 2.9.11 page 158 (voir aussi [73, 156] pour des complé-

ments en théorie de la mesure géométrique).

Preuve du Théoréme 1.3.
Si la mesure de Lebesgue de 0 {u = 0} est non nulle, alors il existe au moins un point
xg € 0{u = 0} tel que
limsup 0, (xg) = 1

r—0t

ou
B |Br(z9) N0 {u =0}
97»(1‘0) = |BT| .

Or d’aprés le Lemme 1.7, il existe une boule By, (y) C B,.(z9) N {u > 0}, d’ou

| Br(w0) N0 {u =0} | < [Br| — | Bs|

c’est-a-dire

Contradiction.
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Chapitre 4

Blow-up

1 Notion de blow-up

1.1 Rappel du Théoréme d’Ascoli (Théoréme de compacité)

Théoréme 1.1 (Théoréme d’Ascoli pour les fonctions héldériennes)
Soit Q@ C IR™ un ouvert borné, et o € (0,1]. Soit (up)new une suite de fonctions
vérifiant :

[Uunla:o < Cy  (estimation a priori).

Alors il existe une sous-suite (un, )i et Uus € CO¥(Y), vérifiant
|tUoo| a2 < Co,
Hunk - uooHLOO(Q) ——k—+4o0o 0.

Preuve du Théoréme 1.1.
Cf. Brezis [35] Théoréme IV.24 page 72 (voir aussi Evans [72]).

1.2 Rappel du probléme de ’obstacle sur ()

Au=1 sur {u>0}
u>0 sur Q (1.1)

HDQUHLoo(Q) S C(].
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1.3 Changement d’échelle et blow-up

Définition 1.2 On appelle blow-up de u en Xy la suite de fonctions u%, définies par :
u(
uy, (X) =

pour €, — 0.

En particulier, on remarque que pour tout X, € ) et pour tout compact K de IR",
la fonction . est bien définie sur K, pour n assez grand.

Lorsque cela permettra d’alléger les notations sans introduire d’ambiguité, on notera
simplement
E=¢ U =uy.
En particulier on a
D*u*(X) = (D*u) (Xo + €X)
d’ou
D% || = [| D2l 1= < Co

- X
et u® vérifie (1.1) sur % Side plus X, € 9{u =0}, alors u(X,) = Vu(Xy) = 0

donc
u®(0) = Vus(0) = 0.
OrsiY = [Yle, et e,£ € S"71 alors
[Y]
E-Vu(Y)=¢-Vu(0) +/ dt DZGUE(O + te)
0

et
Y]

us(Y) :u5(0)+/ ds e - Vu(se)

Y|
—O+/ ds/dtD2 (0 + te).

([ [|D%uS, || 2o (8,(0)) < Co

D’ou

||VUX0||L°C B, (0)) < Cor

VB T<X0) - Q, r2 (1.2)
) [, (3.0 < Coy
sup uS, > r_2
B0) T 2n

\
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Proposition 1.3 (Compacité des blow-up)

Etant donné une solution u de (1.1) et un blow-up uy, vérifiant (1.2), on peut trouver
une fonction u%, : R" — IR" vérifiant (1.1) sur IR" et (1.2), tel que 0 € 9 {u%, =0},
et une sous-suite (U?Ok)k telle que pour tout compact K de IR", on a

Eny, 0
|uX0 B uXo|1§K ko0 -

Remarque 1.4 La fonction ug(O est appelée une limite du blow-up uy, . Cette limite

n’est pas nécéssairement unique : elle dépend a priori du choizx de la sous-suite extraite.

Preuve de la Proposition 1.3

Etant donné un rayon R > 0 fixé, on a l'estimation (1.2) sur Br(0). D’aprés le Théoréme
d’Ascoli, on peut trouver une fonction fonction limite u° et une sous-suite convergent
vers u® sur Bg(0).

On peut faire le raisonnement avec une suite de rayons R croissant vers I’infini, et
par un argument d’extraction diagonale, on peut montrer qu’il existe une sous-suite telle
que

VR > 0, |uE"’C — u0|1;BR(0) — k4o 0.

En particulier u° satisfait (1.2), d’ou 0 € 9 {u® = 0}. De plus u" satisfait (1.1) car u
satisfait (1.1). La seule chose a vérifier est que

A’ =1 sur {u’>0}. (1.3)
Preuve de (1.3)
Soit Yy € {u® > 0}, donc u°(Yy) > 0. Ainsi, par continuité de u°, il existe § > 0 telle que

1
u(Y) > §u0(Y0) >0 sur Bj(Yp).

Or uf™ tend vers u” uniformément sur les compacts de IR™. Ainsi pour tout n > 0, on a

|ue —u’| < sur  Bs(Yp)

u’(Yo)
4

pour k assez grand. Avec le choix n = , on obtient en particulier

u™ >n>0 sur Bs(Yp).

D’ou
AuTr =1 sur Bs(Yp).
Et par passage a la limite dans D’'(B;s(Yp)), on a

Au’ =1 sur Bs(Yp).

Fin de preuve.
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Chapitre 5

Formule de monotonie

1 Formule de monotonie

Théoréme 1.1 (Formule de monotonie)
Soit u une solution du probléme de l'obstacle (1.1) sur Q), et Xo € Q tel que B, (Xo) CC

D, x, (1) == / g Vel +u - / "
0( ) ynt2 By(Xo) 2 3 0B, (Xo)

Alors @, x, € C*((0,7]) et

d 1 u(X) ) 2
— (P, r) = / eV <7 0
dr (Pu.x0) (1) =2 JoB, (xo) | X — Xo|?
\ X — X o ,
ou e, = m En particulier, Uapplication r — @, x,(r) est croissante.
— X0

Preuve du Théoréme 1.1.

Posons Xy = 0. Soit
1

1
W, (r) = TM/B SIVul +u

Donc

c’est-a-dire



Or

d
O = i [ Vv
ou p
de—( Jje=1 = X - Vu —2u
D’ou p X
= (W) (r) = _A "y
—(0,) () 7””+3{/TU( u+1)+/83er ,,}
Or
U(-Au+1)=0
car

—Au+1=0 si u>0

U=0 si u=0.

Ici toutes les dérivations sont justifiées car D*u € L5 (Q2). D’ou

d 1 ou ou
. (W) (r) = T3 /SBT (TW — 2u) e

Soit w = % Alors

T
% = 2rw —I—rza—,
ou ow
oy =3
rar w=r or

D’ou

d 1 ow 5 0w
— (U —_ 3 et
S0 = /a - (27“ iy 8T>

1 ow |?
=1
+ Tni /QBT 87“
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ouon a

I 1 / O(w?)
R op, Or

1

_ A(w?(r,0))

—1
rr 0€oBy a/r

n—1

D’ou

avec

Fin de preuve.

2 Application aux blow-up

Théoréme 2.1 (Homogénéité des limites de blow-up)
Soit Xo € 0{u >0} et u, une limite de blow-up en Xo. Alors uS, est homogéne de
degré 2, c’est-a-dire

uS, (AX) = NuS, (X)  pour tout X\ >0

et
@ug(mo(r) = constante = pli%1+ D, x,(p)-
Preuve du Théoréme 2.1.
Soit (x ¥)
u(Xg + €
u, (X) = — Q=

. . . 0,1
Alors pour une sous-suite extraite on a la convergence suivante dans ;. (IR") :

E”k 0
’LLXO — UXO
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et par conséquent & r > 0 fixé, on a

D, o(7) — By ol

Or d’aprés I'invariance d’échelle on a

q)u;;k ,0(7‘) = <DU,XO (5nkr)

— constante = @, x,(07) = lim, o+ Py x,(p).

Ici la limite @, x,(0") existe d’aprés la monotonie de p — ®,, x,(p). De plus cette limite
est finie car on a les bornes suivantes sur u :

I1D?ul| oo (B, (x0)) < Co

[ Vul| oo (B, (x0)) < Cor

T2
[[ul] Lo (B, (x0)) < Co'y

ce qui garantit que pour tout p on a

CI)u,XO(P) > —Ol > —0Q.

D’ou
¢u§070(r) = constante = &, x,(07).
Or
d 1 0 (u%,(X)\ |
o (‘I)u% 70) (r) = m/ A (072)
r 0 r 9B,.(0) or |X|
¢ (X X
D’ou o (X) ne dépend que de § = —, c¢’est-a-dire

| X2 RY

o8, (0 = 1P ()

Fin de preuve.

Corollaire 2.2 L’ensemble {ug(O = 0} est un cone.
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Chapitre 6

Classification des limites de blow-up

1 Rappel du Théoréme de Liouville

Théoréme 1.1 (Liouville).

Soit v vérifiant
Av=0 sur IR"

HU| ’Loo(B'n) S C

Alors v = constante.

Preuve du Théoréme 1.1.
Soit m = infpn v > —00 et w = v — m. Ainsi

Aw=0 sur R"
w>0 sur R"

inf zn w = 0.
Alors d’apres l'inégalité d’Harnack on a

0 <supw < Cyginfw.
B Br

Or infp, w — 0 lorsque r — +o00, d’ott supg w — 0 et supp. w = 0 ce qui implique
que w = 0, c’est-a-dire v = m = constante.

Corollaire 1.2 Si la mesure de [’ensemble {ug(o = 0} est nulle, alors il existe une ma-
trice Q), de type n X n vérifiant trace(Q) = 1 et QQ > 0, telle que

1
u%, (X) = §tX Q- X.
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Preuve du Corollaire 1.2.
On note u” = u%,. Puisque la mesure de Lebesgue de {u())(O = O} est nulle, on a

A’ =1 sur IR™
Soit £,¢ € S"7', et v = D u°. Alors
Av=0 sur IR"
HUHLO@(Rn) S Co.

D’aprés le Théoréme de Liouville, on a v = constante. Soit maintenant X € IR" et
o(t) = u°(tX). Ainsi on a

o(t) = 6(0) + t(0 /ds/d(m”

D’ol une évaluation en ¢t = 1 donne

t s
u® —O—i—O—i—(/ ds/ d&>D§(7XuO
0 0

1
= itx - (D*u°) - X.

Fin de preuve.

1.1 Classification en dimension 2

D’aprés le résultat d’homogénéité (Théoréme 2.1), toute limite de blow-up en dimen-
sion n = 2 s’écrit

u’(X) =1r%g(0), avec r=|X|, 0=
et rappelons que u? vérifie
Au® = 1g050p sur  IR?
u’ >0

u’ € CHIR?), || D*u||1(m2) < Co.

Or l'opérateur de Laplace s’écrit en coordonnées polaires :

1o (o) 1o
 ror rar r2 002"
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Cela donne avec 6 € S* = [0, 27) periodique = IR\27Z
49(0) + ¢"(0) = 1{g50p sur S!
g=>0

g€ CHSY, 9"l < Co.
La ou g > 0, les solutions explicites sont

g(0) = Acos(2(0 — 0)) + i

Posons 6y = 0, les autres solutions s’obtenant par translastion en 6. Quitte a changer
en 0 + 7, on peut supposer que A > 0. On a alors trois cas.
Cas1: 0< A<
Alors g > 0 sur S!, cela fournit une solution.
Cas2: A> 1
Alors g > 0 sur l'intervalle (—#6,,6,), avec ¢, € (0,7/2). D’ou ¢'(#;) # 0. Contradition
avec le fait que g est positive et C'. Il n'y a donc pas de solutions.
Cas 3: A= i
Alors on a | |
g(0) = Z(COS(QQ) +1) = 3 cos’(#) laon g>0.

Ainsi la fonction suivante est une solution

scos?  si 0e(—m/2,7/2)

90(9) =
0 sinon.

D’o1, ou bien
9(0) = go(0)
ou bien
9(0) = g0(0 + )
ce qui est la méme solution & translation prés en 6, ou bien

1
g(0) = 5 cos? 0

Conclusion
A translation prés sur 6, i.e. a rotation prés des fonctions, on trouve deux types de
solutions, définies pour tout X = (1, xs) € IR? par

—xf si x1 >0
uO(X) = r2g0(9) =

0 si 2:<0
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oll bien avec 0 < A <

u’(X) =r? (ACOS(ZH) + i) = %tX.Q.X

1+24 0

ou ) = >0,
0 194

avec trace égale a 1.

1.2 Théoréme général de classification des limites de blow-up
On prouve facilement le résultat suivant

Lemme 1.3 Soit « = a(n) la constante définie par

o = ‘I)ug,o(l)
o1
. §xf st 11 >0
u (X) =
0 st 21 <0.
Alors a > 0

On a par ailleurs le

Lemme 1.4 Soit () une matrice n X n symétrique, de trace égale a 1. Alors pour tout
r >0, ona

1
D, 0(r) =20 avec v(X)= ;X Q- X.

Preuve du Lemme 1.4
Par invariance par dilatations on peut ramener le calcul au cas r = 1. Ainsi

D,0(1) = / |Vv|2 +v— /
Bi(0) 2 9B (0
X
= / ——UAU—i-U—/ ( —~VU)
B1(0) 9B1 (0 | X|
/ 1
= —v
Bi(0) 2
L,
= 51 trace(Q)
B1(0)

= 2«
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ol on a utilisé une intégration par parties pour la deuxiéme ligne. Pour la troisiéme ligne,
on a utilise TEDP Av = 1 et I’homogénéité d’ordre 2 de v qui vérifie alors la relation
d’Euler : X - Vv = 2v, ceci éliminant le terme de bord. La quatriéme ligne s’obtient en
diagonalisant la matrice () en base orthonormée. Ceci termine la preuve du Lemme 1.4.

Plus généralement, utilisant des arguments de type principe du maximum, on peut
classifier les solutions homogénes de degré 2 de

Auo =1 {u9>0}

u’ >0 dans IR".

| D*u®|| oo (my < C
et en déduire le résultat suivant :

Théoréme 1.5 (Théoréme de type Liouville, classification des limites de blow-

up)
Soit u une solution au probléme de l'obstacle et Xy € {u > 0}. Soit

. u(Xo + €, X)
n

avec £, — 0. Alors il eziste au moins une sous-suite (¢, ) telle que la suite de fonc-

tions (ui?o’“) converge (uniformément sur tous les compacts de IR") vers une limite u%, .

Réciproquement, notons ug(o toute limite d’une sous-suite (ui?o") convergente. Alors ou
bien

i) lim, 0 @, x,(r) =a >0

et il existe un vecteur unitaire v (qui dépend a priori du choiz de la sous-suite (“i?(f))

tel que

1
e, (X) = 5 (max(0, < X, v >)),

ou bien
i) lim, o @, x, (1) =200 > 0
et il existe une matrice Q) de type nxn symétrique, positive ou nulle, vérifiant trace(Q) =
1 (cette matrice QQ dépend a priori du choiz de la sous-suite (ui(”o’“)) tel que
0 L,

U (X):§X~Q-X.
Définition 1.6 (Points singuliers / Points réguliers)
Les points Xy € {u > 0} de type i) sont appelés points réguliers de la frontiére libre.
Les points Xy € {u > 0} de type ii) sont appelés points singuliers de la frontiére libre.
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On écrit
0{u=0}=RUS

ol
R={Xo€d{u=0},o,x,(0") =a},

S = {X() € 8{’& = 0}7(I)U7X0(0+) = 20[} .

Interprétation.

—— u(x,x,)=1/2 (max(x,.0))
u’=0
u =0
— ul(x x)=12 x?

F1G. 6.1 — Limites de Blow-up

Proposition 1.7 S est fermé.
Corollaire 1.8 R est un ouvert de 0 {u =0}, et S est un fermé de 0 {u = 0}.

Preuve de la Proposition 1.7.
Soit X' € S tel que X' — Xj. On veut prouver que Xy, € S. Si Xy € S, alors Xp € R
et donc

D, x,(r) — «

lorsque 7 tend vers zéro. Soit ro > 0 tel que

Q.

N W

q)u,Xo (TO) S

Par ailleurs on a
q)u,X(’)Z (7’0) 2 <Du,X6L(O+) = 2.

D’ou par passage a la limite on tire
(D%XO (’I"()) Z 2.

Contradiction.
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Chapitre 7

Etude des points singuliers

1 Une formule de monotonie pour les points singuliers
Rappelons que I’'on écrit
d{u=0}=RUS

ou
R = {XO S 8{’& = O},(IJMXO(OJF) = Oé},

S={Xo€d{u=0},9,x,(0%) =2a}.

Théoréme 1.1 (Formule de monotonie pour les points singuliers)
Soit v = §tX Q- X >0 ot Q est une matrice n X n symétrique vérifiant trace(Q) = 1.

St u est une solution du probléeme de [’obstacle et si Xy € S alors la fonction

1
Uy x, (1) == e /83 o (u(Xo +-) —v)* est croissante en r.

Remarque 1.2 Lorsque cela ne sera pas nécessaire, on ommettra v dans [’expression
WP v, (1), en la notant simplement W, x,(r).

Preuve du Théoréme 1.1.
On considére une fonction v vérifiant pour tout » > 0

D, o(r) =20 = <I>u7XO(O+).

Ceci est en particulier vérifié par la fonction v du Théoréme.
Soit alors
w=u(Xo+-)—w.
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Par intégration par partie on calcule
@on (7”) - (I)on (O+)

= (I)wXO (T) - (IDU,O(T)

1 1
:r"+2/B §]Vw\2+Vv-Vw+w
1 / )
— w* + 2vw
3 Jop,
1 1
= [ Ve - a0
! / e Vo2
— w rwn - Vo — 2ow
3 Jop, 3 Jop,
1 1
- Tn+2/ §]Vw\2—|—w(1—Av)
! / - (X - Vv —20)
— w4+ —— w(X - Vv — 20
3 Jop, 3 Jop,

1 1
= /Br —iwAw +w (1 — Av)

1 /
+ w(X -Vv—2v)+1
rn+3 9B, ( )
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ou

1 1
I = / —rwn - Vw — w?
e Jop, 2

1 / 1 ow )
= Y/ —Wr— — w
7“"+3 9B, 2 87”
1 / 0 [w? )
rn+3 OB, 87“ 4
1 10 4

- - - v 2y
42 /aBT r4 or (w?) 5

S o
= 4yn—2 9B, or 4

Il

B~ 3
N
—N— —N—
<

3

= |
w
Q\
oy
3

S

Do
H’_/

(Puxo (1) = Pux (07))

< e

2
+Tn+3 /BT {wAw - 2w(l — Av)}

4
Tn+4 /aB UJ(X . VU — 2’0)

Or d’apreés la formule de monotonie on a

Dy x, (1) — Py x,(07) >0
et par ailleurs le v choisi dans le Théoréme est homogéne de degré 2, donc

X -Vv—2v=0
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et vérifie
Av =1.

On calcule alors (avec u qui signifie ici u(Xy + -))

0 si u>0
wAw = (u — v)A(u —v) =

d (1 ,
— > (.
dr {7“"+3 /a&w } N

Ceci termine la preuve du Théoréme.

v
o

Lemme 1.3 Soit ug(O un blow-up limite de u en Xy (celui-ci pouvant a priori dépendre
de la sous-suite extraite). Alors on a

v 1 0 2
Vi 0 = g [ (ko)

Preuve du Lemme 1.3.
Remarquons que 1'on a

s, 0(r) = Vo x (e7).

Or pour une sous-suite extraite (¢'), on a la convergence en norme C%! uniformément
sur tous les compacts de uS, vers u%,, donc a r fixé on a

U oo o(r) — U o(r).

uXo’ UXO7
Par ailleurs par la monotonie de ¥, x,, on a
/ +
‘I]U«;XO (5 7’) \DMXO (0 )

On en tire ’égalité
\Iju,Xo <0+) = \Ilug(o,(](r)

pour tout » > 0, ce qui termine la preuve du Lemme.

Corollaire 1.4 (Unicité des limites de blow-up pour les points singuliers)

Pour tout Xy € S, il existe une unique matrice n X n symétrique Q)x,, positive, vérifiant
trace(Qx,) = 1 telle que la limite u%, de tout blow-up v, (X) = M, est unique
et est donnée par

ul, = %tX ‘Qxo - X.
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Preuve du Corollaire 1.4.
Supposons qu’il existe deux limites possibles v',v? obtenues par blow-up, c’est-a-dire
telles qu’il existe deux sous-suites (¢’) et (£”) telles que

e 1
UXO — U

et

e” 2
U, — v

On voit d’apres le Lemme 1.3 que

1 / 1 2 1 2 2
(v =) =Ty (0+):—/ (v2 —v)*.
3 JoB, ) o 3 JoB, )

1

En faisant le choix v = v*, on obtient le résultat.

2 Dépendance continue du blow-up limite

Rappelons que S est fermé.

Proposition 2.1 (Continuité des limites de blow-up pour les points singuliers)
L’application
Q . S — Mnxn

XO — QXO

est continue.

Corollaire 2.2 [l existe un module de continuité o (c’est-a-dire o est continu, croissant
et vérifie 0(0) = 0) tel que

VXO’YE) 687 |QX0_QY0| S0-(|‘X70_Y0|)

Preuve du Corollaire 2.2.
Cela résulte de 'uniforme continuité sur les compacts.

Preuve de la Proposition 2.1.
Soit X' — X,. Etant donné € > 0, fixons r > 0 tel que

\Iju,Xo (7“) S \Ilu,XO (O+) +e€.
Remarquons que a r fixé, on a

\Iju,X{} (OJr) < \I}u,XS (T) I \DU,XO (T)
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D’ou
lim sup W, x» (07) < Wy x,(0%) 4 ¢
n—+oo

ol ¢ est arbitraire, ce qui signifie que

lim sup W, x» (07) < ¥y x,(07)

n—-4o0o

c’est-a-dire

1 2
hmsup/ <—tX Qxp - X — v)
n—toc JoB(0) \2

1 2
g/ (—tX-QXO-X—v).
9B1(0) \2
1t

Le choix v = 5" X - Qx, - X implique

Qxp — Qx,

ce qui termine la preuve de la Proposition.

Proposition 2.3 Il existe un module de continuité o tel que pour tout Xy € S, pour
tout r >0, on a

0 < WY« (r) < o*(r) pourle choiz v =u,.
Preuve de la Proposition 2.3.
Par contradiction.
Définition 2.4 Soit pour k =0,....,.n — 1
S ={Xo €S, dim Ker Qx, =k}

ot dim Ker QQx, est la dimension du noyau de la matrice Qx,. Ainsi

n—1
S=Js
k=0
Proposition 2.5 Pour chaque k, [’ensemble
n—1
Fo=Js
j=k

est fermé.
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Preuve de la Proposition 2.5.
Soit X € F), avec X} — X, € S. Alors

lim Qxp = Qx,-

n—-+o00

D’ou
k <lim sup (dim Ker QXS) < dim Ker Qx,.

n—-+o0o

Ceci prouve que X, € F}.

Proposition 2.6 (Approximation C' de I’ensemble singulier)
1l existe un module de continuité o tel que pour tout Xo,Yy € S,,-1 = F,,_1, on a

dist (Yo, Xo + Ker (Qx,))
|Yo — Xo

<o (|Xo—Yol).
Preuve de la Proposition 2.6.
Supposons qu’il existe une suite de points X, )" € S, tels que

dist (Y, X3 + Ker (Qx;z))
¥g' — X

>6>0

Yy - Xg| — 0.
Quitte & extraire une sous-suite on peut supposer que
X(;L,Ybn — XQ € Sn,1

et que (pour un choix judicieux du systéme de coordonnées)

1 1
Soit alors
5n:|Y0n_X(7)1’ —0
et v xon
n 0 — Y0 n—1
V=—""" _specSsS
Yo — X7

ou la convergence des v™ a lieu encore une fois quitte & extraire une sous-suite. On

considére alors le blow-up
En
U XLSL.
Le probléme se réécrit ainsi :

dist (V",Ker (QXE)‘)) >06>0
un (V") = 0.
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Ainsi

VR
S
X:m ><O

o;g: o
I}
—
=
SN—
~_
[ SIS
Il
N
K
e ><:O
—
o0
3
3
SN—
~_
NI

N|=

u%
S (qju,};g()l (ETLT)>

<o(enr)+ Coleyn).

Ug( %
+ (\I’ug(i,o(enr))

0

Ceci prouve que
En 0
qu — UXO .

En utilisant le Lemme (dont la preuve et le sens évident est laissée au lecteur)
Lemme 2.7 Ker Qxp, — Ker Qx,.

On obtient
dist (v, Ker (Qx,)) >3 >0

u%, (v) = 0.

Le deuxiéme ligne implique que

() =0
— (v —
5

alors que la premiére ligne implique que v; # 0. Contradiction.

3 Description de ’ensemble singulier

3.1 Rappel du Théoréme d’extension de Whitney

Théoréme 3.1 (Théoréme d’extension de Whitney)
Soit A un compact de IR™ et deuz applications

f:A— IRP,
Tf:A— R™P,
telles que
limsup |Tf(b) —Tf(a)|=0
a,beA,|a—b|—0
i b T b
ey {0 =@ =Tf@) G-a) _
a,beA,la—b|—0 |b - CL|

Alors il existe une application C! :

g: R" — IR
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telle que
gia = f, (Vg)\A =Tf.

Ce Théoréme est prouvé dans Federer [74] Théoréme 3.1.14 page 225.

3.2 Application i I’étude de I’ensemble singulier

Proposition 3.2 Soit X, € §,,_1. Alors il existe un rayon rx, > 0 et un compact A de
la (n—1)-dimensionnelle boule Bf;ol(O) C Ker Qx, ~ IR"™', et il existe une application

fiA— (KerQx,)  ~ R

(ot (Ker QXO)L est la droite orthogonale a I’hyperplan formé par le noyau de la matrice
Qx,) tel que en définissant

Y: A — B, (X)) CR"

¥ — () = Xo+ (2, f(2))

on a
Sn1 N Bry, (Xo) = t(A).

Preuve de la Proposition 3.2.
Cette Proposition est un Corollaire de la Proposition 2.6, en définissant A par la pro-
jection orthogonale sur le noyau Ker ()x,, de la facon suivante :

A =ProjKer g, (Sn-1 N Bry, (X0)) -

Proposition 3.3 On définit T'f sur A par

ot
n = (ng,ny) € Ker Qx, x (Ker Qx,)"

In| =1
i
R-n= (Ker Q¢(x/)) .
Alors (f,Tf) satisfait aux hypothéses du Théoréme 3.1 d’extension de Whitney sur A.

Preuve de la Proposition 3.3.

Cette Proposition est un Corollaire de la Proposition 2.6, en remarquant que n =
1

W(Vf ;1) lorsque f est régulier.
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Corollaire 3.4 S,_; est contenu dans une hypersurface C*.

Remarque 3.5 Une analyse similaire permet de montrer que les Sy sont localement
contenus dans des variétés C' de dimension k.

Conclusion
La recherche de propriétes qualitatives sur I’ensemble des points singuliers se rencontre
dans beaucoup d’autres domaines. Suivant les cas des techniques similaires peuvent
s’appliquer ou pas. Citons en vrac :
— Les surfaces minimales et mouvement par courbure moyenne (voir par exemple
[84, 90, 141, 142, 21, 28])
— Le probléme de Mumford-Shah en traitement d’images (voir par exemple [29, 61,
65, 67, 80, 81, 114, 129, 130|)
— Les problémes de fissures (voir par exemple |1, 20, 27, 79, 110|)
— Les problémes a frontiéres libres a deux phases
— Le probléme de 'obstacle d’évolution
— L’équation de la chaleur non linéaire
— Les équations de Navier-Stokes
— L’étude des singularités des systémes elliptiques non linéaires
— etc.
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Chapitre 8

Etude des points réguliers

1 Exemple de non unicité des limites de blow-up

On regarde le probléme de I'obstacle (un peu plus général que précédemment) sur
un ouvert €2, pour une fonction f continue sur €2 :

Au= f 10
u>0 (1.1)

uwe Cl |[D%ul|pe(o) < Co.

Contre-exemple (cf. Blank [25, 26])
Il existe une fonction f continue, et une solution u de (1.1), et un point X, € (2,
régulier au sens de notre définition avec f(Xo) = 1, tel que les limites u%o des blow-up
uk, (X) = W ne sont pas uniques (cas d’une spirale infinie).

Cela montre que 'unicité des limites de blow-up est délicate (et peut dépendre de la
régularité de f).

2 Unicité des limites de blow-up et conséquences

A notre connaissance, il n’y a pas de méthode générale et simple de preuve de I'unicité
des limites de blow-up pour les points réguliers.
Néanmoins il est possible de prouver le résultat suivant (cf. Caffarelli [42], Weiss [162]) :

Théoréme 2.1 (Unicité des limites de blow-up pour les points réguliers)

Si f e C%(Q) pour un o € (0,1], et si X, est un point régulier d’une solution u de
u(Xo+eX)

(1.1), alors la limite u%, des blow-up uS, (X) = “=5== est unique.
Pacons-nous dans le cas ou f =1

Ainsi on a ]
u, = 5 (max(0, < X, vx, >)°
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ou le vecteur unitaire vy, ne dépend que du point X, (et non pas de la sous-suite
extraite).

I est alors possible d’en déduire (comme cela a été fait dans le cadre des points
singuliers) :

Corollaire 2.2 (Continuité des limites de blow-up pour les points réguliers)

L’application
v: R — St

Xo — vx,
est continue.

Un raisonnement similaire & celui utilisant le Théoréme d’extension de Whitney dans
le cadre des points singuliers, permet de déduire le résultat suivant :

Théoréme 2.3 (Régularité de la frontiére libre)
La partie R de la frontiére libre est localement une hypersurface C*.

Cela justifie en particulier la définition de I’ensemble R des points réguliers.

3 Vers plus de régularité sur la frontiére libre

On a le résultat suivant

Théoréme 3.1 (Analyticité de la frontiére libre)
Lorsque f = 1, I’ensemble R de la frontiére libre est une hypersurface analytique.

Idée de la démonstration
Supposons que la limite du blow-up en 'origine soit

W(z) = %(max(O,xl))Q

avec * = (x1, ..., T, ). Kinderlehrer, Nirenberg et Spruck [106] ont introduit pour ce pro-
bléme la transormation de I'Hodographe-Legendre :

u(z) — w(y)
avec
v(y) = u(z) — 219
Y=, yn) avec y1=F5 yi=x, 1=2,.,0

Ainsi la frontiére libre est envoyée localement sur I’ensemble {y; = 0}, et I’ensemble
{u > 0} localement sur {y; > 0}. Il est possible de traduire 'EDP sur u en une EDP
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sur v. La théorie de la régularité des solutions d’EDP elliptiques avec conditions sur le
bord y; = 0 s’applique et donne une certaine régularité sur la solution v.
On remarque par dérivation que

ov
Ty =——=.
oy
On conclut que I'équation de la frontiére libre est
ov
T1 = —7 W = O,CC'Q, ey Ty
8y1( )

et donc la régularité de la frontiére libre est celle de V.

Remarque 3.2 Pour finir, signalons une méthode alternative pour prouver [’existence
de frontiéres libres régulieres par perturbations : il est possible d’utiliser le Théoréme
d’tnversion locale de Nash et Moser qui s’applique dans l’espace des paramétrisations
C* de la frontiére libre (cf. par exemple Hamilton [86] pour une telle utilisation, et les
références suivantes : [2, 66, 91, 131, 182, 183, 134, 137, 153, 154, 155, 164]).
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