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Modéle de Frenkel-Kontorova : résultats
d’homogénéisation et existence de traveling
waves

N. Forcadel, M. Al Haj?, C. Imbert?, R. Monneau*

Résumé. Dans cette note, nous nous intéresserons au modéle de Frenkel-
Kontorova. Il s’agit d’un systéme d’équations différentielles ordinaires qui dé-
crit la dynamique de particules. Chaque particule satisfait une loi de Newton
(incluant un terme d’amortissement et un terme d’accélération) ou la force est
crée par 'interaction avec les autres particules et avec un potentiel périodique.
Ce modéle est un modéle trés simple et apparait dans beaucoup d’applications :
dislocations, modéle non-linéaire de la dynamique de ’ADN, en chimie (mou-
vement de protons dans des réseaux d’atomes d’oxygéne). Aprés avoir expliqué
Iimportance de I’étude des dislocations (ce qui est la motivation principale de
ce travail), nous donnerons un résultat d’homogénéisation. Le but est de dé-
crire quel est le comportement macroscopique des particules quand le nombre
de particules par unité de longueur tend vers l'infini. Il s’agit donc de passer
d’une description d’un nombre fini de particules & une description de densité de
particules. Dans une seconde partie, nous étudierons ’existence de travelling
waves pour ce modéle.

Mots-clés. Modéle de Frenkel-Konotorova, Homogénéisation, Traveling waves,
Fonction enveloppe.

1. Introduction

Dans cette note, nous nous intéresserons & des résultats récents concernant
des modéles de type Frenkel-Kontorova. 1l s’agit de systémes d’équations diffé-
rentielles ordinaires décrivant le mouvement de particules en interaction avec
leurs voisines et soumises & un potentiel périodique. Pour un panorama sur les
modéles de Frenkel-Konotorova, nous renvoyons au livre de Braun et Kivshar
[5]. Nous étudierons deux questions différentes. Tout d’abord, nous regarde-
rons la limite du systéme d’EDO quand le nombre de particules par unité
de longueur tend vers I'infini. Nous verrons que cela peut étre vu comme un
résultat d’homogénéisation. Ensuite, nous construirons une solution de type
travelling waves pour le systéme d’EDO. Nous verrons que ces deux questions,
a priori différentes, reposent sur la construction de fonctions enveloppes. Cette
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notion remonte aux travaux d’Aubry [2, 3]. De maniére formelle, il s’agit d’une
fonction h : R — R telle que si v représente la vitesse moyenne des particules
et g I'inverse de la densité des particules, alors la position de la iéme particule
est donnée a 'instant ¢ par h(vt + ig) (voir Définition 2.5).

2. Résultats principaux
2.1. Homogénéisation

Nous commengons cette présentation par le modéle de Frenkel-Kontorova dans
sa forme la plus simple. Sil’on note ¢ le temps et U;(t) la position de la particule
i € Z, la dynamique la plus simple est donnée par

d*Ui | dU;

dt dt

ol mo est la masse d’une particule, L est une force d’entrainement constante
qui fait bouger tout le "train de particules" et le terme sin(27xU;) décrit la

force créée par un potentiel périodique dont la période est supposée étre égale
al.

mo =Ui41 —2U; + U1 + Sin(?TK‘UZ‘) + L (2.1)

Le but de notre étude est de décrire le comportement macroscopique de la
solution U de (2.1) quand le nombre de particules par unité de longueur tend
vers ’infini. Pour faire cela, on va supposer qu’a 'instant initial les particules
satisfont

UL(O) = S_IUQ(iE)
dU;
dr

pour un certain € > 0 et une fonction Lipschitzienne ug(x) satisfaisant ’hypo-

(0)=0

thése suivante

Borne sur le gradient par au-dessus et au-dessous a l’instant initial

Il existe Ko >0t.q. 0<1/Ko < (uo)s <Ko sur R. (2.2)

Cette hypothése s’interpréte en disant qu’a 'instant initial, le nombre de par-
ticules par unité de longueur varie entre Ko_lsfl et Koe™ L.

Il est alors naturel de se demander quel est le comportement macroscopique de
la solution U de (2.1) quand € tend vers zéro, i.e. quand le nombre de particules
par unité de longueur tend vers l'infini. Pour cela, nous allons introduire une
fonction qui décrit la position remise & ’échelle des particules

U (t,x) = eU| o1y (e7't) (2.3)

ou |-] désigne la partie entiére inférieure. Notre premier résultat dit que la
dynamique limite quand e tend vers zéro de 1’équation (2.1) est déterminée
par une équation de Hamilton-Jacobi du premier ordre de la forme

uf = F(u?) pour (t,x) € (0,+00) x R,
{ UO(Ov x) = uo(x) pour z €R (2.4)
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ol F' est une fonction continue & déterminer. Plus précisément, nous avons le
résultat suivant

THEOREME 2.1. (Homogénéisation du modeéle de Frenkel-Konotorova)

11 existe une masse critique m§ telle que pour toute masse mo €]0,mg| et
pour tout L € R, il existe une fonction continue F : R — R telle que
sous ’hypothése (2.2), la fonction u® converge localement uniformément vers
I'unique solution de viscosité u° de (2.4).

REMARQUE 2.2.
La masse critique m§ est précisée dans 'hypothése (A3) ci-dessous.

Dans [7], nous avons traité avec C. Imbert et R. Monneau le cas complétement
amorti mo = 0. Nous avons ensuite généralisé ce résultat dans [8] au cas accé-
léré mo > 0. La différence principale est que dans le cas complétement amorti,
la dynamique peut étre injectée dans une seule EDP alors que dans le cas ac-
céléré, la dynamique doit étre injectée dans un systéme d’EDP o1, de maniére
simplifiée, une équation décrit la position des particules et ’autre leur vitesse.
Cette approche (que nous allons détailler plus loin) permet également d’homo-
généiser des systémes de type Frenkel-Kontorova ot I'on considére différents
types de particules.

Cas avec N types de particules

Etant donné N € N\ {0}, on considére une suite de nombres réels (6;);cz telle
que
Oisn =0; >0 pourtout i€ Z.

On considére alors le modéle de Frenkel-Kontorova généralisé avec N types
de particules différentes qui restent ordonnées sur la droite réelle ot pour
7 € (0,400) et i € Z, U; satisfait

2 . .
d"U; " dU;

d2 dr = 9i+1(Ui+1 — UZ) — 01(U1 — Ui_l) + sin (27TU7;) + L (25)
r

mo

Ce modéle est schématisé dans la Figure 2.1. Comme nous allons le voir,
des résultats d’homogénéisation similaires & ceux du Théoréme 2.1 peuvent
étre démontrés. L’idée essentielle pour cela est de travailler avec des systémes
monotones d’EDOs. Inspiré par le travail de Baesens et MacKay [4] et de Hu,
Qin et Zheng [9], on introduit pour tout ¢ € Z la fonction suivante

Ei(7) = Ui(7) + 2mo ”gf (7).

En utilisant cette nouvelle fonction, le systéme d’EDOs (2.5) peut se réécrire
sous la forme suivante : pour 7 € (0, +00) et i € Z,

dU;

L= ao(Ei — U;
dr oo )
d=;

P = 291‘+1(U~;+1 — UZ) — 201(U~L — Uifl) + QSin(QﬂUi) + 2L + Oéo(U»; — El) .
-
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Fig. 2.1. Le modéle de Frenkel-Konotorova avec N = 2 types de particules (et
de ressorts) et une interaction au plus proche voisin

ol g =

5 1 . Grace a ce changement de variable, le systéme est maintenant

™o

monotone et pourra étre homogénéisé.

2.2. Systéme de Frenkel-Kontorova général avec IN types de
particules

D’une maniére plus générale, on considére le systéme de Frenkel-Kontorova
généralisé avec N types de particules suivant :

2 . .
d“U; i dU;

o dr? dr

=Fi(Ui—m, -, Uitm) (2.6)
oit les fonctions F; : R*™T' — R, qui a V associent Fj(V), vérifient les
hypothéses suivantes (avec V.= (V_pm, ..., Vi))
(A1) (Reégularité)
F; est Lipschitzienne en V' uniformément en j .

(A2) (Monotonie en V;, i # 0)

F;(V_m, ..., Vi) est croissante en V;  pour i # 0 .
(A3) (Monotonie en V)

oo + our tou .
0 9‘7 - J

REMARQUE 2.3.
L’hypothése (A3) s’interpréte en demandant que la masse myo soit suffi-
samment petite par rapport aux variations de la non-linéarité.

(A4) (Périodicité)
Fi(Vem+ 1, Vin + 1) = F;(Vom, ..., Vi),
(A5) (Peériodicité des types de particules)
Fjin =F; pourtout jeZ.
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(A6) (Ordre) Pour tout (V_m,..., Vi, Vint1) € R*™2 tels que Vig1 > Vi
pour tout |i| < m, on a

2F]‘+1(V_m+1, ey Vm+1) + a0V1 Z 2Fj(V_m, .. ,Vm) =+ Olo‘/o .

Cette derniére hypothése permet de garantir I'ordre des particules, c’est a
dire que U; < Uj41 pour tout temps. Dans le cas ot I'on a un seul type de
particules (Fj11 = Fj pour tout j € {1,...,n — 1}), alors cette hypothése est
une conséquence directe de (A2) et (A3).

En utilisant les mémes idées que précédemment, et en particulier I’équation
(2.3), on se rameéne a I’étude d’une fonction

(u,€) = ((u;(y, 7))jez, (&5 (y, 7))se2)

satisfaisant le systéme d’EDP suivant : pour tout (y,7) € R x (0, 4+00) et pour
tout 5 € Z,

{ (uj)r = ao(& — uy)
(&)r = 2F5([u(, T)]jm) + ao(u; — &),

(2.7)
{ uj+n(y7 7—) = Uj (y +1, 7—)
£j+n(y7 T) = §J(y +1, T) .
ol pour une fonction générale v, on a
[W]im(y) = (0j-m (), vitm(y)) -
Etant donné € > 0, on remet le systéme a 1’échelle en considérant
ui(a,t) = eu; (£, L)
(2.8)
x 1
gty =e (L, L),
et on impose les conditions initiales suivantes :
je
us(z,0) = uo (m + %)
(2.9)

€(,0) = & (x+ %) |

ol up et & satisfont :
(A0) (Borne par en-dessous sur le gradient) Il existe deux constantes
Ko > 0 et My > 0 telles que :
0<1/Ko < (u0)e < Ko dans R,
0<1/Ko<(&)s < Ko dans R,
lluo — €50 < Moe.
Notre résultat d’homogénéisation s’énonce alors de la maniére suivante :

THEOREME 2.4. (Homogénéisation de systémes de type FK avec N types de
particules)
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On suppose que les (Fj); satisfont (A1)-(A6) et que les données initiales
uo, & vérifient (A0). Alors il existe une fonction continue F : R — R telle
que pour tout entier i € Z, les fonctions u5 et &5 définies par (2.8) convergent
localement uniformément vers I'unique solution de viscosité u° de (2.4).

Pour compléter cette partie, il ne reste plus qu’a expliquer comment est dé-

terminée la non-linéarité F'. Ceci est fait & ’aide des fonctions enveloppes
que nous allons définir dans la section suivante et qui vont jouer le role des
correcteurs de la théorie classique.

2.3. Fonctions enveloppes

Nous allons maintenant définir la notion de fonctions enveloppes pour notre
systéme. De maniére formelle, nous allons chercher des fonctions ((h;(z)) cz
et (g;(z))jez telles que

uj (z,t) ~ eh; (u(?t)> et & (v,t) ~egi <U(§7t)>

et telles que €h; (%) — z et €g; (%) — z quand € — 0. En supposant qu’a
I’échelle microscopique u®(y, T) =~ py -+ A7, cela revient & chercher des fonctions
(hj(2))iez, (9i(2))jez telles que

(uj(y,7),& (W, 7)) = (hi(py + A7), 95 (py + AT))

soit une solution de (2.7). On est alors amené & la définition suivante :

DEFINITION 2.5. (Fonctions enveloppes pour le systéme (2.7))
Soit p € (0,4+00) et A € R. On dit que les fonctions ((h;);, (g;);) sont des
fonctions enveloppes pour (2.7) si elles vérifient les propriétés suivantes
pour tout z€ R, j € Z

AR = ao(g; — hy) Ag; = 2F;([h],m(2)) + o (hy — g5)
hi(z+1) = h;(2) +1 gi(z+1)=gj(z) +1
hj+n(z) = hj(z +p) gi+n(2) = g;(2 + p) (2.10)
hjv1(z) > hj(2) gi+1(2) 2 g;(2)
(hj)=(2) >0 (95)2(2) 20
AC t.q. |hj(z) — 2| < C AC t.q. |gj(z) — 2| < C.

Le théoréme suivant explique comment est déterminé ’Hamiltonien effectif F.

THEOREME 2.6. (Hamiltonien effectif et fonctions enveloppes)

Soit (F}); satisfaisant (A1)-(A6) et p € (0,400). Alors il existe un unique
nombre réel A pour lequel il existe des fonctions enveloppes ((h;);,(g;);)-
De plus, le nombre A = F(p) vu comme une fonction de p est continue sur
(0, +00).
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2.4. Traveling waves

Dans cette partie, on se place dans le cas complétement amorti (mo = 0) et
avec un seul type de particule (N = 1). Etant donné F' = Fi, on considére
alors le systéme de particules
dU;
dr

Le but est de construire des solutions particuliéres de type traveling waves du

= F(Uicm, -+, Uigm). (2.11)

systéme (2.11), & savoir des solutions de la forme

Ui(t) = ¢(i + ct) (2.12)
avec
¢’ >0
(2.13)
{ P(—0) =0, ¢(400) = 1.

Ici c est la vitesse de propagation de ’onde progressive ¢. De maniére évidente,
si on injecte (2.12) dans (2.11), le profil ¢ et la vitesse ¢ doivent satisfaire

' (2) = F(¢(z —m), ..., p(z +m)), (2.14)
avec z = 1 + ct.
On pose f(v) = F(v,...,v). En plus des hypothéses (A1) et (A2), on utilisera
I’hypothése suivante
Hypothése (B)
Instabilité f(0) =0 = f(1) et il existe b € (0,1) tel que f(b) =0, f|, ,, <
0, fig.) > 0et f'(b) > 0.

Régularité F est C' dans un voisinage de {b}*™ .

REMARQUE 2.7.
Le point b est instable, et c’est ce que signifie la condition f’(b) > 0. En
particulier, la partie sur l'instabilité de ’hypothése (B) signifie que f est
de type "bistable".

THEOREME 2.8. (Existence d’une onde progressive)
Sous les hypothéses (A1), (A2) et (B), il existe un réel ¢ € R et une fonction
¢ : R — R solutions de

cd'(2) = F(p(z —m),...,¢(z +m)) dans R
¢ est croissante sur R (2.15)
¢(—0) =0 et ¢(+o00) =1
dans le sens classique si ¢ # 0 et presque partout si ¢ = 0.
La méthode de construction d’une solution repose de maniére cruciale sur

Pexistence d’une fonction enveloppe associée. De maniére plus précise, ¢(x)
est construite comme la limite quand p tend vers 0 de h,(pz) et ¢ comme la
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A _
limite de TP (Ici hp est la fonction enveloppe associée & p et A, = F(p) est

I'hamiltonien effectif).

Pour étudier la question de 'unicité de ’onde progressive et de la vitesse on
utilisera les hypothéses suivantes

Hypothése (C). Monotonie inverse proche de {0}*"*! et E = {1}>"*!
1l existe By > 0 tel que pour ¢ > 0, on a
F(X + (a,...,a)) < F(X) pour tout X, X + (a,...,a) € [0, Bo)>" "
F(X + (a,..,a)) < F(X) pour tout X, X + (a,...,a) € [1— fo, 1>+

REMARQUE 2.9. (Monotonie inverse (C))

On remarque que I'hypothése (C) est satisfaite si F' est C' dans un
voisinage de {0}™ " et {1}?™*! dans [0,1]*™ ! et f'(0) < 0, f'(1) < 0.
Cette condition signifie que 0 et 1 sont des points d’équilibres stables et
ceci est important pour avoir un principe de comparaison.

Hypothése (D+)

i) Interaction avec les voisines d’un seul c6té : On suppose que

F(Vim,eosVin) = F(Vern, ..., Vo).

ii) Monotonie stricte : F' est strictement croissante en V; pour un certain
i>0.

Hypothése (D—)

i) Interaction avec les voisines d’un seul c6té : On suppose que

F(Vem,-\Vin) = F(Vo, ..., V).

ii) Monotonie stricte : F' est strictement croissante en V; pour un certain
Jj<o.

REMARQUE 2.10.

L’hypothése (D+) i) ou i) (resp. (D—) i) ou i) ) est utilisée dans le cas
¢ > 0 (resp. ¢ < 0) pour obtenir un principe du maximum fort.

Hypothése (E+)

F 0) > 0

i) Monotonie stricte au voisinage de 0 : On suppose que gV

pour un certain ¢ > 0.

ii) Régularité au voisinage de {0} :

VF(0) existe avec f'(0) < 0, et il existe a € (0,1) et Co > 0 tels que pour
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tout V € [0, 1>+

|F(V) — F(0) — V.VF(0)| < Co|V|'**.

Hypothése (E-)

i) Monotonie stricte au voisinage de 1 : On suppose que pour E =

(1,..,1) € R*™*1, 35 (E) > 0 pour un certain j < 0.
J

ii) Régularité au voisinage de {1}?"*+! :
VF(E) existe avec f'(1) < 0, et il existe a € (0,1) et Cop > 0 tels que pour
tout V € [0,1]*™H!

|F(V)— F(E)— (V — E).VF(E)| < Co|V — E|"",
avec E = (1,...,,1) € R*™*%.

REMARQUE 2.11.
Les hypothéses (E+) et (E—) sont utilisées pour montrer des asympto-
tiques a l'infini sur le profil ¢.

THEOREME 2.12. (Unicité de la vitesse et du profil)
On suppose que F satisfait (A1) et (A2). Soit (c, ¢) une solution de
{ cd'(z) = F(¢p(z —m),...,¢(z +m)) dans R

d(—00) =0 et ¢(+00) = 1. (2.16)

(a) Unicité de la vitesse : Si on suppose de plus que I’hypothése (C) est
satisfaite, alors la vitesse ¢ est unique.

(b) Unicité du profil ¢ : Si ¢ # 0, alors sous les hypothéses (C) et (D+)
i) ou 4i) ou (E+) si ¢ > 0 (resp. (D—) i) ou #i) ou (E—) si ¢ < 0), le profil ¢
est unique (3 translation prés) et ¢’ > 0 dans R.

On renvoie également a J. Mallet-Paret [10, 11] pour des résultats similaires
pour ce genre de résultat (avec des hypothéses un peu plus fortes et des tech-
niques complétement différentes).
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