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1 Introduction

Ce travail est tirée entierement de l'article [17]. Cet article m’a été proposé par M.
Régis MONNEAU (CERMICS-ENPC).

Dans ce mémoire, on analyse la relaxation des solutions faibles pour le systeme des
lois de conservation suivant

Pt + My

m? 1
m+$;+ﬂ@h=;@@%ﬂ@ (1.1)
p(0,2) = po(x)

M(Ov .CU) = mo(x),

oun T > 0; p(p):h,o“/,1<7<3,h:% et  Q(p) = ap(l —p),a > 0. etla
condition initial po(z), mo(x) sont dans L*°(R). Nous voulons prouver que ce systéme
se détend, en tant que 7 — 0, a la loi de conservation scalaire

pr+ Q(p)e =0 (1.2)

Ce type de modeles a été introduit par Whitham dans [16] afin d’étudier ’écoulement
du trafic sur les autoroutes. Un moyen plus simple de décrire ce phénomene est donné
par la loi de conservation scalaire

pt+ (pv)z = 0, (1.3)
ol la vitesse de découlement v est positive, croissante fonction de la densité p, nommée :
v =V(p)V(p) > 0V'(p) < 0. (1.4)

Le systeme (1,1) peut étre obtenu en remplagant la relation (1,4) avec la relation suivante :

vt + vvy = —% {U—V(p)—i—Tp/(p)/;f}, (1.5)

qui prend en compte les réactions des pilotes a des changements sur la route (il ya une
sorte de diffusion d’informations le long de la route). De plus, on suppose qu’ils aient
un temps de réponse 7 non nul. Il est possible de prouver I'existence globale pour les
solutions classiques du systeme (1,3) (1,6) (voir [14]), avec une formulation légerement
différente equation,soit :

1
U,Hrm;x:—; {vV(p)+1/};T, v>0. (1.6)
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Les phénomenes de relaxation sont importantes, car elles se posent dans des nombreuses
situations physiques comme les théories de la cinétique, la réaction chimique des flux et
dans la théorie des ondes linéaires et non linéaires.La premiere approche de ce probleme a
été fait par Whitham dans son livre [16]. Plus tard, il y a eu plusieurs études rigoureuses
sur le sujet, comme dans les papiers de Liu [10] et Chen, Levermore et Liu [1]. Dans la sec-
tion 2, nous aurons 'estimations fondamental L°°(R) en utilisant la géométrie spéciale
de la représentation graphique de; Q(p) et la théorie de la domaine invariante ,Ensuite,
nous dérivons une estimation de 1’énergie qui a mis en évidence la nature dissipative de
la relaxation et qui donne le taux de convergence vers I’équilibre quand 7 — 0 .Cette
estimation est obtenue en vertu de certaines restrictions, mathématiques, lorsque les
conditions d’entropie sont donnés par la disparition de viscosité artificielle (le genre de
rapprochement avec la compensation compacité cadre), alors que lexistence d’aucune
restriction si ’on utilise la plus raisonnable (a partir de la point de vue de la physique)
en voie de disparition Navier Stokes viscosité.En tant que sous I'effet de ces estimations,
nous obtenons 'existence de la solutions faible de ’entropie pour la modeéle hydrodyna-
mique pleine, pour toute 7 > 0 fixée. Dans la section 3 nous permettra de prouver la
convergence, en tant que 7 — 0, de la solutions faible de I’entropie de (1,1) a la de la
solutions faible de 1’équation scalaire. (1,2). La méthode utilisée dans cette section est
lié & [1]. La résultat de convergence est obtenu loin de vide. La section 4 suivante est
consacrée a 1’étude de la validité des conditions d’entropie vers la relaxation de la loi
de conservation (1,2).Bien que le flux Q(p) est une fonction concave, ’absence de la
limite maximale de principe pour le systeme de rapprochement, il est difficile de montrer
le type Oleinik de I'inégalité entropique.Ainsi, nous montrons 'inégalités entropique de
type Kruz kov . Ce résultat est obtenu par une analyse minutieuse de la régularisation
des prolongations de la Kruz kov-type entropies pour 'Equation (1,2) vers I'entropies du
systeme initial (1,1).La principale difficulté qui est nécessaire pour surmonter consiste a
trouver un domaine autour de la courbe d’équilibre, indépendante de « , ou les entro-
pies 1, sont simultanément strictement convexe et vérifier n/,. . Afin d’accomplir cette
tache, nous allons profiter de quelques résultats sur ’équation linéaire hyperbolique de
I’entropie, qui sont exposés dans I’annexe A.La derniére section est consacrée a I'unicité
de la solutions faible de ’entropie de 1’équation (1,2). Il est bien connu (voir [8, 6, 15])
que, & cette fin, les conditions d’entropie doit étre complétée par la L' continuité de
la semigroupe en t = 0. La principale difficultée est due a la formation d’une premiere
couche qui génére une production d’entropie. On prouve le caractere unique lorsque les
premieres données sont en équilibre.voici les valeurs propres associées au systeme hyper-
bolique (1.1)

A(p,m) = — —0p

et m
Mmm=;+@

et voici les invariantes de Riemmann

m PP (s m
w1:+/ p<)ds:——|—p9.
0




et

w9y =

m_/pr/(S)ds_m ¢
p 0 5 .

——p

0

Notez que le systeme n’est pas strictement hyperbolique car les valeurs propres peuvent
étre égales. Par conséquent,on a besoin de la condition de stabilité suivante :

A, Q(p)) < Q'(p) < A2lp, Q(p))

et dans notre cas : , ,
Y— y—
(SC) —0p 2 <a<bp 2z, 0<p<l1



2 ESTIMATIONS A PRIORI ET EXISTENCE

Dans cette section, nous étudions le probleme de ’existence de la solution du systeme
(2,2) pour 7 > 0 fixe, sous la condition de stabilité (1,7). En particulier, nous allons
prouver le théoreme suivant :

theoreme 2.1 Soit (pg,mo) € X tel que :

+oo
| ol o) < oo

et que

+00
| atonta) mof@)de < +oo
— o0

et soit (p,m°) la solution de (2.3) avec (po,mo) est la condition initial. Enfin, nous
supposerons qu’on a la condition de stabilité (1,7). Alors : on obtient (on terme de
sous suite) (p°,m=) — (p,m) fortement dans LY = pour tout p < +oo quand € — 0, o
(p,m) est une solution de (2.2) avec (po(x), mo(x)) est la condition initial, et qui vérifie
linégualité d’entropie suivante :

Mo.m) + alpm)e < n(pm)(Q(p) —m)  dans D' (21)

pour toute entropie convere n avec flur q

La preuve de ce théoreme est reportée a la fin de la section. Nous commencons par
recueillir des estimations préliminaires.
voici le systeme :

pr+mg = 0

2
m 1 (2.2)
mg + ( +p(p)> = —(Q(p) —m),
et le systeme parabolique suivante, est 'estimation viscosité artificielle de (2.2) :
pi +mg = epy,

e [ (m)? T (2.3)
w4 (PE a0 = 2@ - )+ e

1>
x

Lemme 2.2 soit (p°,m®) une solution du systéme (2.3), avec la condition initiale
(po(z),mo(x)). Si po et mo sont dans L= (R) et si la condition (SC) est vérifiée alors
(p%, m®) est uniformement bornée dans L par rapport a € et T.

Preuve :
On sait que pour certaines constantes wig et wog, chaque région 3 de la forme

Y ={(p,m)/w1 <wig et wy > wop} (2.4)



est un domaine invariant pour le systhéme parabolique
pf+mS = epia

(m)?
m§+( S o)) = e

xT

oll wy et wy désignent les invariantes de Riemann pour le systéme (2.2). On peut choisir
wip et wop tel que/
wip =wiy et w1 = wig. (2.5)
Puis, apres la transformation suivante :
R(y,s) = p(7y,7s)
M(y,s) = m(ry,7s)
Et le systeme (2.2) est transformé au systeme suivant :

Re+ M, =0

M, + (J\]f +p(p)>y =Q(R) — M,

Et le temps de relaxation a été éliminée.
Voigi le rapprochement par la viscosité artificielle du systéme ¢i dessus :

RS+ M =<K,
(2.6)

(3 (M€)2 15 & € €
M + < e —p(R ))y:Q(R ) — M*® +eM,,.
Comme nous 'avons dit précédemment, le systéme homogeéne associé a (2.6) a une région
invariant %

D’autre part d’apres le choix particulier pour les constantes dans (2.5), la courbe
M =Q(R), w1(R, M) = wig et wa(R, M) = wyo se coupent aux points (0,0) et (1,0).
Soient M = M;(R) et M = Ms(R) respectivement les formes explicites de wi(R, M) =
wip et wa(R, M) = wayp,et la condition de stabilité (SC) nous donne :

M;(0) < Q'(0) < Mi(0), (2.7)

et
Mi(1) < Q'(1) < My(1), (2.8)

Et puisque les courbes de M = M;(R) et M = Q(R) sont convexes et celle de M = My(R)
est concave alors la courbe M = Q(R) se trouve entre les deux autres courbes.

D’autre part le champs vecteur (0, Q(R) — M) montre que puisque (pg, mg) € ¥ alors
(p°,m*) € X et finalement il est borné dans L> uniformement par rapport a € et 7.

Le résultat suivant fournit I’existence d’une entropie qui est strictement convexe, proche
de I’équilibre et la courbe qui permet d’établir des estimations de I’énergie nécessaire
pour controéler le taux de convergence sur le processus de relaxation.



Proposition 2.3 Considéron

1 (m=Q(p)*\*

M YU SO
avee g”(p) = 6%p7 3 —a? ; et supposons qu’on a la condition de stabilité (SC),alors 7 est
entropie positive de classe C? qui satisfait
D*7(p,m) > 0
pour tout (p,m) tel que
ap — GQpWTH <m< ap—@Qp%rl.

Preuve :
L’équation de ’entropie du systéme (2,2) apres le changement de variables (p, u = %)es‘c
donnée par :

n(p, u)pp = 021077377(% W) (2.9)

et a l'aide du changement u = a(1 — p) + z. on obtient :

(s 2)pp + 2a0(p, 2) p = Alp)1(p; 2) 22, (2.10)

avec A(p) = 02p773 — a? > 0 d’apres (SC).
L’Equation (2,10) admet une solution convexe par rapport aux variables (p, z) et prendre
la forme :

n(p,z) = f(2) + g(p).
Et dans notre cas :

n(p,z) = %ZQ + 9(p).

avec g(p) peut étre choisir tel qu’elle soit positive. maintenant on a :

2 2 2 2
m ma 1 m 1 /'m l1—a
TeD*R(p,m) = 0+ = 92p7*3+3F—2F+ﬁ = 92p’7*3+2ﬁ+— < - a> + >0

P*\p p?
et 1
detD2(ﬂ7 m) = ﬁppﬁmm - ﬁzm = E (02p’y+1 - (m - ap)2) > 0.
ssi et o
ap—0p 2 <m<ap+0p 2. (2.11)
notant
Ko = {(p.m)/D*(p.m) = 0} (2.12)

Lemme 2.4 Soit (p°,m) une solution du systéme parabolique (2.3) avec la condition
initial (po,mo) € ¥ qui vérifie :

+o0o
/_ (po (), mo(z))dz < +o0.



Supposons de plus que (p*,m°) € Ky et qu’on a la condition (SC) alors

£\ 2 E
HW <c (2.13)
PENT L2(Rx[0,T])
ot C' > 0 et est indépendente de e ,7 et T.
Preuve :
notant par D*7[p,, m,]la forme quadratique en (p,,m,) associée & la matrice hessienne
D*(p,m).
ona:

o _ _ 1_ _ _ 1_

e+ Ty = EMpPTT + M + T (Q(p) =) = Mgy = €Dl prs ma] + 70 (Qp) =),
(2.14)

en intégrant en = et ¢ on obtient :

Tt (m = Q(p))?
0< /0 /_OO o dxdt <
+oo

+oo
- / (e, T), m(x, T))dz + / (p0(x), mo(x))dix <

—o0 . —o0
/ M(po(x), mo(z))dz < C.

Remarque 2.5

VT l2wxpr)
|“ = - oq)
VT L2(Rx[0,T])

uniformement par rapport ¢ ,7 et T.
par conséquence nous avons prouvé que Q(p°) —ms — 0 dans L*(R x [0,T]) quant T — 0
avec un taux de \/T.

Maintenant, nous voulons examiner une autre approximation du systéme (2.2) : le rappro-
chement physique de viscosité, le systéme suivant (uni-dimensionnel systéme de Navier
Stokes ) :

pi +mg =0
i e 2.15
m + << pj +p(p6>) = @) =) () =

En particulier, nous montrons que le résultat du lemme (2.4) peut étre obtenu sans
I'hypothese (p°,m®) € Kpy. en effet soit (pg,mp) comme dans le lemme (2.4) et soit
(p°,m)une solution de (2.15) avec la condition initial (pg,mg). dans ce cas (p°, m®)
vérifie 'inégalité d’entropie suivante :

n(p%m%)e +q(p°,m%)e < e(Vn(p®, m®)B(p",m*)(pe, mz))a + %nm(pi, mz)(Q(p") —m°),
(2.16)



pour tout n tel que :
D*n(p, m)B(p,m) > 0, (2.17)

ou
0

B(.m) = (

QI3
S o
~

vérifiant maintenant (2.17) pour I’entropie 7,

1 2 2 1 2 2
Te(D%(p, m) B(p,m)) = — (m —“m+1> - K’Z — “) +1—a] +% >0,

P>\ P p P 2 4
(2.18)
d’autre part, pour tout matrice 2 x 2, M(p, m) on a :
det(M(p,m)B(p,m)) =0 (2.19)

en particulier det(D?7(p, m)B(p,m)) = 0 et alors 7 vérifie (2.17).
Ainsi, I'inégalité (2.16) est vrai pour tout (p, m) sans '’hypothese (p,m) € K.

Lemme 2.6 Soit (pg, mg)comme dans le lemme (2.4) et soit (p°,m®) une solution de
(2,15) avec la condition initial (pg,mo). supposons de plus que 0 < p®,mc € L unifor-
mement par rapport a € et T et qu’on a la condition de stabilité (1.7).Alors

HQ(pa) —-m
pNT

ou C' > 0 est indépendente de e, T, et T'.

<C, (2.20)
L2(Rx[0,T))

Considérons maintenant (n*(p,m),q*(p,m)) V'entropie mécanique et son flux, de la
systhéme (2.2),0ou
1m? h 1 m?
* = - — V= .
n"(p,m) 2, to i T, +a(p)

Lemme 2.7 Soit (pg, mg)comme dans le lemme (2.4) tel que :
400
| nla)mo@)de < oo

et soit (p°,m®) une solution de (2.3) avec la condition initial (po, po) et supposons de
plus qu’on a la condition de stabilité (SC). Alors pour tout T > 0 fixée et pour n’importe
qu’elle fonction ® € C§° tel que ®(xz) >0 on a :

T +oo
. / / () D2 [pf, mEdwdt < C, (2.21)
0 —00

ot la constante C est positive dépent seulement de T, € et la condition initial et ne dépent
pas de 0 < e < 1.



Preuve :
Multiplier le systeme (2.3) par ®(x) on obtient :

(@) )i +(D(2)g" )0 = e(P(2)0}))a—e® (@) D> [pr, Mo ] +@' () g" — (@' (2)7" )2+ @7 ()"

(2.22)
Intégrer alors (2.2) par rapport a z et ¢, et d’apreés la convexité et la positivité de n* et
que ®(x) > 0 et le fait que les solution sont dans L* on a :

T +oo
0< 5/ / ®(2)D*n*[pe, my|dzdt
0 —00

+infty
< / B(2)n* (p(0, ), m(0, z))dz

—infty
-anty
/ )q* dadt (2.23)
—infty
+infty
+e / O (z)n*dxdt
—infty

T +o0o m
=[] e@B@u) —mdsa < c.

ou C > 0 est indépendente de € < 1 mais dépend de 7 et de T'.
L’estimation (2.21) fournit un version local de I’estimation d’énergie , soit K un compact
de R et soit ® € C§°tel que ®(x) > 0 et ¢(z) =1 pour x € K on obtient :

T T
5/ / D*n*[pe, my|dadt < 5/ /—oo”"ftyd)(a;)DQn*[px,mx}dxdt <C, (2.24)
0o JK 0
ouC >0

Remarque 2.8 (’est possible de démontrer la version globale de ’estimation (2 ;21)dans
le cas des solution (p°,m®) de l’équation (2.3) qui appartient a l’ensemble K¢ défini dans
(2.12), en utilisant ’estimation (2.13) :

Qlp) —m <C
VT lzexpor))
Comme d’habitude, on a :
* * * * 1 *
un + Ay = €Nyy — €D277 [:096’ mﬂv] + ;Um(Q(P) - m)v (225)

par intégration par rapport a x et t on obtient :

+00 +oo
/ 7 (T ), m(T, 2))da: — / 7 (pl0, ), m(0, 2))dx

—0o0 —00

T “+o00 m
< O [ Q) — myda
1 (2.26)

() ([ )
wi ([ ] md”““)

10
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Soit :

P(T) ==j€Tl/j:f7f(p,wwdxdm

on otbient alors : o1
FI(T) = ( )(1+F(T)%>.

5

et alors :

o)

VT

Maintenant on peut prouver le théoreme principale de la section (Th (2.1)).
Preuve :

Maintenant nous sommes en mesure d’appliquer la méthode de compacité par compensa-
tion pour démontrer la convergence forte de la suite d’approximation (p¢, m®). En effet :

1 4+ F(T) =

o m)(@(p) — m) € L,

pour tout 7 > 0 fixé ,
Alors (2.24) nous permet de conclure que :

n(p°,m)e + q(p°, m*), € compHy,}

loc?

pour toute entropie faible positive n et son flux ¢, ou (2.9) est vérifiée, n(0,u) = 0 et
7,(0,u) = 0 par la méthode de ”compensated compactness” nous avons la forte conver-
gence p° — p et m® — m dans L}  pour tout p < 400 Ainsi, par les mémes arguments
utilisés dans [3, 5, 9], on obtient le résultat d’existence établie au Theoreme (2.1).
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3 LA LIMITE DE RELAXATION ZERO

Dans cette section, nous voulons étudier le comportement du systéeme (2.2) quand
le parametre positif 7 tend vers zéro. En particulier, nous sommes intéressés a I’étude
de la limite de la fonction p(x,t) et de montrer qu’il est une solution faible de la loi de
conservation suivante :

pi+Q(p)e = 0. (3.1)

Pour faire ¢a, nous limitons les solutions (p, m) de (2,2) par celle qui vérifie la condition
suivante :
(K) (p,m)e K CC Ky, pour tout K fixée.

En raison de l'estimation (2.13) obtenus dans la section 2, nous avons le lemme suivante :

Lemme 3.1 Soit (po, mo)comme dans le théoréme (1.2) et soit (p, m) une solution d’en-
tropie pour le systéeme (2.2) avec la condition initial (py, mg), et supposons de plus qu’on
a la condition de stabilité (SC) et la condition (K). Alors :

HQ(’))/)_m = O(1)V/7. (3.2)

L2(Rx[0,T))

Les resultats de convergences obtenues dans cette section est proche des resultats dans
[1] mais dans notre cas on a pas la resultat de la petitesse.

Remarque 3.2 Soit po(z), mo(z) dans L tel que po(x) > po > 0 et po(z), mo(x)
approche de ’état p, m a linfini et considérons les foctions g(p) et o(p) figurant dans la
définition de 7 et n*. Et on suppose de plus que :

+oo
/ M(po(x), mo(z))dr < 400

—00
et
+oo
| e mo@)de < +ox,
—00
En soustrayant la partie linéaire de g et o de p. Nous notons que la modification des

fonctions sera encore une entropie, car la perturbations linéaire n’affectent pas I’équation
de ’entropie et, en raison de la convexité de g et p ils seront toujours positives.

theoreme 3.3 Soit (p7,m7), une solution d’entropie de (2.2) avec la condition initial
(po,mo) € X tel que pg > po et tel que :

400
/ M(po(x), mo(x))ds < +oo

—00

+o0
/ 17 (p0(), mo(x))de: < +oo,

—0o0
et supposons de plus que (po,mg) approche de l’état costante (p,m) a linfinie et que
p" > po et qu'on a la condition de stabilité (SC) et la condition (K). Alors on peut

12



extraite une sous suite p” — p fortement quand T — 0 dans Lfoc pour tout p < 4+00. En
outre la fonction limite p(x,t) parait comme solution faible de la loi deconservation :

pr+Q(p)z =0
p(z,0) = po(x).

(3.3)

Preuve :
Pour atteindre notre but, il suffit de montrer (voir, par exemple, [2]) que :

o+ Q(p)s € COmle;cl
et que :

i+ ([ p(@'(s»?ds)x & compH]).

Soit 1(p) le flux d’entropie associée a I'entropie g(p) de la relaxation de la loi de conser-
vation (3.3). nous avons :

9(p)t +(p)e <7(p, Q(p))e — (P, M)
+ Q(Pa Q(p)>2¢ - q(pa m)x
1

+ ([ (pym) =T (p, Q())(Q(p) —m)
=I] + 13 + 13,

ou g(p,m) est le flux associées a l'entropie 7j(p, m) de la systeme (2.2). En utilisant
I'estimation de I’énérgie (3.2) dans L™, on a :

400 pp
/_ /0 M(p, Q(p)) — n(p, m)); dxdt

Il = sup
“ oeH) |8l <1

-ow 2=z [

p

194l 2 = O()v/T
L2

Lo

et de méme

||I2T||Hl;i =0(1)vT.
En outre a partir de (3.2) on a :
3]l = O(1),

alors I3 est relativement compact dans H, l;cl parle lemme de Murat[12]. Par conséquence
nous pouvons conclure que :

9(p)t +¥(p)s € compH, L.

Soit ¢(p) une fonction dans C§° tel que ¢(p) = Q(
entropie 7(p, m) de classe C* pour le systeme (2.2

{ ii(p,0) = ¢(p)

p) pour p € [p,1]. Alors il existe une
) tel que :

ﬁz(p7 0) =0

13



(voir I’appendixe)
Soit 1(p,m) = N(p,m) — ui(p,m). Ainsi par la condition (K), il s’ensuit que pour un
constante p # 0 suffisement petit, 7(p, m) reste strictement convexe.

En outre 7, Q(p)) = Tiu(p,m) = 0.
En répétant 'argument précédent, on obtient :

(9(p) — nQ(p)): + (wp) | p(@'(s»?ds) € compH.

Par conséquence il s’ensuit :

P
Qi+ ([[@e)ras) < compr,
0 T
Nous pouvons montrer que :

pi +Q(p)e = (Qp) —m)y € compH,,!

d’une facon similaire.

Nous passons maintenant a I’étude d’une autre nature de solutions d’entropie faible pour
le systeme (2.2), les solutions données par les limites de la physique de approximation
de viscosité . Si nous supposons que ces solutions existent, il est possible de faire une
preuve d’une convergence globale quand 7 — 0. En effet, a partir du Lemme (2.6), il
s’ensuit que, dans ce cas, 'estimation de I’énergie (3.2) est valable sans I'hypothese (K).
Par conséquent, le résultat de convergence peut étre prouvée pour toutes les solutions
p,m € L>®avec) < p < p.

theoreme 3.4 Soit (pg, mg) comme dans le théoréme (3.3) et soit (p™, m") une solution
faible de (2.2), donnée par la limite quand € — o de la solution du systéeme (2.15), avec
la condition initial (pg, mg). Supposant que p™,m” est bornée dans L> uniformement par
rapport a T et pT > p > 0. Supposons finalement qu’on a la condition de stabilité (SC).
Alors on peut extraire -si possible- une sous suite,0 — p quand 7 — 0 fortement dans

Lfoc, pour tout p < +oo. En outre la fonction limite p(x,t) parait comme une solution

faible de la relaxation de la loi de conservation :

Pt + Q(p)z =0
p(x,0) = po(z).

Preuve
Comme dans le théoreme (3.3), nous montrerons que :

pr+ Q(p) € compH,,,,
et

i+ ([ p(@’(s»?ds)x € compHy).

Puisque l'estimation de 1'énergie (3.2) est vrai pour toute solution (p,m), puis en
procédant comme dans la preuve du théoreme précédent, on obtient :

9(p)t +¥(p)s € compH L.
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Soit 7 l'entropie considérée avant et soit 7(p, m) = 7(p,m) — pn(p, m). Des relations
(2.18) et (2.19) dans la section 2, il en résulte que pour tout constate p # 0 suffisament
petite, ne dépend pas que de p et de la solution bornée dans L™,

mboxTr(D*7(p,m)B(p,m)) > 0.

Par conséquence :
D2(i(p.m)B(p,m)) = 0.

Par conséquent, en répétant les arguments précédents & I’entropie 7, on a :

(9(0) — 1 Q) + (¢(p) e f p(@’(s»?ds) € compH;".

La derniére partie de la preuve en est que, tout comme le Théoreme (3.3) et il sera
supprimé.
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4 CONDITION D’ENTROPIE

Dans cette section, nous voulons prouver la validité de la type Kruz-kov des conditions
d’entropie pour la solution p(x,t) a I’égard de la relaxation de la loi de conservation (3.1).
L’inégalité de ’entropie de la loi de conservation scalaire sera obtenue par ’extension du
plan (p,m) & un parametre de la famille deKruz kov type d’entropies. Par conséquent,
nous sommes tenus d’étendre les types d’entropies Kruz kov de maniere a préserver a la
fois la convexité et les propriétés dissipatives. Le fait non triviale dans cette procédure
d’extension est de trouver un domaine de la prolongation des entropies, de maniere
uniforme a I’égard de k. En outre, puisque la limite de relaxation est donnée en termes
de norme LP, p < 400, nous devons exiger que nos solutions sont confinés dans un tel
domaine, uniformement par rapport a 7. On résout la premiere difficulté en utilisant les
résultats de I’annexe, mais nous sommes obligés de supposer que nos solutions se tenir
loin de la dépression. Alors que cette derniere difficulté peut étre résolue que dans le cas
ou l'on dispose d’estimations BY, qui n’est pas le cas de notre cadre. Dans le document
[1], les auteurs ne pas enquéter sur ce probléme. La définition suivante est utile dans ce
qui suit.

Definition 4.1 Soit ¢* K € [a,b] une suite des fonctions C§° et soit ' lentropie du
systeme (2.2) qui vérifie :

(0, Q(p)) = 0.

On dit qu’'une suite (p,m) des solutions evactes (ou approzimatifs) de (2.2) est ¢*-
stable st (p,m) € §, ou  est un voisinage fermé (avec un intérieur non vide) de la
courbe d’équilibre {(p,m)/m = Q(p)} ou n%(p,m) est strictement conveze et vérifie
nk (p,m) > 0 pour tout K € [a,b]. (Cette définition est bien posée d la lumiére des
résultats de l’annexe.)

{ " (p,Q(p)) = ¢™ ()

theoreme 4.2 Soit ' (p) une CS° approzimation de 'entropie de Kruz-kov |p— K| (voir
Uannexe). Soit (p7,m") une suite ¢*-stable de solutions d’entropies de (2.2) avec la
condition initial (pg, mg). supposons de plus que (po,mo) € X et p” > p > 0 et qu'on a
la condition (K). Finalement supposons que (pg, mg) vérifie :

400
/ M(po(z), mo(x))dz < 400

—00

+00
/_ n*(po(x), mo(z))dr < +oo.

En outre supposons que (pg, mg) s’approche de la cas constante (p,m) a l'infinie et qu’on
a la condition de stabilitée (SC). Alors la fonction limite p(x,t) vérifie :

" (p)e + 9" (p)e <O dans D, (4.1)

pour tout K € [p,1], ou vX(p) = [[(¢"(s))Q'(s)ds.
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Preuve

D’aprés les résultats de 'annexe, il s’ensuit qu’il existe une entropie 7 (p,m) de classe
C> (avec le flux ¢ (p,m)) pour le systeme (2.2) a été fourni par ’équation (2,10) avec
les conditions initiales suivantes :

{ 1" (p,0) = 6™ (p)

K

" (p,0) = 0.
En outre, il existe un voisinage fermé (avec un intérieur non vide) A; de la courbe
{(p,m)/m = Q(p)} dans laquelle toute n*<(p,m) est strictement convexe et vérifie

nK . (p,m) > 0. Pour K € [p,1] et (p,m) € A;, on a:
" (Pt + " () < 0™ (07, Q7)) — " (" )i + ¢ (07, Q(p))a — a" (07, M)
S (7 m™) — S (7, QUTN(QUT) — )
= Il =+ I2 =+ 13.

Comme auparavant, par la condition (K) et les L> bornée, I; et I5 tend vers zéro dans
H let:

loc
Iy = =l (07, ) (QUT) ~ mT)? < 0

qui conclut la preuve.

I1 est possible de montrer un résultat similaire a la solution p de (3.3) obtenu par la
limite, quand 7 — 0, de la solution faible (p™,m”) de (2.2) qui réponde a la viscosité
nulle de la condition d’entropie de Navier Stokes (voir la section 3,Théoreme (3.4)). Pour
appliquer I'inégalité de ’entropie, dans ce cas, nous n’avons pas besoin de la convexité
de I’entropies 7%, mais ce que 1’on appelle B-convexité (voir (2.17)). Par (2,18) et (2,19),
le point est de controler, d’une maniere uniforme sur k, la quantité :

mbozTr(D*n’ (p,m)B(p,m)).

Il peut étre fait en utilisant des arguments similaires a ceux utilisés dans ’annexe (cf.
proposition (A.3)). Par conséquent, il existe un voisinage fermé (avec un intérieur non
vide) O, dépend de p, et ne dépent pas de k, o n* vérifie nE_ (p,m) >0 et :

D*n™(p,m)B(p,m) > 0.
Par conséquent, on a le théoreme suivant :

theoreme 4.3 Soit ¢% (p) et (po, mg) comme dans le théoréme (4.2) et soit (p7,m”) est
un solution faible du systéme (2.2) obtenue par la limite quand ¢ — 0 de la solution de
la systéme de viscosité physique (2.15). Supposons p™,m™ sont bornée dans L>° unifor-
mement par rapport a T, pT > p >0 et (p7,m") € O;. Finalement supposons qu’on a la
condition de stabilité (SC). Alors la fonction limite p(x,t) vérifie :

o™ (p) + " (p)r <0 dansD’,

pour tout K € [p, 1], ot K (p) = [£(65 (s))'Q/(s)ds.
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Ce théoreme montre en particulier que le processus de relaxation fournit toujours le
méme type de conditions d’entropie pour la limite de la solution, a la fois si ’on part de
Pentropie standard des solutions de (2.2) (données, par exemple, par le rapprochement
de viscosité artificielle), et si on commence a partir de solutions de (2.2) donnée par le
rapprochement physique de viscosité (le systeme de Navier Stokes), différentes solutions
qui vérifient les conditions d’entropie.
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5 UNICITE

N

Cette section est consacrée a I’étude de 'unicité de la limite de la fonction p(z,t). A
cette fin, nous supposons qu’on a I’hypothése suivante :
(E) la fonction limite p(x,t) vérifie :

lp— K|+ FX(p), <0 dans D'

pour tout K € [p,1], ot FX(p) = [Vsign(s — K)Q'(s)ds. Il est bien connu (voir, par
exemple [8]) que les conditions d’entropie de Kruz-kov (E) ne sont pas suffisants pour
établir I'unicité de la solution. En effet, nous avons besoin de compléter un généralisée
LlloC semi groupe de la continuité en t = 0. Le lien entre ce type de propriété de la
continuité et le caractere unique semi groupe a été analysée treés clairement dans les
documents de Kruz kov [8], DiPerna [6] et Szepessy [15]. En tout cas, le point essentiel
est de montrer une sorte de contraction des biens dans un espace métrique (par exemple,
certains LP espace). Bien str, cela est naturel, une fois la méme propriété vaut pour le
rapprochement des problemes (par exemple, c’est le cas avec la disparition de viscosité),
mais il est tout a fait non négligeable quand le probleme est le rapprochement tres rigides,
comme dans le cas du modele de relaxation a I’examen .

L’essentiel des difficultés dans ’analyse de la relaxation est de limiter la formation d’une
premiere couche, & moins que ’on suppose une condition de compatibilité sur les données
initiales. Cette couche est en général créés depuis mg(x) est différent de Q(po(x)). Ce
phénomene génere une production donnée par I’entropie :

+00

Jo== [ @@)m(po). Qpo(a))) = n(po(a), mo(e)da,
—0

qui est positif pour toute fonction de test ® > 0 et pour toute entropie convexe 7, tel

que 7 (p, Q(p)) = 0.
A savoir, si on note par u la limite faible dans L1 ([0, 7] x R) quand &, 7 — 0 de la suite :

{eD%0lperma) + (o m) o = Qo) }.

11 suffit de montrer que :

T
B | tnxom®eit = o)

quand T — 0. Dans notre cas, nous prouver le résultat d’unicité dans le cadre de la
condition de compatibilité my = Q(po), si aucune couche initiale apparait.

Lemme 5.1 Soit ¢(p) une fonction C§° égale a |p—p| dans [p, 1] et soit (po, mo) comme
dans le théoréme (4.2). Soit (p™,m") une suite de solution d’entropie de (2.2) avec la
condition initial (po,mo) tel que p” > p > 0 et supposons qu’on a la condition (K).
En outre, supposons (po — p) € L' et mg = Q(po) et supposons que la solution p™ du
systéme (2.2) est la limite quand € tend vers zéro, vers la solution p=7 du systéme (2.3).
Finallement, supposons qu’on a la condition de stabilité (SC) et que la suite (p=7,m*7)
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est p-stable (4 savoir, que nous prenons ¢ = ¢ Dans la définition (4.1). Ensuite, pour
toute fonction teste positive ®(x), il suit :

/OT /_:O‘I’(fr)!p(w,t) — pl*dwdt

+Oo (5.1)
/ / x)|po(x) — p|*dxdt + O(1)T?
uniformement par rapport a €, T.
Preuve
11 suffit de prouver la relation (5 1) avec qb( ) Au lieu de |p — p|%. Soit ¢(x) une fonction
de teste positive et soit (n(p,m),q(p ) le paire de l’entropie et de son flux avec les
données initiales :
n(p p)) o(p)
Q(p)) = 0.
Alors on a :
+oo +00
| @ttty me)de = [ @@hnipo(e). mofe)ds
+oo
// 21l ). m(z, 9))(Qp( 8)) — m(z, ))dds
“+oo
—5/ / ®(2)D*n]ps, my)drds
0 J—o0
t +oo
[ @l s)me,s))dods (52)
0 J—oo

t +o0o

—i—E/O /Oo o7 (x)n(p(x,t), m(x,t))dxds
t +o0o

<[] o@aote . mes)dsds
t +o0o

—i—&?/o /OO " (x)n(p(x,t), m(x,t))dzds.

Par conséquent, en laissant ¢ — 0 dans (5.2) et en intégrant sur [0,7] on a :

T “+o00 T +oo
/ / @(x)n(p(:c,t),m(x,t))dxdt—/ / ®(z)n(po(x), mo(x))dzdt < C||q||p~T?.
0 —o00 0 —o0o

Par conséquent, en tant que 7 — 0, & partir de I'estimation de I’énergie (3.2) et de la
relation mg = Q(pp), il s’ensuit :

/ /+°° p(x,t))dxdt —/ /+0<> (x))dxdt < CHqHLooT (5.3)
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Remarque 5.2 De la relation (5.1) nous avons également :

T T “+o00
|| ety =pPasie< [ [ "imo) - pPdsat ozt )
0 K 0 —00

pour tout compact K C R. En effet, soit) < ®(x) < 1 une fonction C§° telle que ® =1
dans K. Alors (5.1) les inégalités de rendements :

+oo
/ /]pa;t -7 dxdt</ / z)|p(x,t) — p|*dxdt
+oo
/ / 2)lpo(x) — pl2dadt + O(1)T?
“+oo
< / | loo(o) ~ pPdade + 0(1)7?
0 —00

Avec laide de (5,4), nous pouvons montrer la généralisation L'-continuité de p(z,t)
quand T — 0, ce qui est le dernier des biens nécessaires pour établir l'unicité de la
solution de (3.3).

theoreme 5.3 Supposons qu’on a la méme hypothése du Lemme (5.1). Ensuite, nous
avons :

lim / / |p(x, t)po(z)|dxdt = 0, (5.5)

pour tout compact K C R. En particulier, si on a la condition (E), p(x,t) est l'unique
solution de U'entropie (plus grande ou égale que p) de (3.1) avec po(x) comme condition
initiale.

Preuve

Pour prouver la relation (5.5) on procede comme dans [15]. Soit d(p) = |p — p|? et soit
D(p, po) = d(p) —d(po)—d (po)(p—po) = (p—po)?. Pour tout compact K C R, I'inégalité
des rendements de Schwarz :

o= miz i ([ (P—po)le‘)%
~cxe( [ oo Po)dﬂﬁ);-

Ainsi, a partir de I'inégalité de Jensen, il s’ensuit que :

17 1 (7 3
/ / lp — poldrdt < Ck (/ / D(p, po)dmdt) ) (5.6)
TJo Jk T Jo Jr
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Maintenant, soit f,, une approximation C§° dans L' de d’(po). De (5.4) on a :

/OT/KD(p’pO)d‘Tdt < /T/ fn(po — p)dadt

+ T (llpllzee + llpoll o)1 (po) = full s

/ /Ip pl*dzdt
- /O [ Io0 = pPsat
S/T/ fa(po — p)dzdt

+T(llpllzee + llpollzee)ld'(po) = fullr:

/ / lpo — | *dwdt + CT?.

Soit {K;} une collection des compacts tel que K; C K;y1 pour tout i, K C K et
U2, K; = R. Maintenant, si nous répéter l’argument précédent pour tous les Ki, et

puisque :

T T
/ / D(p, po)dzdt < / / D(p, po)dzdt,
0 JK 0o JK;
nous obtenons que :

+oo
/ / D(p, po dxdt</ / n(po, p)dzdt

+ (llplloo + llpolloc)lld'(P0) = full 2
+CT.

Ainsi, a partir de (5.6) et (5.7), il s’ensuit que (5.5) est prouvé si :

+oo
lim — — p)dzdt =
Y
Soit (p=7,m®7) une solution du systeme (2.3). Maintenant,
+oo
/ / )(po — p°7)dzdt
+o0o
= —/ / / =T fn(x)dsdzdt
+oo
/ / / T —epil) fu(x)dsdzdt
+oo
S / / / (e f1() + £p £ (@) dsdvdt
T 0 —oo JO

<C,T.
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Enfin, a partir de ce dernier rapport on a :

1 T +o0o 1 T +o0o
T / / fu(po — p)dxdt = lim — / fn(po — p=7)dzdt < C,T,
0 —o0 0

e,r—0t+ T —oo

ce qui prouve (5.8).

23



6 ANNEXE : L’EQUATION DE L’ENTROPIE

Dans cette annexe, nous voulons étudier certaines propriétés de 1’équation linéaire
hyperbolique :

n(p, 2)pp + 2an0(p, 2) p= = A(p)1(p, 2) 22 (6.1)

qui fournit des fonctions de I’entropie du systeme :
pt+mgy =0

m? 6.2
my + (7 +p(p))s = %(Q(P) —m). 02

Permettez-nous de remplacer la fonction A(€) par la fonction A(€) avec les propriétés
suivantes :

A(€) est C°(R) et DK A est bornée pour tout K > 0
A(€) est constante pour tout & < <£

fl(f) > 0 pour tout £ € R

fl(&) = A(¢) pour tout & € [p, 1]
A(€) = A(=¢).

Pour tout k € R, soit ¢’ (p) € DR une régularisation de I’entropie de Kruz-kov |p — K|,
strictement convexe sur une intervalle fixée [h1, ha], pour toute constante hy < 0, hg > 0.
Désignons par 7€ (p, z) la solution du probléeme de Cauchy :

Npp + 2an,, = A(p)1z2
n(p,0) = é(p) (6.3)
nz(pv O) = 0.

Puisque A(p) = A(p) pour tout p € [p,1], alors n'(p,m) apporte une solution & (6.1)
dans [p, 1] x R. Il s’agit donc d’une entropie du systeme (6.2).

Lemme 6.1 Supposons qu’on a la condition de stabilité :
—epz <a<9p2, 0<p<l (6.4)
Alors pour tout K € [p,1],s >0,Z >0, on a :

In" (p, 2)| s, j0,27) < Cs, (6.5)

o Cy dépend seulement de Z et de la condition initial.

Preuve
Multipliant la premiere équation du systéme (6.3) par 7z et puis, apres l'intégration par
rapport a p on a :
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ouona:

+oo
&) =5 | @D, + Do, 2) ).
—00

Depuis I’équation de I'entropie est indépendant de z, alors il commute avec D! et, comme
auparavant, les énergies :

1 [t . ) )
&i(z) = / {A(p)| DI n(p, 2)” + | DIDpn(p, 2)1* Ydp

—0o0

sont conservées pendant toute j > 0. Maintenant, puisque les données initiales sont de
class C* a support compacts, on a £j(z) = &£;(0) < +oo. Cette relation, ainsi que la
positivité de A, I'offre a priori des limites pour certains produits dérivés be n, nommées
Dg+1nK et DgDan . Nous prouvons, a priori, des estimations pour les autres produits
dérivés a ’aide de 1’équation et sa forme différenciée a 1’égard de p.

Par exemple, 7,, = A(p)nzz — 2an,, et n,, € L* résulte de n,, € L*n,, € L? et
A(p) € L. Nous omettons les détails des autres calculs.

Le résultat suivant nous permet d’obtenir une propriété de continuité des solutions
n%(p,z) en ce qui concerne le parameétre k & toutes les normes de Sobolev ||.|| H5(R,[0,2])-
Cette propriété est nécessaire d’avoir un voisinage fermé fixé(avec un intérieur non vide)
de la courbe {m = Q(p)}, dans lequel toutes ces fonctions sont convexes et satisfaire
nk . (p,m) > 0 indépendante de k.

Proposition 6.2 Supposons qu’on a la condition de stabilité (6.4). Ensuite, il existe des
constantes Cg, ne dépendant que de Z et les données initiales, de telle sorte que pour
tout k, kg on a :

17" (p, 2) = "5 (p, 2) | s wofo,21) < Csl Kol, (6.6)
pour tout s.
Preuve
De la linéarité de la premicre équation de (6.3), il s’ensuit que : 5 (p,2) = n%(p, 2) —

nE+Eo(p, 2) vérifie :

W + 20050 = A(p)ylt
V5 (p,0) = ¢ (p) — 6" (p) = ¢ (p) — ™ (p — Ko)
¥ (p,0) = 0.
Par conséquent, en utilisant la conservation de 1’énergie, nous avons :
1 [T _ A
&i(z) = / {A(p)| DI (p, 2)” + | DID " (p, 2)|*}dp = €;(0).

—00

Maintenant, nous devons montrer que &;(0) peut étre estimée en termes de |ko|>. En
effet, en utilisant (6.3) et de ses formes différencielles, on peut prouver pour tout j > 0,
il existe deux fonctions A; € L™ et F; € C§°, ne dépend que de A, ses dérivés et les

25



conditions initiales, telles que :

1 [T . ) )
&i(0) =3 /_ {A(p)| DL 9" (p,0)[* + [DID," (p,0)*}dp
1

+00 9
5 [ AWIEG) - Fo - KoPds

< Cj| Kol

Comme avant, nous avons également besoin de I'estimation de tous les autres produits
dérivés detp qui peut étre obtenu a partir de I’équation, en raison de la bornation de A(p)
et de ses dérivés.

Proposition 6.3 Dans le cadre de des hypothéses précédentes, il existe un voisinage
fermé (avec un intérieur non vide) Q C [p,1] x R de la courbe {(p,m)/m = Q(p)}
telles que % (p,m) est strictement conveze et vérifie 0¥, (p,m) > 0 dans Q, pour tout
ke [p,1].

Preuve
La Proposition (6.2) nous donne la continuité des dérivées partielles de n*(p, z) unifor-
mement par rapport au parametre k. Etant donné que les dérivées partielles de n*(p, m)
sont des combinaisons linéaires des dérivées partielles de n¥(p, z) donc aussi les dérivées
partielles de 7*(p, m) dépendent d'une facon continue de k.
Ainsi, en particulier, il est vrai, pour le minimum de sa valeur propre A% (p,m) de la
matrice hessienns D?n*(p, m). Par conséquent, en raison du fait que \<(p, Q(p)) est po-
sitive pour k € [p,1], il existe une constante positive A\’ ne dépendant que de p telle
que :

ME(p,Q(p) > A pour tout K € [p,1].

Par conséquent, pour tout K € [p,1]. on a :
(v, D> (p,m)v) = (v, D*n™ (p, Q(p))v) + (v, 8 D*n" (p, ) (m — Q(p))v)
> Mf? = (0, [0, D™ (p,m)|Im — Q(p)|v),
ot (v, D*>n¥ (p,m)v) désigne la forme quadratique associée & D*n*(p, m). Maintenant, &
partir de Lemma (6.1) il s’ensuit qu’il existe une constante C, tel que :
|D3nE (p,m)| < C  pour tout (p,m) € [p,1] x R, K € [p,1].

Alors pour tout (p,m) € [p,1] x R, K € [p, 1], il s’ensuit :

(v, D" (p,m)v) = N|uf? = Clv, [m = Q(p)|v).
on peut donc conclure :

)\0
<U7 DQUK(pv m)v> Z ?|U’27

pour tout (p,m) € [p,1] x R,k € [p,1] et |(m — Q(p)| < %. De méme, il existe une
constante C' positive telle que, pour tout (p,m) € [p, 1] xR,k € [p,1] et |m —Q(p)| < C,
on a n¥ m(p,m) > 0. Par des arguments de la précédente, il existe une voisinage fermé
(avec un intérieur non vide)Q2 dans [p, 1] xR de {(p,m)/m = Q(p)}, qui sur dépend seule-
ment de p ot € (p,m) est strictement convexe et 1, (p,m) > 0, pour tout k € [p, 1].
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7 CONCLUSIONS

Les difficultés dans le trafic routier sont de plus en plus grandes, en particulier dues au
progression sur les routes des nombre d’automobiles. pour cela on a besoin d’un modele
mathématique a résoudre pour le court terme.

Dans ce mémoire nous avons utilisé plusieurs concept de 'analyse des EDP non
linéaires, ajouter des termes, passer a la limite.

La notion de ”solution de viscosité” apparait comme étant la méthode idéale pour
résoudre les équations des lois de conservation qui gouvernent le flux sur les routes. Et
dans ce mémoire, on prend un modele déja connue avec une certaine condition afin de le
rendre strictement hyperbolique, puis on fait deux approximations ” viscosité artificielle ”
et 7 viscosité physique ” qui conduisent au meme resultat de convergence, puis on étudie
le cas ou le temp de relaxation (temp de réponses du conducteur) tend vers zéro, et on
utilise aussi la méthode de ”solution d’entropie”, et finalement on démontre I'unicité de
solution dans des conditions convenables.
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