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1 Introduction

Ce mémoire d’habilitation a diriger les recherches rassemble mes travaux effectués
aux cours de la période 1995-2002. Ces travaux sont regroupés en quatre parties théma-
tiques distinctes : les problémes a frontiéres libres, les équations aux dérivées partielles
elliptiques non linéaires et leurs applications en combustion, quelques problémes d’élas-
ticité linéaire et non linéaire, et en quatriéme partie divers problémes inclassables dans
les trois premiéres parties.

Il va sans dire que mon travail a été trés largement influencé par mes deux directeurs
de thése Henri Berestycki et Alexis Bonnet, et je mesure la chance que j’ai de travailler
a leur coté.

Mes travaux sont présentés de fagon détaillée dans chaque partie. Auparavant, je

brosse trés briévement un tableau des points principaux abordés dans chaque partie.

La premiére partie présente quelques problémes & frontiéres libres essentiellement
centrés sur le probléme de ’obstacle. Nous adoptons 'approche dévéloppée par Caffarelli
qui consiste a étudier la régularité de la frontiére libre associée a une solution faible du
probléme. Plus précisément, nous étudions la régularité du bord d’un ouvert w contenu
dans un ouvert {2 C IR"™ pour lequel on suppose 'existence d’'une fonction scalaire u
vérifiant

Au=1 sur Q\w
~ OJu
~ on
Le caractére surdéterminé imposé par les conditions de Dirichlet et de Neumann sur la
frontiére libre Ow implique une certaine régularité de cette frontiére qu’il est question
d’étudier. Nous prouvons, entre autres, une nouvelle formule de monotonie qui permet
d’étudier en détail les singularités éventuelles de la frontiére libre.

u=20 sur Ow

La seconde partie porte sur I’étude des propriétés qualitatives d’équations aux déri-
vées partielles elliptiques non linéaires et de leurs applications en combustion. Il s’agit,
pour la plupart des cas considérés, d’étudier les solutions d’équations de la forme

Ou

Au + b;
u Z@xi

+ f(u)=0 sur R"

L’outil principal est la méthode de déplacements de domaines développée par Berestycki
et Nirenberg. Avec Frangois Hamel, nous avons en particulier trouvé un cadre général
d’étude des solutions posées sur l'espace entier pour certains problémes de combustion.
Cette approche nous a permis de commencer une classification des formes possibles de
flammes de bec Bunsen.

Parallélement je me suis intéressé & des propriétés de symétrie des solutions. Au centre
de ces questions se trouve en particulier une conjecture de De Giorgi sur la symétrie
uni-dimensionnelle des solutions d’équations elliptiques isotropes homogénes posées sur



Iespace entier (ici b; = 0). Avec David Jerison nous relions l'existence d’un contre-
exemple en dimension n a l'existence d’une solution plus simple avec de nombreuses
symétries en dimenion n — 1, qui reste encore a construire. Par ailleurs, avec Jean Dol-
beault nous avons obtenu un résultat de symétrie uni-dimensionnelle pour les solutions
d’équations elliptiques complétement non linéaires sur IR?, dont la courbure des lignes
de niveau n’est pas trop grande.

La troisiéme partie présente des questions d’analyse asymptotique en élasticité li-
néaire et non linéaire. Nous étudions principalement une plaque Q¢ = w X (—¢,¢) de
faible épaisseur 2¢, ol w est un ouvert de IR%. Apres changement d’échelle, 1’épaisseur
(—e,¢) est envoyée sur l'interval [ = (—1,1), et le probléme se raméne & ’étude des
solutions u = (uy, ug, ug) du systéme linéaire elliptique d’ordre 2 suivant

Lou=f sur Q=wxI (1.1)
avec les conditions aux bords d’ordre 1 sur les faces supérieures et inférieures de la plaque
Bu=g sur Q=wx0l (1.2)

L’approche classique consiste & approximer la solution tridimensionnelle v par un dé-
placement de Kirchhoff-Love U°(¢°) essentiellement bidimensionnel et indépendant de
. Notre nouvelle approche consiste & remplacer ce déplacement de Kirchhoff-Love par
un déplacement bidimensionnel plus complet U¢((?) qui dépend de €. De plus (° satis-
fait une équation bidimensionnelle qui dépend de ¢ et qui se réduit aux équations de
Kirchhoff-Love pour ¢ = 0. Ce nouveau modéle réduit, que nous baptisons modéle de
Kirchhoff-Love d’ordre supérieur, permet ici d’obtenir des estimations d’erreurs opti-
males dans des espaces fonctionnels de meilleure régularité, et permettra de traiter sans
effort supplémentaire des problémes plus généraux, par exemple non linéaires. Notre ap-
proche nous invite a revisiter de ce nouveau point de vue de nombreux problémes déja
étudiés dans la littérature. A des fins pédagogiques, nous avons trouvé intéressant de
détailler notre approche ainsi que le modéle de Kirchhoff-Love d’ordre supérieur dans
les sections 4.1,4.2,4.3.

Dans cette troisiéme partie nous présentons par ailleurs une nouvelle méthode d’inver-
sion singuliére que nous appliquons pour donner une estimation d’erreur et justifier ainsi
le modéle de plaque non linéaire de Kirchhoff-Love.

Enfin dans un travail avec Francois Murat et Ali Sili, nous donnons des estimations d’er-
reurs pour un cylindre de faible épaisseur en élasticité linéaire inhomogéne et anisotrope.

La quatriéme partie présente d’autres cas d’études qui ne rentrent pas dans le dé-
coupage thématique précédent. Il s’agit de trois applications, 'une concernant I’étude
des solutions de Meissner pour le modéle de Ginzburg-Landau en supraconductivité,
I’autre étudiant le modéle de Thomas-Fermi-von Weizsicker décrivant un demi-cristal
sous champ éléctrique, et enfin le dernier cas d’étude ol nous proposons un algorithme
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pour des équations différentielles ordinaires avec une application en dynamique molécu-
laire.

Le lecteur se posera a juste titre la question de la cohérence des quatre parties dis-
tinctes briévement présentées ci-dessus. Il trouvera la réponse a la lecture du mémoire
en remarquant que le fil conducteur de ma démarche a été ’approfondissement des mé-
thodes d’analyse des équations aux dérivées partielles elliptiques, et ce en étudiant des
problémes appliqués variés.

Enfin un mot sur la présentation matérielle du mémoire. Nous avons vu que le mé-

moire est constitué de quatre parties. Chaque partie est composée de sections présentant
des travaux différents. Ces sections sont essentiellement indépendantes entre elles. Pour
faciliter la lecture chaque section est précédée d’un résumé de son contenu. Par ailleurs
chaque partie se termine par des compléments bibliographiques.
La bibliographie générale a la fin du mémoire suit I’ordre des quatre parties thématiques.
La bibliographie correspondant & une partie est elle-méme classée par ordre alphabé-
tique. Une méme référence, éventuellement utilisée dans plusieurs parties du mémoire,
n’apparait néanmoins que dans une seule partie de la bibliographie générale.
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2 Etude de quelques problémes a frontiéres libres

Dans cette partie nous présentons I’étude de plusieurs problémes a frontiéres libres.
Les quatre premiéres sections concernent le probléme de 'obstacle, et la cinquiéme sec-
tion traite d’une interface entre deux fluides. Dans la sixiéme section nous avons regroupé
quelques notes bibliographiques. Nous renvoyons a I’ouvrage de Friedman [109] pour de
nombreux exemples de problémes & frontiéres libres et leur traitement mathématique.
Nous commengons par donner une bréve introduction au probléme de 1’obstacle, avant
de donner ensuite une présentation détaillée de nos résultats. Nous renvoyons & Monneau
[14] pour un petit panorama sur le probléme de 1'obstacle.

Au(X)

bord fixe
e

frontiere libre

0
/ ensemble de coincidence

F1G. 1 — Le graphe d’une solution au probléme de I'obstacle

D

obstacle

Le probléme de I’obstacle
Dans sa forme la plus simple le probléme de ’obstacle consiste, étant donné un ouvert
borné régulier €2 de IR", & minimiser I’énergie

/ |Vul® + 2u (2.1)

Q

sur I’ensemble des fonctions u appartenant au cone convexe K défini par
K={ueH'(Q), u=gsurdQ, u>0surQ}

Ici la donnée au bord est pour simplifier une constante g > 0 et ’obstacle est le niveau
u = 0. La condition d’appartenance & K force la solution a étre au dessus de I'obstacle,
c’est-a-dire a ne prendre que des valeurs positives ou nulles. Il est bien connu que la so-
lution de ce probléme de minimisation existe et est unique (cf. 'ouvrage de Kinderlehrer
et Stampacchia [142| et celui de Rodrigues [172]). L’ensemble de coincidence est défini

par
{u =0}

et la frontiére libre est le bord 0 {u = 0} de cet ensemble de coincidence. Nous avons
représenté sur la figure 1 le graphe d’une solution au probléme de I'obstacle. Depuis les
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travaux de Frehse [108] et Brézis Kinderlehrer [66] il est connu que la solution u a la
régularité C1(Q). Ainsi cette solution satisfait en particulier les conditions suivantes

sur
u>0 et |D?wu|p~<M

(2.2)
Au=1 dans {u>0}

ol M est une constante provenant de la borne C'*! sur w.

La théorie de Caffarelli de la régularité de la frontiére libre pour le probléme
de P’obstacle
Etant donnée une solution u de (2.2) et un point X, de la frontiére libre 0 {u = 0},
Caffarelli a introduit dans |71, 72|, pour le probléme de 1’obstacle, la notion de blow-up
défini par la suite de fonctions indéxées par ¢ :
u(Xo+eX

U,E (X) — ( 062 )
qui sont encore solutions de (2.2). Puisque les dérivées secondes de la solution u sont
bornées dans L, celles de u¢, c’est-a-dire D?u(X) = D?u(X, + £X) le sont aussi uni-
formément en . Il est ainsi possible d’extraire, via le théoréme de Arzela-Ascoli, une
sous-suite u° qui converge localement sur les compacts de IR" vers une solution u° de
(2.2) sur IR™. De plus, il est prouvé (cf. Caffarelli [72], Weiss [191]) que u" est homogéne
de degré 2 et que 0 € 9 {u’ = 0}.
Dans [72], Caffarelli a établi un théoréme de type Liouville classifiant toutes les solu-
tions de (2.2) sur IR" qui sont homogénes de degré 2. Ce résultat affime que seuls deux
types de solutions sont possibles telles que 0 € 9 {u® = 0} (en notant < -,- > le produit
scalaire usuel sur R") :

1
R) u(X)= 5 (max (< X,v >,0))” ot v désigne un vecteur unitaire de IR".

(S) w’(X)== 'X-Q-X,ouQ est une matrice n x n vérifiant Q > 0 et tr Q = 1.

A posteriori, nous verrons que les limites de type (R) sont associées a des blow-up
en des points X, ou la frontiére libre 0 {u = 0} est réguliére, alors que les limites de type
(S) sont obtenues en des points singuliers de la frontiére libre.

Remarquons que les limites obtenues par blow-up dépendent a prior: de la sous-suite
extraite choisie. Il est prouvé dans Caffarelli [72], Weiss [191], qu’en un point X, de la
frontiére libre, les limites de blow-up sont soit toutes de type (R) ou bien toutes de type
(S). De plus ’ensemble R des points X, de la frontiére libre qui ont une limite de type
(R) constitue un ouvert relatif de la frontiére libre.

L’analyse qui précéde a des conséquences importantes sur la régularité de la frontiére
libre. Dans le cas des limites de type (R), la partie difficile de la preuve de Caffarelli
dans [72] consiste & montrer que v = vy, est a posteriori indépendant du choix de la
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sous-suite. L’unicité du vecteur vy, repose fondamentalement sur ’inégalité de Harnack
(cf. Caffarelli [75, 76, 77, 74| pour une utilisation similaire de 'inégalité de Harnack, et
Giusti [117] pour une application similaire & ’étude des surfaces minimales).

La conséquence de I'existence d’un vecteur vx, unique en un point X, du sous-ensemble
R de la frontiére libre est que I'application :

Xo — Vx,

est continue sur R, et donc la frontiére libre est une hypersurface localement de ré-
gularité C! sur le sous-ensemble R. Un résultat de régularité des frontiéres libres di
a Kinderlehrer et Nirenberg [138] implique alors une régularité supplémentaire de la
frontiére libre. Dans notre cas d’étude (2.2), la frontiére libre est analytique en dehors
des singularités. Nous renvoyons aussi a Isakov [123], Kinderlehrer, Nirenberg, Spruck
[139, 140, 141] pour des résultats de régularité supplémentaire.

Dans ce qui précéde nous avons vu que les limites de blow-up de type (R) ne dépen-
daient pas du choix de la sous-suite extraite. Ce n’est que trés récemment qu’'un résultat
similaire a été prouvé pour les limites de blow-up de type (S). La preuve de ce résultat
est due a Caffarelli [74] et repose sur la formule de monotonie de Alt Caffarelli Friedman
[41] qui s’énonce ainsi : si v est une fonction continue sur B;(0) telle que Av = 0 dans
{v # 0}, et v(0) = 0, alors

(r) = ! (/ | U|2) (/ | UP) est croissante en 1
r)i=—
™ \JB, )ngsop [X]"2 B (0)n{v<oy | X |72

En choisissant successivement v égale aux différentes composantes du gradient de u, Caf-
farelli a pu prouver que la matrice () = QQx, est indépendante du choix de la sous-suite
pour les limites de blow-up de type (S). Signalons que les fonctions u définies sur IR"
tout entier pour lesquelles la fonction W(r) est indépendante de r ont été caractérisées
par Beckner, Kenig, Pipher [55]. Cette formule de monotonie a été récemment adaptée
a des cas plus généraux que des fonctions hamoniques, par Caffarelli, Kenig, Jerison [79].

L’approche variationnelle de G.S Weiss

Il existe aussi une approche variationnelle de la régularité de la frontiére libre pour le
probléme de 1'obstacle, développée récemment par G.S. Weiss [191] qui repose sur une
inégalité épipérimétrique (inspirée du travail de Reifenberg [170] sur les surfaces mi-
nimales). Dans cette approche I'inégalité de Harnack est virtuellement remplacée par
I'inégalité épipérimétrique, elle-méme établie essentiellement grace au théoréme de type
Liouville démontré par Caffarelli. Cette approche suggére d’ailleurs des extensions aux
cas de problémes de ’obstacle pour des systémes elliptiques pour lesquels on pourrait
montrer un résultat de type Liouville.

L’inégalité épipérimétrique est reliée a4 la formule de monotonie de Weiss [191] qui
s’énonce ainsi pour toute solution u de (2.2) sur €2 : pour tout point X, € Q tel que la
boule B, (Xy) est contenue dans €2 on a

1 1
d(r) = ( — / Vul? +2u - — / 2u2) est croissante en 7
" ) B (Xo) r 9B, (Xo)
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2.1 Une nouvelle formule de monotonie pour le probléme de

I’obstacle et son application & une conjecture de Schaeffer.
[18, 14]

Résumé

Dans cette section nous présentons une nouvelle formule de monotonie pour les
points singuliers de la frontiére libre du probléme de 1’obstacle. Nous énongons en-
suite la conjecture de Schaeffer sur la régularité générique attendue de la frontiére
libre. Comme application de notre formule de monotonie, nous prouvons la conjec-
ture de Schaeffer en dimension 2. Enfin, nous donnons un résultat géométrique sur
le nombre de points singuliers de la frontiére libre en dimension 2. Nous prouvons
en particulier que les composantes suffisamment petites de ’'intérieur de I’ensemble
de coincidence ont au plus 2 points singuliers.

D’une facon générale, les singularités de la frontiére libre du probléme de I’obstacle
sont inévitables et apparaissent dés la dimension 2, comme cela est montré dans Schaef-
fer [179]. Sur les figures 2 et 3, nous avons représenté d’une part une singularité obtenue
par auto-contact tangent de la frontiére libre, et d’autre part un cusp.

Xo

FiG. 2 — Un point de contact tangent

-

Fi1G. 3 — Un cusp

Nous prendrons la définition suivante :

Définition 2.1 (Points réguliers, points singuliers)

Un point X est dit point régulier si et seulement si la frontiére libre 0 {u =0} C IR"
est localement une hypersurface C' au voisinage de Xy. Le point X est dit singulier s’il
n’est pas réqulier.

Pour étudier ces points singuliers en toutes dimensions, nous avons établi la nouvelle
formule de monotonie suivante
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Théoréme 2.2 (Formule de monotonie pour les points singuliers)

Soit v(X) = % X Q- X ou Q est une matrice n x n symétrique telle que tr Q = 1.

Si u est une solution de (2.2), et si lorigine 0 est un point singulier de la frontiére libre
0{u = 0}, alors
1

/ (u —v)* est croissante en T
8B(0)

Ce résultat se démontre assez facilement a partir de la formule de monotonie de Weiss.
La liberté que ’on a sur le choix des fonctions v implique I'unicité de la limite de tout
blow-up en 0 et prouve en particulier que u admet un développement de Taylor a I’ordre
2 en 0.

Corollaire 2.3 (Développement de Taylor en un point singulier)
Si u est une solution de (2.2), et si l'origine 0 est un point singulier de la frontiére libre,
alors

w(X) == 'X- Qo X +o(X?
ot Qg est une matrice n X n vérifiant tr Qo =1 et Qg > 0.

Ce résultat a aussi été prouvé récemment par Caffarelli dans [74], mais en utilisant la
formule de monotonie de Alt Caffarelli Friedman, appliquée au gradient de u. A contra-
rio, notre formule de monotonie ne nécessite pas de dériver la solution u et permet donc
d’étudier les singularités des frontiéres libres pour des problémes de 'obstacle associés a
des opérateurs plus généraux que l'opérateur de Laplace (cf. Monneau [18]), ce que ne
permet pas I'approche de Caffarelli [74].

Nous énoncons maintenant la

Conjecture 2.4 (Schaeffer [177] (1974))

Nous conjecturons que toute solution faible du probléme de [’obstacle que l’on obtient
variationnellement est génériquement une solution forte, c’est-a-dire que la frontiére
libre est une variété C*°.

Dans le cas particulier de la dimension 2, nous établissons cette conjecture :

Théoréme 2.5 (Régularité générique de la frontiére libre en dimension 2)
Pour n = 2, les minimiseurs u, de l’énergie (2.1) sur le cone convexe K vérifiant
en particulier uy, = g sur le bord OS) avec g > 0 une constante, sont tels que pour
presque toute valeur de g, la frontiére libre 0{u, = 0} est une sous-variété analytique de
dimension 1.

La conjecture de Schaeffer reste ouverte en dimension n > 3. En dimension supérieure
nous avons seulement le
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Théoréme 2.6 (Régularité générique en dimension n > 3)

En dimension n > 3, les minimiseurs u, de l’énergie (2.1) sur le cone conveze K sont
tels que pour presque toute valeur de g, il existe un ensemble S, tel que la frontiére libre
privée de cet ensemble, c’est-a-dire 0{u, = 0}\S, est une sous-variété analytique de
dimension n — 1, et la mesure de Hausdorff (n — 2)-dimensionnelle de S, est égale a
Z€ro.

Donnons une idée succinte de la preuve des théorémes 2.5,2.6 qui se fait en trois étapes.
Etape 1

On prouve tout d’abord que la collection de tous les points singuliers pour toutes les
valeurs de ¢ > 0, S = | ; S, est contenue dans une hypersurface C'* plus un ensemble
résiduel de mesure de Hausdorff (n— 1)-dimensionnelle égale & zéro. Les ingrédients de la
preuve sont le théoréme d’extension de Whitney (cf. Federer [107]), et notre formule de
monotonie pour les points singuliers. Cette derniére permet en particulier d’associer un
hyperplan tangent en chaque point singulier, avec dépendence continue de cet hyperplan
en fonction du point.

Etape 2

On montre que I’ensemble obtenu comme la collection des frontiéres libres pour g > 0 :

U @{uy =0}) x {g}

g

est le graphe d’une fonction h Lipschitz sur €. Le caratére Lipschitz est prouvé grace a
une méthode de déformation de sous-solutions (inspirée de Caffarelli [76]) du type :

F(X) = sup g g(Y)
YeBEé(X)

dont on montre qu’elles restent sous la solution u, pour des € dans une plage de valeurs
(0,e.) ou €, est indépendant de 6 > 0 dans la limite des petits J. Ceci donne exactement
le controle Lipschitz désiré.

Etape 3

On applique la formule de co-aire & la restriction de la fonction h a ’ensemble de tous
les points singuliers S :

/o+°° H 2 ((h\S)_l (9)) dg = /3 Vhys|dH!

Ici H" 2 est la mesure de Hausdorff (n — 2)-dimensionnelle, et dH" ! est 1’élémént de
mesure de Hausdorff (n — 1)-dimensionnel. On conclut la preuve en prouvant par une
autre méthode que le gradient de h|s est nul.

En dimension 2, il est possible d’avoir des informations de nature géométrique sur

les singularités et ceci pour toute frontiére libre (et non plus génériquement seulement).
Ainsi Caffarelli et Riviére [82, 83, 81, 84| ont prouvé par des méthodes de fonctions
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holomorphes que le bord de toute composante connexe de 'intérieur de I’ensemble de
coincidence a un nombre fini de points singuliers. Citons aussi le travail de Mallet-Paret
[157] sur la forme générique des singularités du probléme de ’obstacle en dimension 2.
Dans Schaeffer [179], on peut lire par ailleurs :

“Dans nos exemples, st n = 2, les points exceptionnels se situent tous sur [’axe des réels
avec au plus deux points exceptionnels par composantes”.

Cette remarque introduit naturellement notre résultat sur le nombre de points singuliers
de la frontiére libre en dimension 2 :

Théoréme 2.7 (Les petites composantes ont au plus deux points singuliers)

Soit C une composante connexe de 'intérieur de [’ensemble de coincidence d’une solution
u de (2.2) sur Q C IR?. Alors il eziste une constante p = p (| Du|p(q), dist(C,0Q)) > 0
telle que

i) si diam(C) < p, alors la frontiére libre OC est analytique sauf en au plus deuz points.
i) si diam(C) > p, et X1, X, € OC sont deux point singuliers, alors | X, — Xo| > .

Ce résultat repose sur la théorie [72] développée par Caffarelli et sur une propriété que
nous avons prouvée pour les points singuliers en dimension 2 : si X, est un point singulier
du bord de la composante C, alors localement dans une boule B,(Xj), la composante C
est contenue dans le voisinage tubulaire d’un des rayons de la boule. Le voisinage tubu-

. e e 1ys L . er ,
laire est choisi d’épaisseur e(r), tel que 1’épaisseur relative —( ) tend vers zéro lorsque r
r

tend vers zéro (cf. Monneau [18]).

Les résultats qui précédent admettent certaines extensions a des problémes de 1’obs-
tacle correspondant & des opérateurs elliptiques plus généraux que l'opérateur de La-
place, extensions qui sont présentées dans Monneau [18]. Citons enfin les travaux de
Blank [58, 59|, Ki-ahm Lee [134], pour une théorie de la régularité de la frontiére libre
pour le probléme de I'obstacle complétement non linéaire.

2.2 Transfert de régularité du bord fixe vers le bord libre : une
approche a la Caffarelli [30]

Résumé

Dans cette section nous donnons un résultat de type perturbatif, concernant le
probléme de 'obstacle. Nous prouvons, via la théorie de Caffarelli, que la frontiére
libre est réguliére lorsque celle-ci est suffisamment proche du bord fixe qui lui n’est
supposé que de régularité Lipschitz. Nous étendons ce résultat & un probléme de
I'obstacle non linéaire intervenant dans la modélisation des supraconducteurs, pour
lequel nous prouvons aussi un résultat de stabilité par perturbation. Nous donnons
enfin une estimation de l'aire de la frontiére libre.

Soit 2 un ouvert borné de IR"™ que nous n’allons pas supposer régulier dans cette
section. On supposera ) seulement de régularité Lipschitz et satisfaisant la condition
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suivante de sphére extérieure pour un o > 0 donné : pour tout point X du bord de
Iouvert 0f), il existe une boule B contenue dans le complémentaire de €2, et tangente
en X au bord de 'ouvert 0f).

Nous considérons a nouveau le minimiseur u, de ’énergie

/ Vul? + 2 (2.3)

Q

sur 'ensemble de fonctions u appartenant au cone convexe K défini par
K={ueH(Q), u=gsurdQ, u>0surQ}

ot la donnée au bord est une constante g > 0.
Pour g = 0, il est clair que la solution est ug = 0 et la frontiére libre est 0 {ug = 0} = 09Q.
Par perturbation, nous prouvons le résultat suivant

Théoréme 2.8 (Transfert de régularité du bord fixe vers le bord libre)
Sous les conditions qui précedent, il existe go > 0 tel que la frontiére libre 0 {u, = 0} est
analytique pour tout g € (0, go).

Ce résultat ne se montre pas par un théoréme des fonctions implicites (voir section 2.3
pour une telle approche en supposant plus de régularité sur 0). Ici la preuve se fait par
I’absurde. En supposant le théoréme faux, on déduit ’existence d’une suite de points
singuliers (X,), des frontiéres libres 0 {u, = 0} lorsque g tend vers zéro. En suivant les
points X, par un blow-up adapté

ug(X) — uQ(Xg j; X\/?)

et en extrayant une sous-suite convenable, nous obtenons une contradiction a la limite
g = 0, via la théorie de Caffarelli. Pour pouvoir passer a la limite il faut un controle
sur la solution u,. Ce controle est obtenu via une borne L* sur les dérivées secondes de
ug4, uniforme par rapport a g petit. Puisque le bord fixe 02 n’est pas supposé régulier,
cette borne L*>° est uniquement valable en des points situés & une distance du bord fixe
0f, supérieure ou égale a une constante fois ,/g. Cette borne L* est obtenue en appli-
quant judicieusement 'inégalité de Harnack dans l’esprit du travail de Alt et Phillips [43].

Nous considérons maintenant un probléme de ’obstacle non linéaire intervenant dans
la modélisation des supraconducteurs (cf. Chapman, Rubinstein, Schatzman [93], Serfaty,

Sandier [503], section 5). Soit G' une fonction C*° vérifiant G'(0) > 0 et convexe sur
[0, +00). On considére alors la minimisation de 1’énergie

/Q G(IVul?) + u? (2.4)
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sur le cone convexe K, défini par
Kgn={ue H'(Q), u=gsurdQ, u>hsurQ}
ol g > h > 0 sont des constantes. On a alors le

Théoréme 2.9 (Transfert de régularité du bord fixe vers le bord libre)
Pour tout g > 0, il existe n > 0 tel que pour tout h € (g —n,q), il existe un unique

minimiseur de Uénergie (2.4) sur K, . De plus la frontiére libre de ce minimiseur est
C=.

Ce résultat est prouvé, pour un probléme semblable, de fagon formelle dans Chap-
man, Rubinstein, Schatzman [93] grace a une analyse asymptotique. Ici nous prouvons
rigoureusement ce résultat. Notre preuve est similaire a celle du théoréme 2.8 mais beau-
coup plus technique. La encore, I'inégalité de Harnack joue un role essentiel.

Pour ce probléme de l'obstacle non linéaire, nous prouvons aussi un résultat de
stabilité locale :

Théoréme 2.10 (Perturbation de la frontiére libre, locale en espace)

Soit h* € (0,9) et ugp un minimiseur de l’énergie (2.4) sur le convere K, p+ tel que la
frontiére libre O {ugp- = 0} soit C* dans un compact K* de 2. Alors pour tout compact
IC strictement inclus dans K*, il existe € > 0 tel que pour tout h vérifiant |h — h*| < e,
la frontiére libre O {ug) = 0} est aussi C* dans K.

Ce résultat repose une fois encore sur la théorie de Caffarelli [72]|. Nous renvoyons a
Rodrigues [172| pour la littérature sur la stabilité de la frontiére libre par perturbation.
Nous prouvons enfin une estimation de 1’aire de la frontiére libre. Ce résultat généralise
au cas 0 Lipschitz, celui de Brézis, Kinderlehrer [66]. La méthode de preuve est une
adaptation de Caffarelli [73].

Théoréme 2.11 (Estimation de l’aire de la frontiére libre)
1l existe une constante C' > 0 qui ne dépend que de (), g, G telle que pour tout minimiseur
ugp de Uénergie (2.4) sur le conveze K, pour h € [0,¢], on a

H (O {ugn=h)) < C

2.3 Perturbation de la frontiére libre grace a la théorie de Nash-
Moser [2]

Résumé

Dans cette section nous présentons une approche perturbative du probléme
de 'obstacle. Nous expliquons pourquoi le théoréme d’inversion locale classique
ne s’applique pas. En revanche nous montrons que le théoréme d’inversion locale
de Nash-Moser s’applique et donne un résultat de stabilité de la frontiére libre
par perturbation. Nous adaptons cette approche dans le cas d’une perturbation
singuliére de la frontiére libre.
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Il s’agit d’un travail en collaboration avec A. Bonnet.

Il est possible de voir que le probléme de ’obstacle non linéaire associé a ’énergie (2.4)
de la section précédente peut se reformuler de la fagon suivante dans le cas ot la frontiére
libre est réguliére.

Nous cherchons un ouvert borné régulier w inclus dans 1’ouvert borné régulier Q C IR?
et une fonction v définie sur Q\w vérifiant :

div(G'(|Vu|?)Vu) — u = 0 dans Q\©

ou la fonction G est C*° convexe sur [0, +00) avec G'(0) > 0

u = g sur 0} (2.5)
u = h sur ow

g—“:Osur&u
mn

Ici g, h sont des constantes vérifiant g > h > 0. Stricto sensu, nous avons donné dans
[2] les preuves dans le cas de la dimension n = 2, bien que tous les résultats de cette
section s’étendent sans difficultés en dimensions supérieures.

Dans cette section nous supposons le bord fixe 02 de régularité C*° et nous montrons
comment on peut obtenir I’existence de solutions réguliéres (w, u) du probléme a frontiére
libre (2.5) par perturbation d’une solution initiale (w*, u*) avec une frontiére libre Jw*
réguliére. Nous allons appliquer le théoréme d’inversion locale de Nash-Moser pour lequel
nous renvoyons a Hamilton [118|, Alinhac, Gérard [35], et aussi pour des compléments
Moser [160, 161, 162|, Nash [163], Schwartz [182], Sergeraert [183, 184], Zehnder [194].

Précisément pour introduire nos résultats, il est nécessaire de rappeler la :

Définition 2.12 (Application douce)

L’application ® : C°(M) — C>®(N) ot M et N sont deux variétés éventuellement a
bords, est dite C°-douce sur Uouvert U C C®(M), si elle est continue et si elle vérifie
linégalité douce suivante pour un « € (0,1) -

dr e W, vk € W, Ele+a > 0, Yue U : ‘(I)(u)|k+a S Ck+a<1 -+ |u|k+r+a>
et ® est C°-douce si D'® est C°-douce pour tout j € IN.

Ici (| - |g+a)r>0 désigne une échelle de normes de Hélder de plus en plus réguliéres. Le
théoréme d’inversion locale de Nash-Moser permet d’inverser I’équation ®(u) = f au
voisinage d’une solution particuliére ®(u*) = f* € C*, si ® et (D®)~! sont C*°-douces
au voisinage de u* € C*°. Ainsi on prouve le

Théoréme 2.13 (Perturbation globale de la frontiére libre)

Si (w*, u*) est une solution particuliére de (2.5) pour h = h* € (0, g) telle que dw* € C™,
alors il existe n > 0 tel que pour tout h vérifiant |h—h*| < n, le probléme (2.5) admet une
solution réguliére (w, u) avec une frontiére libre Ow de régularité C*°. De plus l’application
h +—— Ow est C*°-douce.
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La méthode de preuve consiste a scinder le probléme (2.5) en deux sous-problémes.
Sous-probléme 1
On suppose la frontiére libre I' = Ow donnée a priori et on résoud

div(G'(|Vu|*)Vu) — v = 0 dans Q\w
u = g sur 0f)

% = 0 sur Jw

Ceci fournit une solution u(I").

Sous-probléeme 2

On impose la condition de Dirichlet sur I" :

ce qui détermine implicitement la frontiére libre I' = I'(h) grace au théoréme de Nash-
Moser appliqué a ®(I") := u(I') p.

Il est nécessaire de recourir au théoréme de Nash-Moser, car le théoréme d’inversion
locale classique dans les espaces de Holder ne s’applique pas ici. En effet ’application

o . COkte — (Okta

est telle que sa différentielle en I'* € C*+* arrive dans un espace plus régulier que C*+2 :
Dr®(I*) : CFFe — ohtite

Cela se traduit par une perte de régularité sur I'inverse du linéarisé (D®)~! qui applique
alors C**@ dans C*~1*<, Cette perte de dérivée d’une unité sur (D®)~! provient du fait
que ’on impose sur la frontiére libre I' deux conditions d’ordres différentiels différents
(Dirichlet w = h et Neumann g—z = 0). En revanche si on considére ¢ : C'*° —— C alors
D® est une bijection de C*>° dans C*°, et le théoréme d’inversion locale de Nash-Moser
s’applique.

Des résultats de stabilité de la frontiére libre par perturbation, similaires au théoréme
2.13, sont obtenus dans Hamilton [118], Schaeffer [178] pour des problémes & frontiéres
libres faisant intervenir des opérateurs elliptiques linéaires. Signalons aussi Dervieux [98|.

Nous énongons maintenant un résultat de perturbation singuliére de la frontiere libre
obtenu via le théoréme de Nash-Moser

Théoréme 2.14 (Perturbation singuliére de la frontiére libre)

Il existe un n > 0 tel que pour tout h € (g — n,g), le probléme (2.5) admet une solution
réguliere (w,u) avec une frontiére libre I' = 0w € C*°. De plus Uapplication h —— Ow
est C'™®-douce.
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F1G. 4 — Perturbation singuliére & partir du cas Q\w = ()

Remarquons que lorsque A tend vers g, le domaine Q\w sur lequel I’équation elliptique est
définie tend vers ’ensemble vide. Le théoréme 2.14 est donc un théoréme de perturbation
analogue au théoréme 2.13, mais & partir d’un cas dégénéré ou le domaine sur lequel est
posée 1’équation elliptique a disparu car Q\w* = () pour h = h* = g.

Si € est 'ordre de grandeur de la distance entre la frontiére libre dw et OS2, alors quand
h — g, on a e — 0, et la difficulté est de pouvoir prouver que (D®)~! est C*°-douce
jusqu’en € = 0. Pour cela, dans le cas ou {2 est homéomorphe a un disque, on raméne
Q\w par changement de variable & S* x (0,1), et ainsi 'équation D® - w = k écrite sur
S! x (0,1) prend la forme suivante

82142311)33 =+ 28143310,«3 + A%rwrr + €Aiws =+ A%wr + Agw = k0(57 T)
Orw(s,r =1) = ky(s) (2:6)
w(s,r =0) = kay(s)

Remarquons en particulier que 'opérateur sur w dégénére lorsque ¢ tend vers zéro. On
conclut grace au théoréme suivant d’intérét indépendant :

Théoréme 2.15 (Douceur elliptique dans un cas dégénéré)

Soit w(s,r), avec (s,7) € St x [0, 1] une solution de (2.6). Si l'opérateur elliptique vérifie
le principe du mazimum, alors la solution w est C*-douce des coefficients A(s,r), du
second membre k(s,r) et de € jusqu’en € = 0.

Signalons que des cas dégénérés ont été étudiés dans Schaeffer [180] et Plotnikov [166]
avec des méthodes différentes de la notre.

2.4 Sur la convexité de ’ensemble de coincidence du probléme
de l'obstacle : le point de vue des équations complétement
non linéaires [11, 12]

Résumé
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Dans cette section nous présentons une propriété de convexité de ’ensemble de
coincidence pour un probléme de ’obstacle quasilinéaire en dimension 2 posé sur
un ouvert convexe. Cette propriété résulte de I'application d’un théoréme beaucoup
plus général que nous établissons pour les solutions analytiques d’équations ellip-
tiques complétement non linéaires en dimension 2. Ce théoréme fournit un systéme
d’équations/inéquations différentielles couplées sur le gradient et la courbure des
lignes de niveau de la solution. Nous établissons en particulier qu’aux points de
maximum de gradient sur une ligne de niveau, la courbure ne peut que décroitre
avec le niveau.

Il s’agit d’un travail en collaboration avec J. Dolbeault.

Etant donné un ouvert borné régulier (2 de IR?, et étant données deux fonctions convexes
F et G, respectivement C? et C!, et vérifiant G’(0) > 0, nous supposons l'existence d’un
minimiseur v de I’énergie

/Q G(IVul?) + F(u) (2.7)

sur le cone
K={ueH(Q), u=gsurdQ, u>0surQ}

ol g > 0 est une constante. Alors on prouve le

Théoréme 2.16 (Convexité de I’ensemble de coincidence)
Sous les hypothéses précédentes, si <) est convezxe, alors l’ensemble de coincidence {u = 0}
du minimiseur est aussi convezxe.

Ce théoréme a été prouvé dans le cas particulier ou G’ et F’ sont des constantes par
Friedman, Phillips [110] en dimension 2 et étendu en toutes dimensions par Kawohl
[126]. Le probléme extérieur a été étudié par Kawohl [127]. Rappelons que les solutions

du probléme de I'obstacle vérifient une condition de Neumann homogeéne sur la frontiére
libre :

ou

— =0 sur 0{u=0 2.8

- {u=0} (28)
Des résultats similaires au théoréme 2.16 ont été prouvés par Caffarelli, Spruck [250]
pour 'opérateur de Laplace avec une condition de Neumann inhomogéne % =A>0

avec A constant sur la frontiére libre. Mentionnons aussi deux autres résultats sur les
anneaux convexes Caffarelli, Spruck [250], Diaz, Kawohl [101]. Pour les questions géné-
rales de convexité nous renvoyons & Kawohl [129]. Signalons au passage les travaux de
Gabriel [115], Kawohl [130] sur des questions voisines, un papier récent de Caffarelli,
Salazar [85], et les résultats de Henrot, Shahgholian [119, 120, 121].

Vu
[Vul
tangent & la ligne de niveau de sorte que (7,n) forme une base directe. Etant donnée

une fonction G analytique et deux ouverts w CC Q C IR? nous allons considérer les

Nous notons n = la normale unitaire a la ligne de niveau et 7 le vecteur unitaire
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solutions analytiques de I’équation complétement non linéaire

G(Dpntt, Dy, Dy, [Vul,u) =0 dans  {Vu # 0} N (Q\W)

(2.9)
0<u<g dans Q\w
avec les conditions au bord pour une constante g > 0 :

u=g sur OS]
u=0 (2.10)
ou sur  Ow
— =)NK) >0
on (K) 2

Ici A est une fonction de la courbure K de la frontiére libre Ow (avec la convention que
K est positif si w est convexe).

Nous ferons les hypothéses suivantes
(E) Conditions d’ellipticiteé :
Définissons o = (G),, ,, B=(G)p._, et v = (G)p, .- On demande que

a>0, >0, 4aB—+>>0,

(FL) Condition sur la frontiére libre :
Ow est analytique et l'application K — A(K) est analytique, décroissante. De plus si
AK) = 0 sur Jw, alors on demande que G(0,0,0,0,0) < 0 et que le champ de vecteur

. v . . . )
n = o soit analytique jusqu’au bord Ow.

Par exemple I’hypothése (E) est en particulier satisfaite pour une équation quasi-
lineaire du type

v <¢%Lw> — f(u,|Vu])

ou bien une équation complétement non linéaire du type Monge-Ampére
det(D*u) = f(u, |Vul)
Pour tout niveau ¢ € (0, g), nous notons I'* la courbe de niveau
"={reQ, ulx)=t}
Nous notons m(t) le maximum du gradient sur cette courbe de niveau
m(t) = max [Vu(y)|
Nous définissons maintenant ’ensemble X' des points de gradient maximal sur la ligne

de niveau
X'={zel', |Vu(z)=m(t)}
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Enfin nous choisissons de définir la courbure K (¢) correspondante comme la plus grande
courbure de ces points

On a alors le

Théoréme 2.17 (Equation sur le gradient, inéquation sur la courbure)
Sous Uhypothese (E) et la condition m(t) > 0 sur (0, g), soit u une solution analytique
de (2.9). Avec les notations précédentes, m et K sont solutions sur (0,g) de

d
g <md—T,mK,O,m,t) =0

dK K?

I e

a — m
Ici I'inéquation sur la courbure K (¢) doit étre comprise au sens des distributions D’(0, g),
alors que l’équation sur le gradient m(t) est satisfaite pour presque toute valeur de
te(0,9).
Le théoréme 2.17 se prouve en faisant des développements de Taylor aux points ou le
gradient est maximal sur les lignes de niveau. Nous utilisons les formules de Frechet (cf.
Laurence, Stredulinsky [428] pour une utilisation dans le cas de 'opérateur de Laplace).
La partie difficile de notre preuve utilise de facon cruciale la caractérisation des ensembles
d’annulation des fonctions analytiques (cf. B. Kaup, L. Kaup [125], P. Dolbeault [102]).
L’analyse que nous effectuons des lignes de niveau est inspirée de Dolbeault, Poupaud
[103]. Remarquons enfin que dans le cas d’une solution & symétrie radiale, I'inégalité sur
la courbure est en fait une égalité. Cela est a mettre en relation avec les méthodes de
comparaison développées par Talenti [188].

Nous avons alors le corollaire suivant :

Corollaire 2.18 (Borne supérieure sur le gradient, borne inférieure sur la
courbure)

Sous les hypothéses (E)-(FL) et la condition m(t) > 0 sur (0, g], si u est une solution
analytique (jusqu’au bord fize OQ) du probléme a frontiére libre (2.9)-(2.10) (y compris
dans le cas w =), alors on a les propriétés suivantes :

i) Le gradient de u est borné par une constante qui ne dépend que de G, |\(K)|r~(@w), 9
et du minimum de la courbure de OS).

it) Le minimum de la courbure de Ow est plus grand que le minimum de la courbure de
0S). En particulier, si ) est conveze, alors chaque composante connere de w est aussi
conveze.

Remarquons que nous obtenons au passage une borne inférieure sur la courbure de
la frontiére libre. Nous devons citer le travail de Schaeffer [181], ou sont données, pour

le probléme de ’obstacle, des bornes inférieures locales sur la courbure de la frontiére
libre.
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2.5 Conditions suffisantes pour I’absence de zone de mélange
entre deux fluides dans un milieu poreux [19]

Résumé

Dans cette section nous nous intéressons a un modeéle d’écoulement stationnaire
de deux fluides non miscibles dans un milieu poreux. Méme si physiquement les
deux fluides sont supposés non miscibles, la méthode mathématique, disponible &
ce jour, pour construire les solutions du modéle ne permet pas d’assurer ’absence
de zone de mélange (mushy region dans la littérature). Nous donnons un critére
suffisant pour assurer ’absence de zone de mélange. Pour établir ce résultat nous
devons étendre certains résultats de Caffarelli sur la régularité des frontiéres libres,
de facon & les appliquer & ce modéle.

Fluide 1

&\ Gravité

Fluide 2
F1a. 5 — L’interface entre deux fluides

Il s’agit d’un travail en collaboration avec A. Bonnet.
Nous commencons par donner une présentation d’'un modéle physique d’écoulement de
deux fuildes dans un milieu poreux, et ce, sans se soucier des difficultés mathématiques.
Dans un second temps nous rappelerons une formulation mathématique de ce probléme
qui garantit 1’existence de solutions.
Nous nous intéressons a I’écoulement stationnaire de deux fluides non miscibles dans un
domaine ) de IR?. Les coordonnées sont X = (z,y) ou x représente 1’horizontale et y
la verticale. Ces deux fluides repérés par les indices ¢ = 1,2 sont soumis & leur poids
et obéissent a la loi de Darcy qui relie la vitesse de chaque fluide v; & son gradient de
pression

v; = —kV (pi + pigy)

ou k est une constante (la constante de perméabilité du mileu poreux), p; la pression dans
le fluide 7, p; sa masse volumique supposée constante mais différente pour chacun des
fluides, et g la constante de gravité. A l'interface entre les deux fluides, il y a continuité
de la pression et de la vitesse normale. Pour finir les fluides sont supposés incompressibles
(c’est-a-dire div v; = 0)).

Ce probléme est reformulé (cf. Alt, van Duijn [44]) sur la fonction de courant u (fonction
scalaire), qui est telle que les lignes de niveau de u représentent les trajectoires des
particules du fluide. Ainsi le fluide 1 peut étre assimilé a la région {u < 0}, le fluide 2 &
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la région {u > 0} et I'interface entre les deux fluides a la ligne de niveau {u = 0}. Il est
montré dans Alt, van Duijn [44]| que u satifait les équations

Au=0 sur {u#0} (2.11)
upy _ Oy —
B0 = o A<n,e,> sur {u=0} (2.12)

oll u|+ et u|_ sont respectivement les restrictions de u & {u > 0} et {u < 0}. Ici n désigne
la normale unitaire extérieure au fluide {u < 0}, et A = (pa — p1) g > 0.

Nous passons maintenant au volet mathématique de cette présentation. Il est bien
connu que les équations (2.11)-(2.12) ne sont pas attaquables sous cette forme. En par-
ticulier étant donné un probléme avec des conditions aux limites, on ne sait pas s’il
existe des solutions de ces équations. L’approche mathématique consiste & donner une
formulation faible des équations (2.11)-(2.12) pour laquelle on a un théoréme d’exis-
tence. Pour cela on introduit une seconde fonction inconnue v qui est destinée a étre la
fonction caractéristique de {u > 0} lorsque la frontiére libre est réguliére. On considére
les fonctions (u,~y) € H. () x L>=(Q) solutions de

loc

Yo € C5°(9), / VuVv+~y0,v =0, et € H(u) (2.13)
0
ol
{1} ifu>0
H(u)=2< [0,1] ifu=0
{0}ifu<0
et
u = ug on ) (2.14)

L’existence de solutions (u,v) a (2.13)-(2.14) est connue sous certaines conditions

sur 0N et ug (cf. Bonnet, Kamin [63], Carrillo [88]). De plus il est montré que u est alors
Lipschitz-continue (cf. Alt, van Duijn [44]).
Cependant, sauf dans des cas trés particuliers, nous ne savons pas si ces solutions satis-
font les équations de départ (2.11)-(2.12). En fait nous ne savons pas si ’ensemble de
niveau {u = 0} est une courbe réguliére, et méme pire, nous ne savons pas si sa mesure
de Lebesgue est nulle (la mesure usuelle de Lebesgue sur [R??). Dans Bonnet Monneau
|19], nous prouvons le résultat suivant

Théoréme 2.19 (Conditions pour une interface de mesure nulle)
Si (u,7y) est une solution de l’équation (2.13) sur Q et si Uintérieur de l’interface
{u=0}" est vide, alors la mesure de Lebesque de Uinterface |{u = 0}| est nulle si et

seulement si en tout point Xy de l'interface, il n’existe pas de boule B.(Xy) telle que
u >0 sur B.(Xo) ouu <0 sur B.(Xp)-
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Nous ne savons pas s’il existe ou non des solutions v > 0 sur une boule B;(0) o

'origine serait sur le bord de I’ensemble {u > 0}, et telle que 1’ensemble {u = 0} soit de
mesure de Lebesgue strictement positive et d’intérieur vide.
Le théoréme 2.19, lorsque les conditions sont remplies pour qu’il s’applique, garantit que
la mesure de l'interface {u = 0} est nulle. Ainsi dans ce cas (et ce cas-1a seulement), les
valeurs de 7 comprises dans l'interval [0, 1] sur I'interface {u = 0} pourraient étre rem-
placées par n’importe quelles autres valeurs en particulier comprises aussi dans 'interval
[0,1]. Nous voyons donc que dans ce cas, notre solution faible (u,~) se rapproche de
I’éventuelle solution du probléme de départ, en ce sens qu’elle est complétement carac-
térisée par les valeurs de u seulement.

Au cours de la preuve du théoréme 2.19, nous établissons le résultat intermédiaire
suivant qui fournit un cas ot 'on peut identifier la solution faible & la solution forte du
probléme physique initial.

Théoréme 2.20 (Analyticité de ’interface)
Considérons une solution faible (u,v) de (2.13) sur ), telle que linterface {u = 0} est
de mesure nulle, et sépare () en deux composantes connexes seulement. Si ’origine 0 € ()

X
est telle que u(0) = 0 et u‘(X|)

Vinterface {u = 0} est localement une courbe analytique dans un voisinage de l’origine.

ne tend pas vers zéro lorsque X tend vers zéro, alors

Ce résultat est obtenu via une extension des résultats de Caffarelli. Rappelons que Caf-
farelli a obtenu dans |75, 76, 77|, des résultats fondamentaux de régularité de frontiéres
libres sur lesquelles on suppose que la relation suivante est vérifiée :

8U|+ 8u‘,
=G| —,n,X sur {u=0
on on { }

ou la fonction G est strictement positive. Nous avons généralisé ce résultat sans ’hypo-
thése de positivité stricte sur la fonction (G, ce qui correspond a notre situation :

8u‘, _6u‘,
G <a—n,n,X> = a—n - A <n,ey >

Pour finir donnons un résultat concernant U'interface {u = 0} lorsqu’elle est d’inté-
rieur non vide. On parle alors de zone de mélange. Pour énoncer notre résultat, rappelons
la

Définition 2.21 (Convexité dans la direction e,)

Un ouvert Q de IR? est convere dans la direction e, si est seulement si, pour tout réel
to > 0, dés que deux points Xy et Yy = Xo + toe, appartiennent a €2, il en est de méme
de tous les points intermédiaires Xy + te, pourt € (0,1y).

Théoréme 2.22 (Convexité dans la direction ¢, de la zone de mélange)

Soit (u,v) une solution faible de (2.13) sur Q telle que linterface est d’intérieur non
vide. Si Q est conveze dans la direction e, alors Uintérieur de Uinterface {u = 0}° est
aussi convezre dans la direction e,.
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Ce résultat se prouve par contradiction, en faisant glisser une sous-solution appropriée
sous la solution faible dans un voisinage de l'interface {u = 0}. Nous renvoyons a Beres-
tycki, Nirenberg [227] pour la méthode de glissement de domaines.

2.6 Perspectives

Au cours de mon étude des problémes & frontiéres libres et en particulier du pro-
bléme de ’obstacle, j’ai pris conscience de I'importance des formules de monotonie. Ces
derniéres permettent d’obtenir des résultats de régularité sur la frontiére libre et ainsi
de prouver qu’une solution faible est une solution forte sous certaines hypothéses.

Elles jouent aussi un role important dans d’autres domaines, comme par exemple pour
I’étude d’équations paraboliques non linéaires, ou bien pour les équations quasilinéaires
variationnelles sur I’espace entier, ...

Il me semble intéressant d’approfondir ces formules de monotonie, et d’en rechercher de
nouvelles. Il en existe déja un certain nombre. Ces derniéres pourraient étre appliquées
au probléme de Mumford-Shah, au probléme de Stephan, & 1’équation de la courbure
moyenne, au probléme de I'obstacle dépendant du temps, et & bien d’autres situations
qui restent encore inexplorées.

Par ailleurs, I’étude des problémes a frontiéres libres permet d’aborder avec un regard
neuf les questions de régularité pour les solutions de systémes elliptiques d’équations aux
dérivées partielles. Il est sans doute possible d’obtenir une version plus quantitative du
contre-exemple de De Giorgi connu pour les systémes elliptiques en dimensions d’espace
n > 3. Par ailleurs les formules de monotonie devraient permettre de revisiter la théorie
de la régularité partielle des solutions en donnant des estimations ponctuelles. Enfin il
serait aussi intéressant de regarder le cas des systémes elliptiques complétement non
linéaires.

2.7 Bibliographie complémentaire

Dans ces notes bibliographiques, nous regroupons quelques travaux supplémentaires
qui nous semblent intéressants quant & leurs liens avec les problémes a frontiéres libres
traités ci-dessus et les techniques pour les aborder.

Parmi les premiers travaux sur le probléme de 1’obstacle, citons entre autres les tra-
vaux de Lewy [149, 150, 151|, Lewy, Stampacchia [428, 153|, Lewy, Zhiyuan[154] ; sur les
aspects inéquations variationnelles Brezis, Stampacchia [67], Kinderlehrer [135, 136, 137],
Kinderlehrer, Stampacchia [143|; Caffarelli, Kinderlehrer [80].

Il existe dans la littérature des problémes mathématiquement trés voisins du pro-
bléme de 1’obstacle, comme ceux de forme de jet d’eau, Alt, Caffarelli, Friedman [39],
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Craig, Sternberg [95]; des problémes élasto-plastiques, Friedman, Pozzi [111]; le pro-
bléme de la digue, Carrillo [87], Alt [36, 37], Chipot [94], Carillo-Menendez, Chipot
[375, 90] ; sur les problémes a deux fluides dans les milieux poreux, Alt, Caffarelli, Fried-
man [40]; Alt, van Duijn [44, 45, 46, 47|, Alt, Gilardi [42], Berestycki, Bonnet, van Duijn
[56], Yi, Zhang [192].

Pour les questions de régularité des frontiéres libres, citons entre autres un panorama
de Caffarelli [69] sur les techniques utilisées, et les travaux Caffarelli [70], Alt, Caffarelli
[38], Athanasopoulos, Caffarelli [202], Caffarelli, Fabes, Mortola, Salsa [78], Dahlberg
[96], Jerison, Kenig [124], Phillips [164, 165|, Friedman, Phillips [110], Lin [155], Kenig,
Toro 132, 133|, Redondo [168, 169]|, Stojanovic [187], Toro [189, 190|,Kenig [131], Litt-
man, Stampacchia, Weinberger [148|, Bonorino 64|, Baderko [52].

Les résultats de régularité des frontiéres libres reposent pour une grande part sur la
théorie classique de la régularité elliptique, voir par exemple Agmon, Douglis, Nirenberg
[346, 347|, Gilbarg, Trudinger [404|, Ladyshenskaya, Ural’tseva [145], Evans [105], Cabré,
Caffarelli [68], Spruck [186]; voir aussi les propriétés de principe du maximum Proter,
Weinberger|[167], McNabb [156].

Une partie de la théorie de la régularité des frontieres libres reprend des idées déve-
loppées dans le cadre de la théorie des surfaces minimales, voir Giusti [117], Reifenberg
[171]; et la théorie de la mesure géométrique Federer [107], Falconer [106], Simon [468].

Ces idées ont d’ailleurs été appliquées & un probléme voisin : la fonctionnelle de
Mumford-Shah en traitement d’images, De Giorgi [100], Morel [158], Bonnet [62], Baren-
blatt [53|, Knowles [144], Blat, Morel |60|, Fonseca [112], Fonseca, Fusco [113], Fonseca,
Francfort [114|, Acerbi, Fonseca, Fusco [34], Morel, Solimini [159], Chambolle [91], David
[97], Leger [147].

Les problémes d’évolutions font aussi I'objet d’études approfondies. Citons entre
autres le probléme de Stephan : Rodrigues, Yi [173], Rodrigues, Zaltzmann [174, 175],
Zaltzmann [193] ; les évolutions de surfaces, Ilmanen [122|, Barles [54|, Bonami, Hilhorst,
Logak [61]. Les problémes de stabilité des frontiéres libres ont en particulier été étudiés
par Brauner, Hulshof, Lunardi [65]|. Enfin, récemment une théorie de la régularité des
frontiéres libres pour des problémes paraboliques a été achevée par Athanasopoulos,
Caffarelli, Salsa [49, 50, 51].
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3 Modéles de flammes de bec Bunsen et propriétés
qualitatives d’équations elliptiques non linéaires

3.1 Propriétés qualitatives des formes de flammes en dimension
quelconque [6, 7, 9]
Résumé

Dans cette section nous présentons un modéle multidimensionnel de flammes
de bec Bunsen posé sur tout 1’espace. Des difficultés mathématiques apparaissent
car nous travaillons sur un domaine non borné, et il faut donner un sens aux
conditions aux limites & l'infini. Nous montrons qu’il existe un cadre naturel de
travail dans lequel le probléme est relativement bien posé, et les solutions peuvent
étre analysées via la méthode de glissement de domaines. Nous donnons alors des
propriétés qualitatives des formes possibles de flammes.

Il s’agit d’un travail en collaboration avec F. Hamel.

Nous étudions un modéle trés simplifié de flamme de bec Bunsen. La flamme est re-
présentée par sa température normalisée, notée u, ol u prend des valeurs entre zéro
(gaz frais) et 1 (gaz chaud apreés réaction). Le terme de réaction chimique est représenté
par une fonction f(u), ot f est Lipschitz continue sur [0, 1] et satisfait aux conditions
suivantes (cf. Fig. 6)

f=0 sur [0,0JU{1l}, f>0 sur (A,1), f'(1)<0 (3.15)

ou ici 0 € (0,1) représente la température d’ignition en dega de laquelle il n’y a pas de
réactions chimiques.

n
T T -

0 0 1

F1G. 6 — Profil de la fonction f

On suppose que la température de la lamme satisfait une équation de la chaleur non
linéaire (ce qui peut étre justifié en premiére approximation, dans le cas o le nombre
de Lewis est égal a 1, cf. Berestycki, Larrouturou [221]). Ainsi on a

Ou — Au = f(u)
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On utilise les coordonnées = = (2, x,,) pour repérer un point de 'espace IR™ en notant
x' = (21, ...,x,_1). Nous utiliserons la notation x,, pour désigner la coordonnée verticale.
Dans la pratique seules les dimensions n < 3 correspondent aux cas physiques. Nous
ménerons cependant notre étude en dimension quelconque n > 1, en spécifiant lorsque
cela sera nécessaire la valeur particuliere n = 2 pour laquelle notre étude est la plus
compléte. Physiquement nous observons une flamme stationnaire a la sortie d’'un bec
Bunsen. Cependant les gaz sont expulsés & une vitesse ¢ > 0 vers le haut (+e,), ce
qui signifie que dans le repére des gaz, la flamme se propage vers le bas avec la méme
vitesse c. Nous ne nous intéresserons qu’a des solutions stationnaires, ce qui signifie que
la température u(z’, z,,t) évaluée dans le repére des gaz obéit a la relation

w(@', zn, t) = u(2', x, + ct, 0)

Ainsi en notant encore u par abus d’écriture, la température normalisée de la flamme
maintenant indépendante du temps, nous avons

ou

Au —
u C@xn

+ f(u)=0 sur R"

Nous allons voir que la forme de la flamme est essentiellement controlée par sa zone de
gaz frais :

Q(u) := {u < 0}

que nous supposerons représentable par un sous-graphe globalement Lipschitz pour sim-
plifier, c’est-a-dire qu’il existe une fonction ¢ : IR"~! — IR globalement Lipschitz sur
IR™! de sorte que (cf. Fig. 7)

Qu) == {z, < ¢(2")} (3.16)

On étudie alors les solutions (c¢,u) au probléme de la flamme de bec Busen composées
de la vitesse de la flamme ¢ € IR, et de la température normalisée u sur /R" solution de

( 0
Au—ca;n + f(u)=0 sur R"
O<u<l1l sur R"
lim u=1 (3.17)
dist(z,Q2(u))——4o00
lim u=20

\ dist(z,(IR*\Q(u)))—+o00

ot les limites sont uniformes en la distance du point x & la zone de réaction 0Q(u).
Malgré de nombreux travaux, l’étude des solutions d’équations elliptiques semi-
linéaires sur les ouverts non bornées reste encore dans son jeune dge. Ce sujet est relati-
vement vierge, et la partie difficile de notre travail a justement été de trouver un cadre
adéquat de travail. Nous nous sommes finalement rendu compte que (3.16)-(3.17) est
une formulation trés maniable, car elle suppose des convergences uniformes vers 1 et 0,
et se rapproche par sa géométrie des études effectuées sur des cylindres infinis & section
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u >0

vitesse

des gaz

F1G. 7 — Forme de la flamme (zone de gaz frais)

bornée.
Nous nous sommes ainsi essentiellement ramenés a I’application de la méthode de dépla-
cements de domaines (cf. Berestycki, Nirenberg [227]), ici dans les domaines non bornés.

Nous proposons ici une synthése de nos résultats les plus saillants.

Rappelons tout d’abord le résultat classique suivant (cf. Aronson, Weinberger [207],
Berestycki, Nicolaenko, Scheurer [224], Kanel [298], Fife, McLeod [274])
Sous les hypothéses précédentes, il existe une unique solution (co,ug) du probléeme (3.17)
en dimension n = 1, telle que ug(0) = 0.
De fagon précise, (co, ug) est solution de

ug — coup + f(ug) =0 sur IR
up(—00) =0, wup(0) =6, wup(+o0)=1

De plus il est connu que cette solution vérifie
uy >0 sur IR et ¢o>0
Notre premier résultat est le suivant :

Théoréme 3.1 (Borne inférieure sur la vitesse de flamme)
Si (c,u) est solution de (3.16)-(3.17) sur IR", alors

c > ¢

Nous voyons en particulier qu’il n’y a pas de solutions a vitesses négatives, ce qui est
physiquement évident.
Mais ce résultat nous dit plus. Il implique que si la vitesse des gaz ¢ > 0 est trop petite,
i.e. est inférieure & cy, alors il n’y a pas de flamme qui briile. Ce phénomeéne est bien
connu des physiciens. Il faut que les gaz sortent du brileur avec une vitesse suffisante,
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sans quoi il n’est expérimentalement pas possible d’allumer de flamme.

Nous allons voir que malgré le caractére trés simplifié (voir simpliste) de notre mo-
déle, nous retrouvons des résultats physiquement significatifs.

Notre résultat suivant concerne les propriétes de monotonie de la solution :

Théoréme 3.2 (Monotonie de la solution)
Si (c,u) est solution de (3.16)-(3.17) sur IR", avec ¢ = = pour a € (0,%], alors la

fonction u est croissante dans toutes les directions du cone d’aze e, et de demi-angle au
sommet égal G .

En particulier nous avons le corollaire pour o« = 7/2 qui permet d’identifier la solution
unidimensionnelle :

Corollaire 3.3 (Caractérisation de la solution unidimensionnelle par sa vi-
tesse)
Si (c,u) est solution de (3.16)-(3.17) sur IR", avec c = ¢y alors il existe t € IR tel que

w(z', ) = ug(x, + 1)
Plus généralement, nous avons le

Théoréme 3.4 (Condition suffisante pour une solution unidimensionnelle)
Si {u < 6} contient un demi-espace {x,, < h}, alors ¢ = ¢y et il existe t € IR tel que

w(z', ) = ug(x, + 1)

Expérimentalement on constate que les flammes ont la forme de cones pointant vers
le haut. Le théoréme 3.4 implique en particulier que la flamme ne peut pointer son ex-
trémité vers le bas (i.e. vers 'intérieur du briileur), ce qui est cohérent avec I’expérience.

Signalons au passage que nous avons obtenu un résultat similaire au théoréme 3.4,
mais sous des conditions beaucoup plus faibles, en particulier sans demander des conver-
gences uniformes vers 1 et zéro. Nous renvoyons a4 Hamel, Monneau [7] pour I’énoncé
exact de ce résultat.

Finissons cette section en donnant un résultat d’existence de solutions symétriques
en dimension n = 2 :

Théoréme 3.5 (Existence d’une solution symétrique en dimension deux)
Soit n = 2. Alors pour tout o € (0, 7/2], il existe une solution (c,u) de (3.16)-(3.17) sur
IR?, telle que c = - et

sin o

u(z1, v2) = u(—21, r2)

Ce résultat est une conséquence du travail de Bonnet, Hamel [231]. Il est en fait
possible de voir que {u < 0} a la forme d’un cone pointant vers le haut et de demi-angle
au sommet égal a o.
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3.2 [Existence, unicité et stabilité des lammes de bec Bunsen en
dimension 2 [30]

Résumé

Dans cette section nous reprenons 1’étude des flammes de bec bunsen com-
mencée a la section précédente. Dans le cas particulier de la dimension 2 nous
établissons un résultat d’existence et d’unicité des solutions, et étudions leur sta-
bilité.

Il s’agit d’un travail en collaboration avec F. Hamel et J.-M. Roquejofire.

Nous avons vu & la section précédente qu’il existe en dimension n = 2, des solutions
symétriques par rapport a la verticale x5. Nous prouvons la propriété supplémentaire
suivante :

Théoréme 3.6 (Bornes asymptotiques pour les solutions symétriques)
Pour n = 2, les solutions données par le théoréeme 3.5 vérifient : Il existe a,b € IR tels
que

{re < —|z1|cota+a} C {u<b} C {z2<—|zi|cota+b}

Ce résultat d’apparence simple est délicat & prouver. En fait certains dévéloppements
asymptotiques formels & I'infini donnent des indications incorrectes du résultat a prou-
ver. Notre approche est différente. Nous utilisons le fait qu'un analogue du théoréme 3.7
est vrai pour un probléme a frontiére libre associé (cf. théoréme 3.9 plus bas). Nous en
déduisons alors le théoréme 3.7 pour notre probléme de départ.

En fait le théoréme 3.7 implique facilement que la ligne de niveau {u =0} a des
asymptotes a I'infini. Cette propriété trés forte permet alors de prouver facilement le
théoréme d’unicité suivant

Théoréme 3.7 (Unicité des solutions symétriques)
Pourn =2, et a € (0,7/2] donnés, il existe une unique solution (c,u) de (3.16)-(3.17)
avec c = = et

sin «

u(xy, a) = u(—x1, x9)
et u(0) = 6.

Nous avons alors le théoréme suivant de classification de toutes les solutions de
(3.16)-(3.17) :

Théoréme 3.8 (Classification des solutions)
Pour n = 2, toute solution (c,u) de (3.16)-(3.17) est caractérisée par un angle o €
(0,7/2] tel que c = . Alors (a translation prés), ou bien u est égale & la solution

symétrique donnée par le théoréme 3.7, ou bien u(x) = up(z-v) avec |v| = 1 et vy = cos .

L’étude de la stabilité des flammes est actuellement en cours.
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3.3 Classification des solutions d’un probléme de type Serrin in-
tervenant dans un modéle de flamme & haute énergie d’ac-
tivation [8]

Résumé

Dans cette section nous étudions un probléme & frontiére libre (de type Serrin)
dont les solutions représentent des flammes courbes & hautes énergies d’activations.
Nous prouvons, pour ce probléme en dimension 2, I’existence de solutions, et don-
nons une classification compléte des solutions possibles sous les seules conditions
que la flamme est simplement connexe et & courbure bornée. Notre approche est
basée sur la méthode des déplacements de domaines, alliée & une définition de sur
et sous-solutions pour la frontiére libre qui est stable par passage a la limite.

Il s’agit d’un travail en collaboration avec F. Hamel.
Nous considérons maintenant les solutions d’un probléme & frontiére libre sur IR?. Nous
notons x = (1, x) les points de IR?. Nous cherchons les solutions (c,u,Q) ou ¢ € IR
est la vitesse, la fonction u, globalement Lipschitz continue sur IR?, est la température
normalisée de la flamme, et Q = {u < 1} est un ouvert C? a courbure bornée tel que

(
Au—c2% 0 dans Q C R,
8372
v = 1 dans IR*\Q,
0 < u < 1 dans 2, (3.18)
0_u co >0 sur I' =09,
on
lim u(z) = 0,

\ d(z,IR?2\Q)—+00

Nous prouvons tout d’abord 'existence d’une solution symétrique :

Théoréme 3.9 (Existence d’une solution symétrique)
Pour tout o € (0,7/2], il eriste une solution (c,u) de (3.18) telle que ¢ = =, et u
vérifie

U($1,$2) = U(—$1,$2)

De plus cette solution vérifie qu’il existe a,b € IR tels que
{zg < —|z1|cota+a} C {u<l} C {zy<—|z1|cota+b}

Cette propriété asymptotique a l'infini provient d’un calcul semi-explixite sur la
solution en intégrant celle-ci suivant la coordonnée . Ce résultat nous permet d’énoncer
le

Théoréme 3.10 (Unicité de la solution symétrique)
Pour tout o € (0,7/2], il existe une unique solution (c,u) de (3.18) telle que c = -,

Q = {u < 1} est simplement conneze et a courbure bornée, u(zry,xy) = u(—x1,22) et
u(0) =1 avec u(0,z3) < 1 pour xy < 0.

37



On a alors le théoréme de classification suivant

Théoréme 3.11 (Classification des solutions)

Toute solution (c,u) de (3.18) telle que Q = {u < 1} est simplement conneze et  cour-
bure bornée, est caractérisée par un angle o € (0,7/2] tel que ¢ = 2. Alors (a transla-
tion prés), ou bien u est égale & la solution symétrique donnée par le théoréme 3.10, ou
bien u(x) = up(x - v) avec [v| =1 et vy = cosa, ot ici up(y) = e siy < 1 et ug(y) =1
sty > 0.

Signalons que la classification des solutions o 2 = {u < 1} n’est pas simplement
connexe reste une question ouverte.

3.4 Propriété de symétrie et de non-symétrie mono-dimensionnelle
pour les solutions d’équations elliptiques semi-linéaires [10]

Résumé

Dans cette section nous étudions les solutions d’équations elliptiques semi-
linéaires posées sur tout ’espace, qui convergent uniformément vers leurs limites a
Iinfini. Pour les opérateurs a coefficients constants, nous obtenons un résultat de
symétrie unidimensionnelle. En revanche, nous montrons que ce résultat devient
faux lorsqu’on perturbe les coefficients de I'opérateur, méme pour des perturbations
arbitrairement petites. Enfin signalons que ’on obtient des résultats similaires de
symétrie unidimensionnelle pour un probléme posé sur le demi-espace.

Il s’agit d’un travail en collaboration avec H. Berestycki et F. Hamel.
Dans le cas le plus simple nous considérons les solutions bornées d’une équation elliptique
semi-linéaire

Au+ f(u)=0 sur R" (3.19)

vérifiant |u| <1 et
w(x', 2,) — 4, t0o =1 uniformément par rapport & ' = (zy,..., 7, 1) (3.20)

Nous supposons f Lipschitz sur [—1, 1], vérifiant f(+1) = 0 et telle qu’il existe § > 0 de
sorte que

f est décroissante (au sens large) sur [—1,—1+ 4] et [1 — 0, 1] (3.21)

Dans le cas de la dimension 1, il est connu que toute solution de (3.19)-(3.20) est unique a
translation prés, et est strictement croissante (cf. Aronson, Weinberger [207], Berestycki,
Nicolaenko, Scheurer [224], Kanel [298|, Fife, McLeod [274]).

En dimension n = 2,3 ce résultat a été prouvé par Ghoussoub et Gui [286] en
supposant f € C!, et par une méthode basée sur des propriétés spectrales d’opérateurs
de Schrodinger.

Nous avons généralisé ce résultat en dimension n quelconque en employant une méthode
de déplacements de domaines (cf. Berestycki, Nirenberg [227]).
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Théoréme 3.12 (Symétrie unidimensionnelle)
Toute solution u de (3.19)-(3.20) ne dépend que de la coordonée x, et est strictement
croissante en x,. De plus, elle est unique a translation pres.

Simultanément, ce résultat a été prouvé par des méthodes probabilistes par Barlow,
Bass, Gui [211], et par Farina [271, 272| en utilisant une méthode d’hyperplans mobiles.
Signalons que ce résultat est reli¢ & une question plus difficile : une conjecture de De
Giorgi [262] (cf. section 3.5 pour plus de détails). Signalons aussi une extension de ces
résultats par Farina [268, 269] au cas de nonlinéarités discontinues.

Notre méthode de preuve permet de traiter sans difficulté supplémentaire le cas d’un
opérateur & coefficient constant plus général que l'opérateur de Laplace, et avec une
nonlinéarité monotone en x,, :

Lu+ g(xp,u) =0 sur R" (3.22)

ou
Lu = aij(x)aiju + bj (x)(?ju

est tel que
Jeo,Co >0, VEe€ R, clE]? < ag(x)&&; < ColEf?

et b; est borné dans L.
La nonlinéarité g(x,,u) est supposée continue sur IR x [—1, 1] et globalement Lipschitz
par rapport a u. De plus elle vérifie g(-, 1) = 0 et

g est croissante par rapport a =z,
360 >0 tel que a z, fixé
g(x,,u) est décroissante par rapport a u sur [—1,—1+d] et [1 — 0, 1]

Lorsque les coefficients a,;, b; de 'opérateur sont constants, le théoréme 3.12 se généralise
en

Théoréme 3.13 (Coefficients constants et symétrie)

Si les coefficients a;j, b; sont constants, toute solution u de (3.22)-(8.20) ne dépend que
de la coordonée x, et est strictement croissante en x,. De plus, elle est unique si g
dépend réellement de x,,, et seulement unique a translation prés si g ne dépend pas de
T

Ce théoréme ne s’apprécie vraiment qu’au regard du résultat suivant

Théoréme 3.14 (Coefficients non constants et perte de symétrie)

En dimension n > 2, il existe des coefficients constants a;j, b; et une fonction g indépen-
dante de x,, telle que et pour tout ¢ > 0, il existe des coefficients variables a5;(x), b5 ()
arbitrairement proches des coefficients constants :

|a5; — aijlpos(mny + |05 — bjlroo(mny < €
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et tels qu’il existe des solutions u® de
ai;(2)0ijus + b5 (x)0ju + f(u) =0 sur IR"
satisfaisant (3.20) et telles que u® ne dépend pas que de la coordonnée x,.

Nous voyons donc que la condition de coefficients constants est fondamentale pour
avoir un résultat de symétrie. La symétrie peut étre brisée par perturbations L*° des co-
efficents méme arbitrairement petite. La preuve de ce dernier résultat se fait en construi-
sant un exemple explicite pour lequel pour certains jeux de coefficients a;; (), b5(z), on
obtient en fait une famille continue a un parameétre de solutions non-unidimensionnelles.
Pour des résultats similaires de perte de symétrie, nous renvoyons a Alessio, Jeanjean,
Montecchiari [198, 199] pour des exemples scalaires issus de la théorie des systémes
hamiltoniens, et & Alama, Bronsard, Gui [197] pour un exemple correspondant a un
systéme d’équations autonomes sur IR2.

Pour finir signalons que nos résultats de symétrie uni-dimensionnelle s’adaptent au
cas d’équations semi-linéaires posées sur le demi-espace, avec comme il se doit, une non-
linéarité monotone et un opérateur elliptique a coefficients constants. Pour les détails
nous renvoyons a Berestycki, Hamel, Monneau [10]. En particulier notre résultat géné-
ralise un résultat antérieur da a Clément, Sweers [250] sur le demi-espace. Voir aussi le
travail de Berestycki, Caffarelli, Nirenberg [216].

3.5 Vers la construction d’un contre-exemple 4 une conjecture
de De Giorgi en grande dimension ? [25, 32]

Résumé

Pour les solutions d’équations elliptiques semilinéaires, nous mettons en évi-
dence le lien qui existe entre les minimiseurs globaux sur IR"~! et I'existence de
solutions monotones non triviales sur IR™. Nous prouvons que l’existence d’un mi-
nimiseur global symétrique sur IR"~! implique I’existence d’une solution monotone
non plane sur IR™ qui est minimiseur global. De plus nous prouvons que toute solu-
tion monotone sur IR" est minimiseur global si et seulement si ses limites inférieure
et supérieure le sont aussi.

Il s’agit d’un travail en collaboration avec D. Jerison.
Rappelons en premier lieu la conjecture suivante

Conjecture 3.15 (De Giorgi [262] (1978))
Soit une solution u € C*(IR™) de

Au=ud—u
telle que

xr
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dans tout l’espace IR". Est-il vrai que, pour tout A € IR, les ensembles {u = \} sont des
hyperplans, au moins sin < 8 ¢

On s’intéresse plus généralement aux solutions bornées d’équations elliptiques semi-
linéaires de la forme

Au = F'(u) sur R" (3.23)
et vérifiant 9
8;; >0 sur R" (3.24)

Ici F est C11 et vérifie

{FZO sur IR

F>0 sur (—1,1) et F(—=1)=F(1)=0 (3.25)

Cette condition est évidemment vérifiée pour le choix particulier F'(u) = (1 —u?)?/4 qui
correspond & la conjecture de De Giorgi.

Définition 3.16 (Minimiseurs globaux sur R")
Une fonction u est dite minimiseur global sur IR" si pour tout domaine borné regulier
Q C IR™ nous avons

1 1
/—|Vu\2+F(u) g/—|vU|2+F(v)
02 02

pour toute fonction v € C¥1(Q) telle que

v =u sur o)

Nous prouvons

Théoréme 3.17 (Minimalité des solutions monotones)
Soit une fonction F € CY'(IR) et u une solution bornée de (8.23) satisfaisant (8.24).
Nous notons ' = (x1, ...,x,_1) et introduisons

u(a’) = lim u(a’,an)
w(@) = lim u(e, ) (3.26)

Tp——00

Alors u est un minimiseur global sur IR™ si et seulement si u et u sont des minimiseurs
globauz sur IR" 1.

Ce théoréme étend légérement le résultat suivant
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Théoréme 3.18 (Alberti, Ambrosio, Cabré [203])
Soit u une fonction entiére, bornée, solution de (3.23) et satisfaisant (3.24), et soit
Q C IR™ un ouvert borné régulier. Alors

1 1
/ L + Flu) < / Lvop 4 F)
Q2 Q2

pour toute fonction v € C%1(Q) telle que v = u sur ) et
u(z") <o, z,) <u(x')  pour tout x = (2',x,) € Q

Le Théoréme 3.18 a été prouvé dans Alberti, Ambrosio, Cabré [203] en utilisant des
résultats de calibrations pour des fonctionnelles scalaires du Calculus des Variations (cf.
Dacorogna [253|, Dal Maso, Modica [254|, Morgan [324, 325]).

Ici notre preuve des théorémes 3.17 et 3.18 est basée sur la méthode des déplacements
de domaines (sliding method, cf. Berestycki, Nirenberg [227]).

Nous prouvons aussi

Théoréme 3.19 (Unicité des solutions monotones)
Si u est une solution de (3.23)-(3.24) et u est minimum global sur IR™ alors pour tout
ouvert ) borné et régulier, si v est solution de

Av=F'(v) sur §)
v=u sur S

et vérifie
u(@') <wv(!,z,) <u(z’)  pour tout v = (2/,x,) € Q

avec les notations w,u du théoréme 3.17, alors v = u sur ).

Nous allons maintenant voir que les solutions que nous considérons présentent des
analogies trés fortes avec les surfaces minimales.

Analogies Surfaces minimales/EDP elliptiques semi-linéaires
Remarquons tout d’abord que les solutions de (3.23) sont points critiques de I’énergie

BE(v,Q) == /Q %\w? + F(v)

pour tout ouvert ) C IR". Par ailleurs, de facon a déterminer la forme de I’ensemble de
niveau {u = 0} & Pinfini, il est naturel d’effectuer un blow-down sur cette solution en
introduisant pour une suite de rayon R > 1 croisssants la suite

ug(x) = u(Rzx)
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Ainsi ug est point critique de la nouvelle énergie
1
E Q)= | — 2+ RF
w(0.9) = [ SEIVoP + RF()

pour tout ouvert 2 C IR". Modica et Mortola [320] ont prouvé que dans la limite
R — 400, ’énergie Fr(-, ) I'-converge vers la fonctionnelle suivante

u(z) =1 ppxekE,

n—1 1
cPH"™H(QNOE) si JE  tel que { u(r) = -1 ppxcQ\E

Eo(u,Q) =

+00 sinon

ol cr est la constante
1
CF = V2F (s)ds
-1

Si linterface séparant les régions {u,, =1} et {u,, = —1} est réguliére, alors
' Es(u, Q) = H* 1 (2N JF) s’identifie justement & l'aire de cette interface comprise
dans 'ouvert 2.

Si maintenant u est une solution de (3.23) qui vérifie (3.24) et que de plus ses limites
en r, = too sont © = 1 et u = —1, alors nous savons que u est minimiseur global de
I’énergie (théorémes 3.17,3.18). Ainsi d’aprés Ambrosio, Cabré [202] (voir aussi Alberti,
Ambrosio, Cabré [203]), on peut extraire une sous-suite (ug/)r qui vérifie
(Ir")

Up — Us dans L},

ER/(UR/,Q) — Eoo(uooaQ) < 400

Ol U, est un minimiseur de F(+, Q) pour tout 2 C IR™. En particulier cela implique que
le bord 0 {u > 0} est une surface minimale. Ceci s’interpréte, en disant qu’a l'infini, la
ligne de niveau {u = 0} se comporte “essentiellement” comme une surface minimale.

Voir aussi Hutchinson, Tonegawa [295], Luckhaus, Modica [308], Owen, Rubinstein,
Sternberg [326], pour des techniques similaires.
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N° Surfaces Minimales EDP Elliptique Semi-Linéaire
(Résultats) (Conjectures)
1 unicité des graphes solutions unicité des solutions x,,-monotones
(avec le graphe C IR"™) (définies sur
les cylindres w X (a,b) C IR™)
2 par définition les solutions entiéres
minimise 1’énergie sont des minimiseurs globaux
3 | les surfaces minimales dans R" les minimiseurs globaux sur IR"
sont des hyperplans sin <7 sont plans sin <7
4 il existe un ensemble minimal il existe un minimiseur global
non-graphe dans IR" pour n > 8 non plan sur R" pour n > 8
(cone de Simons)
5 | les graphes minimaux dans IR" les solutions monotones sur R"
sont des hyperplans si n < 8 sont planes si n < 8
(conjecture de De Giorgi)
6 | les graphes minimaux non plans les solutions monotones non planes
existent dans IR" pour n > 9 existent sur IR" pour n > 9
7 les graphes Lipschitz dans IR" les solutions monotones sur IR" avec
sont des hyperplans un ensemble de niveau u = 0 Lipschitz
en toutes dimensions sont planes en toutes dimensions
8 les surfaces minimales tout ensemble de niveau u = 0
suffisamment plates dans By suffisamment plat dans Bp,
sont des graphes dans Bg est un graphe
indépendamment de R dans B n indépendamment de R

Dans la table ci-dessus, nous présentons les analogies existantes entre les résultats
bien connus sur les surfaces minimales, et les conjectures (dont certaines sont d’ailleurs
déja prouvées) notées (Ck) pour k = 1, ..., 8, que I'on peut naturellement formuler pour
les solutions d’équations elliptiques semi-linéaires, dont en particulier la conjecture de
De Giorgi 3.15 notée ici (C5).

Pour les références sur les surfaces minimales, nous renvoyons a Bernstein [229],
Simon [332, 333], Miranda [313, 440], Fleming [276], Giusti [117], Giaquinta [283].

La conjecture de De Giorgi, notée (C5) dans la table ci-dessus, a été prouvée par
Ghoussoub, Gui [286] en dimension n = 2 (voir aussi Berestycki, Caffarelli, Nirenberg
[213]) et par Ambrosio, Cabré [202] en dimension n = 3. Cette conjecture est toujours
ouverte en dimensions n > 4 (voir néanmoins le travail de Ghoussoub, Gui [287] en
dimensions n = 4, 5). D’autres travaux plus anciens concernent la dimension 2 (Modica,
Mortola [321], avec une condition de lignes de niveau uniformément Lipschitz), ou bien
donnent des informations de type théoréme de Liouville en dimension quelconque (Mo-
dica [316], Caffarelli, Garofalo, Segala [246]). Voir aussi Modica [315, 317, 318, 319|.
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Les conjectures (C'1), (C'7) sont vraies : (C'1) est prouvée dans le théoréme 3.19 par

la méthode des déplacements de domaines, et (C7) a été prouvée par (Barlow, Bass, Gui
[211]). Voir aussi le travail de Caffarelli, Cordoba [245, 244| sur les minimiseurs dont
I’ensemble de niveau {u = 0} est un graphe.
La Conjecture (C'2) a été prouvée sous certaines hypothéses par Alberti, Ambrosio, Cabré
[203] (voir théoréme 3.18). La conjecture (C2) est encore vraie sous les hypothéses du
théoréme 3.17 que nous avons prouvé. Au contraire la conjecture (C2) n’est pas vraie
sans conditions supplémentaires. Les conjectures (C4) et (C6) sont toujours ouvertes.
Néanmoins nous prouvons le théoréme 3.20 qui sous certaines hypothéses signifie

(C4) = (C6)
Pour les surfaces minimales, les conjectures (C4) et (C6) correspondent aux résultats
bien connus et prouvés par Bombieri, De Giorgi, Giusti [230|. Pour finir, la conjecture
(CB) (c’est-a-dire “plat” implique “graphe Lipschitz”) reste une question ouverte a notre

connaissance, alors que dans Caffarelli, Cordoba [245], il est prouvé que la propriété
“graphe Lipschitz” implique un controle C'2.

Résultat principal

Notre résultat principal est le théoréme suivant qui montre que 'existence d’un mini-
miseur symétrique sur JR"~! implique 1’existence d'un contre-exemple & la conjecture de
De Giorgi dans IR".

Théoréme 3.20 (Stratégie pour contruire un contre-exemple)

Considérons une fonction F € CY(IR) satisfaisant (3.25). Supposons lexistence d’un
minimiseur global v sur IR"™' (au sens de la définition 3.16) satisfaisant |v] < 1 et les
symétries sutvantes :

V(1 ooy =Ty ooy Tp1) = V(X1 ooy Tjy ooy Ty) pouri=1,...,n—1

Alors pour chaque v € <0, \/2F(U(O))> il existe une fonction u € C*(IR™) solution de
(8.23) satisfaisant |u| < 1 et vérifiant

ou

or,,

telle que pour un \ € IR, l’ensemble {u = A} n’est pas un hyperplan.
De plus cette solution u est un minimiseur global sur IR"™, vérifie

>0 sur IR"

ou
0) = t 0) =2(0
SO = et u(0) = o(0)
et satisfait les symétries :
UW(T1y oy =Ty ooy Tp1, ) = U(TY,y oy Ty ooy Ty 1, Ty) pouri=1,..,n—1 (3.27)

Nous avons des raisons de penser qu'un tel minimiseur symétrique v sur IR® existe et
n’est fonction que de | X|,|Y]|, avec X = (x1, ..., x4) et Y = (x5, ..., xg). Si notre conviction
se révele exacte, alors notre théoréme permettrait de conclure a I’existence d’un contre-
exemple & la conjecture de De Giorgi dans IR°.
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3.6 Un théoréme de type Liouville pour les équations elliptiques
isotropes homogénes complétement non linéaires [27]

Résumé

Dans cette section nous énoncons un théoréme de type Liouville pour des équa-
tions elliptiques complétement non linéaires. Pour des équations isotropes homo-
génes sur IR? tout entier, nous montrons sous certaines conditions, que les solutions
dont le gradient ne s’annule pas sont des solutions unidimensionnelles, i.e. ne dé-
pendent que d’une seule coordonnée d’espace. Nous donnons un résultat similaire
pour le probléme de type Serrin correspondant.

Il s’agit d’un travail en collaboration avec J. Dolbeault.
Nous considérons les solutions d’une équation elliptique complétement non linéaire ho-
mogeéne et isotrope dont la forme la plus générale en dimension 2 d’espace est

F(Dnnua Drru, Dyru, |vu|2>u) =0
Vu
[Vl
tangent a la ligne de niveau de sorte que (7, n) forme une base orthonormée directe. Nous
allons nous restreindre a un cas ou le gradient ne s’annule pas, de sorte que 1’équation
soit toujours bien définie.
Nous introduisons les hypothéses suivantes
(E) Conditions d’ellipticité
Définissons o = (F)p, ., 8= (F)p._u, ¥ = (F)p, .- Nous supposons que

oun = est le vecteur normal unitaire a la ligne de niveau et 7 est le vecteur unitaire

a>0, >0, 4aB—~*>>0

(U) Solution unidimensionnelle
Nous supposons 'existence d’une solution unidimensionnelle mg(t) > 0 de

d 2
F (@ (%) ,0,0,m%,t) =0 pour tE€ (a,b)

Nous avons alors le résultat suivant de type Liouville

Théoréme 3.21 (Théoréme de type Liouville)
Soit a,b € IR et Q C IR? un ouvert conneze et simplement connere. Nous supposons que
la fonction F est analytique, et que la fonction analytique u est solution de

F(Dpptt, Dyrtty Dyyu, [Vul?u) =0 sur Q C IR? (3.28)

vérifiant a < u < b sur §). Nous supposons qu’il existe une borne sur \u\cg@ et deur
fonctions continues m(-) et M(-) telles que

0 <m(u(z)) < |Vu(z)| < M(u(z)) sur {a<u(x)<b}nQ
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Nous supposons que F satisfait la condition d’ellipticité (E), et qu’il existe une solution
unidimensionnelle mqy vérifiant (U) de sorte que

tlirtn M(t) —mo(t) = tliItn m(t) —mo(t) =0 pour to =a,b (3.29)
Alors les lignes de niveau {u =t} sont des lignes droites pour chaque t € (a,b), et §) est
donc une bande de plan, un demi-plan ou bien le plan entier.

Ce théoréme se montre a 'aide de considérations sur les extréma du gradient sur
les lignes de niveau de la solution. En considérant & la fois le gradient et la courbure
en ces points extrema, on obtient trois couples de gradient/courbure : celui associé au
minimum du gradient, celui associé au maximum du gradient, et celui de la solution
unidimensionnelle. Ces couples satisfont un systéme d’inéquations différentielles ordi-
naires paramétré par le niveau ¢ = u de la ligne de niveau (cf. un travail précédent de
Dolbeault, Monneau [12]). La comparaison entre ces couples permet de conclure que la
solution est égale a la solution unidimensionnelle.

On peut rapprocher notre théoréme d’un résultat différent et complémetaire trouvé
récemment par Farina [270] en dimension 2 pour certaines équations quasilinéaires de
forme particuliére. Sous une condition de gradient non nul, il établit que les solutions
dont l'orientation du gradient ne varie pas trop a l'infini sont unidimensionnelles. Son
résultat repose sur un théoréme de Liouville prouvé par Gilbarg et Serrin [284]. Comme
corollaire, il prouve en particulier que la conjecture de De Giorgi est vraie en dimension
n = 2 pour des equations quasi-linéaires.

Indépendamment, Danielli et Garofalo [260] ont prouvé que la conjecture de De Giorgi
est vraie pour des équations quasi-linéaires en dimensions n = 2 et n = 3, généralisant
ainsi le résultat et la méthode d’Ambrosio, Cabré [202].

Sans chercher la plus grande généralité, nous donnons a titre d’illustration deux
applications dans un cas trés particulier semi-linéaire, bien que 'on ait des résultats
similaires dans le cas complétement non linéaire pour lequel nous renvoyons & Dolbeault,
Monneau [27] pour I’énoncé plus technique. Ainsi on a

Théoréme 3.22 (Application a 1’équation de Ginzburg-Landau)
Pour toute solution u bornée de

Au+tu—u®>=0 sur IR? (3.30)

si Vu # 0 sur IR%, et si les lignes de niveau {u =t} ont une courbure bornée pour tout
t, alors les lignes de niveau sont des droites pour chaque t.

De méme on a le résultat de type Serrin [330].

Théoréme 3.23 (Application 4 un probléme de type Serrin)
Soit |u| <1 une solution de

Au+u—u*=0 sur QC IR (3.31)
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ot ) est un ouvert connexe simplement connexe, C? & courbure bornée. On suppose les
conditions au bord pour un X € (—1,1) :

{ %f A , o1 sur  Of)

ol up(r) = tanh (%) est la solution unidimensionnelle. St Vu # 0 sur €, et si les

lignes de niveau {u =t} ont une courbure bornée pour tout t, alors ces lignes de niveau
sont des droites pour chaque t, et €2 est un demi-plan.

Ce dernier résultat constitue en particulier un premier élément de réponse a une
conjecture formulée par Berestycki [212] sur les symétries des domaines non bornés sur
lesquels on suppose ’existence d’une solution & un probléme de type Serrin.

3.7 Solutions localement a symétrie radiale pour certains opé-
rateurs non uniformément elliptiques [31]

Résumé

Dans cette section nous étudions les propriétes de symétrie des solutions de
certaines équations non-uniformément elliptiques. Il s’agit d’équations de type p-
Laplacien pour p > 2 avec second membre non-Lipschitz. Ce type d’équation admet
des solutions a symeétries radiales qui peuvent étre constantes sur une boule cen-
trée en l'origine (solution plateau). Nous prouvons un principe de comparaison
pour les solutions de ces équations lorsqu’il s’agit d’équations d’Euler-Lagrange
de problémes convexes. Plus généralement, nous appliquons une méthode locale
d’hyperplans mobiles, qui permet de prouver que toute solution dans une boule est
somme de solutions plateau & symeétrie radiale, la somme n’ayant pas nécessaire-
ment la symétrie radiale.

Il s’agit d’un travail en collaboration avec J. Dolbeault et P. Felmer.

L’une des approches les plus fructueuses pour attaquer les questions de symétrie (mais
aussi les propriétes de monotonie) des solutions d’équations elliptiques non-linéaires est
la méthode d’hyperplans mobiles (moving plane) introduite par Alexandroff [200, 201].
Cette idée a été reprise par Serrin [330] pour I’étude d’un probléme & frontiére libre, et
appliquée par Gidas, Ni, Nirenberg [280, 281] pour montrer un résultat remarquable de
symétrie radiale des solutions d’une équation elliptique semi-linéaire du type Au+ f(u) =
0 posée sur tout I'espace. Cette approche a été a I'origine d’'un nombre considérable de
travaux. Citons en particulier une simplification de la méthode, apportée par Berestycki
et Nirenberg [227] ot sont étudiées entre autres des équations du type

Lu+ f(u) =0

ou L est un opérateur uniformément elliptique et f est une fonction Lipschitz.
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Nous étudions ici une extension des questions précédentes au cas ou a la fois
1) l'opérateur L n’est pas uniformément elliptique
2) la fonction f n’est pas Lipschitz.

Le cas 1) des opérateurs non-uniformément elliptiques dont 1’exemple type est le
p-Laplacien a été étudié en détail. Citons en particulier Vazquez [341] pour un principe
du maximum fort sur des solutions positives, et son extension a des opérateurs plus gé-
néraux par Montenegro [322]|. Citons aussi des travaux sur des questions reliées, Serrin,
Zou [331], Damascelli [255, 256, Damascelli, Pacella [257], Damascelli, Pacella, Ramas-
wamy [258], Damascelli, Ramaswamy [259|, Franchi, Lanconelli, Serrin [277].

D’une fagon générale, la théorie de la régularité des solutions de ces équations non-
uniformément elliptiques n’est pas achevée, et seuls certains résultats partiels sont
connus. Citons en particulier Tolksdorf [338], Di Benedetto [263].

Le cas 2) ou la fonction f n’est pas Lipschitz n’a été étudié que trés récemment. Sur
la question de la symétrie des solutions, citons les travaux de Brock [237, 238] fondés sur
une symétrisation de Steiner continue, celui de Cortazar [251], et trés récemment Farina
[268, 269|, Dolbeault, Felmer [264, 265|.

Ici notre travail est inspiré de Dobleault, Felmer [266] ou ces auteurs ont introduit
la méthode locale d’hyperplans mobiles. Avant de présenter notre résultat principal,
remarquons que pour des fonctions f continues, il existe des solutions positives de

Ayu+ f(u) =0 dans une boule B (3.32)

qui présentent un plateau ou u = c est constante, et f(c) = 0 (cf. la Fig. 8). En
particulier en dimension 1, la longueur du plateau est arbitraire. On retrouve la non-
unicité des solutions lorsque les conditions du théoréme de Cauchy-Lipschitz ne sont pas
remplies (ici f n’est pas Lipschitz). En particulier, il est aussi possible de contruire de
nouvelles solutions en “empilant” ces solutions plateau les unes sur les autres (cf. Fig.
9).

F1G. 8 — Une solution plateau (en dimension 1)

Notre résultat principal affirme (sous des conditions que nous allons préciser ci-
dessous) que toute solution de (3.32) s’écrit comme empilement de solutions plateau.

Précisément on introduit ’hypothése :
(H) La fonction f est continue de IR dans IR et n’a qu’un nombre fini de zéros. Si
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F1G. 9 — Empilement non symétrique de deux solutions plateau 1'une sur I'autre (en
dimension 1)

f(up) = 0 alors il existe € > 0 tel que
(a) ou bien f est décroissante (au sens large) sur (ug — &, ug + €), et on dit que ug € Z,
(b) ou bien f > 0 sur (ug, up+¢), et on dit que ug € Z,. De plus on suppose que 0 € Z,.

Définition 3.24 (Localement a symétrie radiale)
On dit que u est localement a symétrie radiale, s’il existe une suite dénombrable de
fonctions (u;)ier solutions de

Apu; + f(u; +C;) =0 sur IR"
telle que

et que
u; =0 sur IR"\Bg,
u=c¢ >0 sur B,
u; est radiale, strictement décroissante sur Bpr,\B,,

pour des constantes C;, c;, R;,r;. On impose en particulier qu’étant donnés deux indices
i et j, on a ou bien Br, C By, ou bien Br, C B,,.

On a alors le

Théoréme 3.25 (Localement a symétrie radiale)
Soit p > 2, B = B(0, Q la boule unité de IR", f une fonction continue vérifiant I’hypo-
these (H), et uw € C' (B) une solution de

Apju+ f(u)=0 sur B
u>0 sur B
u=0 sur OB
avec Apu = div (|VulP~2Vu). Soit M = |u|p=p). On suppose que
ue C*({z € B,Vu(z) 20)NCY" {r € B, u< M})
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ou y > zﬁ' St ’ensemble
I'={xe B, Fuye Z,\{0}, wu(z)=wuy, Vu(z)=0}
est vide, alors u est localement a symétrie radiale.

Ici la condition I = () semble technique, mais nous ne savons pas comment ’éviter.
Elle est par exemple automatiquement satisfaite si on suppose f > 0 sur (0, +00), ce
qui, & notre connaissance, fournit déja un résultat nouveau dans ce cas particulier.

Notons enfin que le probléme de traiter des solutions u € Cl’ﬁ, ce qui peut arriver
si Vu(zg) = 0 et f(u(zg)) # 0, reste complétement ouvert.

3.8 Perspectives

Il nous semble intéressant d’approfondir la question de classification de forme de

flammes posées sur tout ’espace. En dimension d’espace n = 2, nous avons obtenu une
classification essentiellement compléte des solutions sous certaines hypothéses naturelles,
que ce soit pour le probléme de réaction-diffusion ou bien pour le probléme & frontiére
libre. Signalons seulement que la question reste ouverte pour le probléme & frontiére libre
lorsque la zone de gaz frais n’est pas simplement connexe.
En dimension n > 3 beaucoup de questions restent ouvertes, cependant nous disposons
maintenant d’un cadre d’étude adéquat pour les étudier. Les questions d’existence, de
symétrie, d’unicité sous certaines conditions, de classification des solutions sont autant
de problémes ouverts raisonnables, et qui devraient nous permettre d’améliorer notre
compréhension des problémes posées sur les ouverts non bornés.

Une autre direction de recherche me semble particuliérement intéressante. Il s’agit
de mettre au point un contre-exemple a une conjecture de De Giorgi en grande dimen-
sion. Nous avons déja fait la moitié du chemin dans cette direction en établissant le
lien entre 1’existence d’un contre-exemple en dimension n et ’existence d’un minimiseur
symétrique en dimension n — 1. Il nous semble maitenant important d’essayer d’établir
I’existence d’un minimiseur symétrique en dimension n — 1 = 8, ce qui nous donnerait
automatiquement un contre-exemple en dimension n = 9.

3.9 Bibliographie complémentaire

Dans ces notes bibliographiques, nous regroupons quelques travaux supplémentaires
qui nous semblent intéressants quant a leur lien avec les problémes d’équations aux déri-
vées partielles elliptiques non linéaires traités ci-dessus et les techniques pour les aborder.

Une large littérature physique existe en combustion sur les descriptions de fronts de
flammes. Nous renvoyons entre autre a Sivashinsky [334, 335, 336, 337], Williams [343],
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Zeldovich, Barenblatt, Libovich, Mackviladze [344], Zeldovich, Frank-Kamenetskii [345],
Frankel, Sivashinsky [278|, Lewis, Von Elbe [304], Lifian [307], Matkowsky, Sivashinsky
[309], Joulin [297], Michelson [311, 312], Buckmaster [239, 240], Buckmaster, Ludford
[241, 242|, Kanel [299]. Des problémes mathématiquement voisins ont été étudiés en bio-
logie : Kolmogorov, Petrovsky, Piskunov [300], Aronson, Weinberger [208], Fisher [275].

D’un point de vue mathématique on peut citer les travaux menés en combustion
par Bonnet, Hamel [231], Berestycki, Larrouturou [220, 221|, Berestycki, Larrouturou,
Lions [222], Heinze, Papanicolaou, Stevens [293], Glangetas [288], Hamel [291], Hamel,
Nadirashvili [292], Vega [342], Hadeler, Rothe [290].

Concernant les propriétés de symétrie unidimensionnelle, citons entre autres les tra-
vaux de Berestycki, Caffarelli, Nirenberg [216, 214, 215, 218, 219], Berestycki, Nirenberg
[225, 226] Li [305], Alessio, Jeanjean, Montecchiari [199], Angenent [206], Esteban, Lions
[267]. Voir aussi Barlow [210], pour un théoréme de type Liouville.

De facon similaire, des questions de symétries radiales ont été étudiées en particulier
par Li, Ni [306], Amick, Fraenke [204], Farina, Akopian [273] Aftalion, Busca [195],
Gidas, Spruck [282]. Voir aussi Busca, Sirakov [243], pour le cas des systémes elliptiques.
En complément aux questions de symétrie, citons aussi les travaux de Bandle, Essen
[209], Chen, Li [249].

Certains problémes de régularité elliptique prés des coins d’'un domaine ont été en
particulier regardé par Dauge [261] Grisvard [289], Maz’ja, Plamenevskii [310], Kon-
drat’ev [301], Morrey [446].

Au sujet des solutions du probléme de type Serrin, qui est un probléme & frontiére
libre particulier, citons quelques travaux en combustion et quelques autres : Reichel [327],
Andreucci, Gianni [205|, Berestycki, Caffarelli, Nirenberg [217|, Caffarelli, Lederman,
Wolanski [247|, Craig, Sternberg [252|, Galaktionov, Hulshof, Vazquez [279|, Hilhorst,
Hulshof [296], Kozlovsky, Sivashinsky [302], Lederman, Wolanski [303|, Ton [339, 340].
Caffarelli, Vazquez [248|, Henrot, Philippin [294].

Enfin les questions de stabilité des fronts d’ondes progressives ont en particulier été
étudiées par Roquejofire [328, 329|, Berestycki, Larrouturou, Roquejofire [223], Brauner,
Lunardi [232], Brauner, Lunardi, Schmidt-Lainé [233, 234, 235], Brauner, Noor Ebad,
Schmidt-Lainé [236].
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4 Quelques questions d’élasticité linéaire et non li-
néaire revisitées

4.1 Estimations elliptiques uniformes pour un modéle de plaque
infinie en élasticité linéaire [22]
Résumé

Nous présentons une nouvelle étude des équations de 1’élasticité linéaire pour
une plaque infinie IR? x (—1,1). Nous obtenons des estimations elliptiques (TW*»
et C*+°) uniformes sur les déplacements de la plaque en fonction des forces ex-
térieures. Nous identifions en particulier le noyau de 'opérateur d’élasticité dont
nous montrons qu’il est construit & partir du noyau de ’opérateur décrivant le
modéle des plaques de Kirchhoff-Love.

Soit Q4 = IR*x (—1, 1) une plaque infinie. Nous notons z = (2/, x3) un point de cette
plaque avec =’ = (z1, x3). Nous considérons le cas de 1'élasticité linéaire isotrope homo-
géne pour un matériau de Saint Venant-Kirchhoff, en introduisant pour un déplacement
tridimensionnel u = (uq, us, u3) les opérateurs :

[ (A +20)011u1 + p(O2ur + Dszur) + (A + ) (Orous + Or3us)

Lu =< (A+2u)0us + p(011ug + Os3u2) + (A + 1) (0211 + Oazus) sur €

[ (A + 2p)033u3 + p(On1us + Orous) + (A + ) (Os1u1 + Osaus)
( (O5uy + Oyus)

Bu =1 p(d3us + Osug) sur  0Q

. )\(81711 + 82U2) + (/\ + 2#)83’&3

ol A, it > 0 sont les constantes de Lamé.

Introduisons par ailleurs 'opérateur associé au modéle de Kirchoff-Love de la théorie
des plaques M = (M*, M*) agissant sur les fonctions ((z') = ({1, (2, (3), et défini par

( 3N+ 2u )
S —_ A/ o rer /
(M C)l —AC1+<>\+2M>81d1VC

M(¢ = 3A+2 . IR?
¢ (M5¢)y = A'G+ <7)\ n 25) Oodiv’C Sur

MAC = A7

\
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ou l'opérateur de Laplace bidimensionnel est
A= 011 + O

et la divergence bidimensionnelle portant uniquement sur les deux premiéres compo-
santes de (, est

div'¢ = G + 0a(o

Effectuons une remarque préliminaire sur la symétrie du probléme. Pour cela on
définit pour une fonction scalaire v sur €2, les parties symétriques et antisymétriques
relativement & la coordonnée x5 :

v*(x) =

(v(x1, 22, x3) + V(21 T2, —x3)) et v (x) = = (v(x1, X2, x3) — V(21, T2, —X3))

DN | =
DN | =

Cela permet de définir & nouveau pour une fonction & valeurs vectorielles u = (uy, ug, usz),
les parties symétriques et antisymétriques de la facon non standard suivante :

u¥ = (uf,up,ug) et wt = (uf,us, u3)

Ainsi il est immeédiat de vérifier que si u est solution du probléme de plaque tridimen-
sionnel

Lu=—f sur

Bu=g sur 00
alors le probléme se découple entre les parties symétriques et antisymétriques

LuS) = —fS L(u) = — fA
{B<u5>=gA et {B<uA>:gS

Cette remarque permet en particulier de scinder le probléme en deux problémes indé-
pendants.

Introduisons maintenant une application qui & une fonction ((z’) définie sur IR
permet d’associer un déplacement tridimensionnel qui va jouer un role fondamental dans
notre étude. Etant donné ( = (1, (2, (3) on définit le déplacement symétrique suivant
qui ne dépend que de ({3, (2)

2
A Tag divc

Cl+)\+2u2!

US(Q) = | G+ -2 x—gadiv'g
2T fou 2t

23div'C

A+ 2u
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et le déplacement antisymétrique suivant qui ne dépend que de (3
—1301(3 + a(w3) 01 A G

/
UA(C) = —1302C3 + a(w3) A G
\
A+ 2p 2!

A'Gy
ol a(z3) est le polynome en x3 suivant
3N +4u\ 73 A+
= (20229
alws) <A+2u)3! Nrou)t

On définit en particulier le déplacement complet comme somme des parties symétriques
et antysymétriques

U(¢) = U%(¢) + UA(¢)

Le transformation qui a ¢ associe U(() permet maintenant d’exhiber un premier lien
entre le modéle de plaques tridimensionnel et le modéle de Kirchhoff-Love de la théorie
des plaques.

Théoréme 4.1 (Lien 3d-2d)
Soit ((2) = (¢1, G, G3) une fonction définie sur IR?. On a alors

LUK) =0 sur Qo

(MC:0 sur ]RQ):{BU(C)IO sur 00

Nous avons déterminé la transformation ¢ — U(() via la théorie de la représentation
des groupes (cf. Guichardet [407]).
Au cours de notre étude du noyau de l'opérateur d’élasticité nous avons prouvé une
réciproque du théoréme sur I’espace des fonctions & croissance au plus polynomiale :

Théoréme 4.2 (Caractérisation du noyau)

Soit u une solution C? de
{ Lu=0 sur Q

Bu=0 sur 004

telle qu’il existe deur constantes C,p > 0 de sorte que
lu(z)| < C 1+ |z])’  sur Qu

Alors il eziste un polynéme ((x1,x2) de degré inférieur ou égal a p tel que M{ = 0 et

uw=U(0).
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Nous souhaitons maintenant controler les déplacements u en fonction des forces de
volume —f = Lu et des forces de surface ¢ = Bu. A cause du noyau non trivial de
I'opérateur de I’élasticité linéaire, on ne peut pas borner I'intégralité des déplacements
mais seulement une “partie”. Il existe en effet une “partie non bornée” qui est le noyau
suivant :

Poa={v€C?(Q), Lv=DBv=0, 3C>0, [v5(2)]<CA+z])? [o*(2)]<C1+|z])*}

I1 s’agit d’un ensemble de polynémes en (x1, x2, z3), dont les polynémes symétriques sont
de degré au plus égal & 2 (I'ordre de l'opérateur M*°) et dont les polyndmes antisymé-
triques sont de degré au plus égal & 4 ('ordre de I'opérateur M4).

Nous allons donner une estimation uniforme dans des normes de Holder (nous donne-
rons plus tard des estimations analogues dans des normes de Sobolev uniformes). Ainsi
pour une fonction v definie sur un sous-ensemble ouvert A, nous notons la semi-norme
de Holder pour « € (0, 1)

rwed, azy T =Y
Plus généralement nous rappelons les normes

k

|0]ktasa = Z |Djv|a;z4 avec  [v[a;a = [V|o;a + [V]aa €t [v]oa = Slellj ()]
j=0 ;

Pour prendre en compte le noyau P, 4 de 'opérateur de I'élasticité, nous sommes natu-
rellement amené a définir la semi-norme suivante sur un ouvert A quelconque contenu
dans Q0 :
Nk+2+a;A(u) = sup inf lu — P|k+2+a;B1(l‘)ﬂA
— PePy g
TEA

Gréace a cette semi-norme on ne conserve que la partie bornée du déplacement. On a
ainsi 'estimation elliptique suivante

Théoréme 4.3 (Estimation uniforme C***) B
Il existe une constante C' > 0 telle que si u est un déplacement de régularité C*T*(Qy),
alors on a l’estimation suivante

Novosan(u) < C(|Lulasan. + [Bulitasn..)
deés que les deur membres de l’inégalité sont finis.

La preuve de ce théoréme se fait par I’absurde grace a un controle sur v — P ol P est
un polyndme de P, 4. Ce controle sur u — P utilise la théorie des espaces de Sobolev a
poids pour 'opérateur de Laplace sur IR", développée entre autres par Amrouche [349|,
Amrouche, Girault, Giroire [348]. Citons aussi Kozlov, Maz’ya, Rossmann [419]. Nous
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conjecturons I’existence d’une théorie similaire des espaces de Sobolev & poids pour I'opé-
rateur de I’élasticité sur une plaque infinie ()., théorie qui impliquerait nos résultats de
facon plus directe.

Des estimations de Holder d’ordre plus élévé C*+2T< que celles données dans le théo-
reme 4.4 sont obtenues facilement avec notre méthode.

Insistons sur le fait qu’on a évidement des estimations similaires dans les espaces
W P muni de normes uniformes. Etant donné un ouvert A quelconque, on définit pour
1 < p < 400 et une fonction u la norme

|u|

unif

(4) = SUP |u|Lp(B, (2)nA)
€A
et plus généralement pour tout k réel positif
U = sup |u
| |Wf;fff(A) mg | |W’“”’(Bl(w)ﬁA)
On associe aussi au noyau Ps 4 la semi-norme

wa;ff(f\) (u) = f}éﬁ Pie%fu v = Plwersi@na

Ainsi on a le

Théoréme 4.4 (Estimation uniforme Wb,

1l existe une constante C > 0 telle que si u est un déplacement de régqularité Wf,;p(ﬁoo),
alors on a l’estimation suivante

./\/’WQJ)

unif

@ = O (ILulag o+ 1By )

unif

deés que les deur membres de l'inégalité sont finis.

4.2 Estimations elliptiques intérieures pour un modéle de plaque
finie en élasticité linéaire [26]
Résumé

Nous présentons une nouvelle étude des équations de 1’élasticité linéaire pour
une plaque finie w x (—1,1) ol w est un ouvert de IR%. A un terme prés, exponen-
tiellement décroissant en la distance par rapport au bord latéral dw x (—1, 1), nous
obtenons des estimations elliptiques (W*P et C*¥+) sur les déplacements, uni-
formes & l'intérieur de la plaque en fonction des forces extérieures. Nous donnons
aussi des estimations controlant les déformations du déplacement tridimensionnel
par les déformations d’une projection bidimensionnelle du déplacement tridimen-
sionnel.
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Dans cette section nous reprenons le probléme étudié & la section précédente mais ici
sur une plaque qui n’est pas infinie. Soit w un ouvert de IR? quelconque (éventuellement
non borné et non régulier). On considére la plaque suivante

Q=wx(-1,1)
Nous notons dist(z’,w) la distance d’un point 2’ € IR? & w, et
Qi=wax (—1,1) ot wy= {2’ € R dist(z',w) < d}
Pour un ensemble quelconque A C €2, nous définissons

Nitoraa(u) = su inf |lu—U .
ket 24asa (1) melj &E(w\ (5)‘k+2+a,31(m)m

() = {€ € CX(Bale')), ME=0 sur By(a'))

Nous utilisons les mémes notations que dans la section précédente pour les opérateurs
M, L, B.

Nous introduisons aussi la notation 9*€); pour désigner le bord de 2; excepté les bords
latéraux :

8*Qd = (wd X {+1}) U (wd X {—1})

Nous avons alors le résultat suivant

Théoréme 4.5 (Estimation intérieure C**2*® pour une plaque avec bords)
Il existe des constantes C,c > 0 telles que pour toute fonction u € C**+(Qy), nous
avons pour d > 0

Nk+2+a;ﬂ (u) < C (|Lu|a;ﬂd + |Bu|k+1+a;8*ﬂd + eicd-/\/’k—l—Z—i—a;Qd(u))
deés que les deur membres de l’'inégalité sont finis.
De fagon similaire, nous notons pour 1 < p < 400,
[uler @) = O (] 1o (8, ()0

et plus généralement

g = SR Fehwes o

Nous introduisons la semi-norme

Nyrw oy(w) =sup inf : u = U)lwras,)n0)

unif zeQ é’eE(x’

P k42
Nous avons alors ’analogue du théoréme 4.5 pour les espaces WP

unif
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Théoréme 4.6 (Estimation intérieure VVumf pour une plaque avec bords)
1l existe des constantes C,c > 0 telles que pour toute fonction u € W/pr(Qd), nous
avons pour d > 0

—cd
wajjﬂm(“) < C(‘L“‘W’“P(Q + [Bul (a*ﬂd)+e Nl’;:j%?(g)( ))

deés que les deur membres de l’'inégalité sont finis.

Remarquons que les estimations que nous avons obtenues dans le cas d’une plaque
infinie Q,, = IR? x (—1,1) sont un corollaire immédiat des estimations intérieures qui
précédent (ici d = +00).

Avant de finir cette section, nous donnons une estimation de type Sobolev, mais de
nature différente. Au lieu d’étre uniforme, elle est intégrale.

Pour cela, étant donnée une fonction A = (hy, ..., h11) définie sur w,, nous définissons son
“extension tridimensionnelle” par

3
hl + .T3h4 —|— h7 + 3? hlo
3

PO(h) = h2 + l‘3h5 + hg + ?j’ h11

2

X
m+m%+§m

Nous notons par P l'espace formé de telles fonctions :
P ={Py(h), heH(w)}

Nous définissons la projection bidimensionnelle Proj»(u), ot Proj,» est n’importe quel
projecteur de L?([—1,1]) sur IR™, qui est naturellement étendu & un projecteur de
H?(€,) sur P. Nous donnons maintenant une estimation sur

w = u — Projp(u)

Théoréme 4.7 (Estimation intérieure W*2? pour une plaque avec bords)
1l existe des constantes C,c > 0 telles que pour toute fonction u € Wf:“Qp(Q ), on a

pour w = u — Projip(u) et pour d >0 :

‘U}|Wk+2,p(Q) < C <|LU|W’W(Qd) + ‘Bu|kal

—cd
broray T C ‘u‘wm’p(ﬂd))

deés que les deuxr membres de l'inégalité sont finis.
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4.3 Estimations d’erreur pour une plaque tridimensionnelle de
faible épaisseur [22, 26]

Résumé

Dans cette section nous considérons une plaque linéairement élastique ¢ =
w x (—¢,¢) d’épaisseur 2¢ pour un ouvert w de IR%. On effectue un changement
d’échelle pour se ramener sur un ouvert fixe, dans lequel on applique les estima-
tions uniformes obtenues dans les sections précédentes. On obtient des estimations
d’erreur optimales entre la solution tridimensionnelle et une projection bidimen-
sionnelle de la solution tridimensionnelle.

Nous considérons une plaque 2 = w X (—¢,¢) dont 1’épaisseur 2¢ est destinée a
tendre vers zéro. L’ensemble w est un ouvert quelconque (éventuellement non borné et
non régulier) de IR%. Aprés changement de variables, (cf. Ciarlet [369]) on se raméne &
louvert fixe 2 = w x (—1,1). On obtient des déplacements u définis sur 2. On pose

€11(U) 612<U) 2613<U)

e (u) = era(u)  exn(u) %623(10

1 1 1
2613 (U) gegg(u) 6—2633(U)

et on définit la forme bilinéaire sur H! (Q) x C5°(w x [—1,1])

a* (u, 0) = / NS (), (0) + 2paes; (u)es, (v)

et la forme linéaire sur C§°(w x [—1,1]) :

l(v):/fv—i—/ gv—/ gu
Q wx{+1} wx{—1}

pour des fonctions f € L2 () et g € H2,(09Q). On considére alors les déplacements

loc
u € H! () solutions du probléme suivant :

a‘(u,v) =1l(v), YveCg(wx[—1,1]) (4.33)

A ce stade de la présentation nous pourrions rajouter une condition sur le bord latéral
Ow x (—1,1), cependant notre théorie nécessite plus de développements pour en tenir
compte de fagon satisfaisante (étude fine des couches limites dans des normes uniformes
adaptées) . C’est la raison pour laquelle nous n’intégrons pas ces conditions aux limites
dans la formulation variationnelle (4.33).
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Il existe de trés nombreux travaux sur les estimations d’erreurs entre la solution
tridimensionnelle des équations de I’élasticité linéaire et un déplacement de Kirchhoff-
Love solution des équations du méme nom. Citons en particulier les travaux de Shoikhet
[467] et Ciarlet, Destuynder [371, 389, 388, 366] pour les premiéres estimations d’erreur
rigoureuses sur la difference u — U entre la solution tridimensionnelle et le déplace-
ment de Kirchhoff-Love. Citons a I'inverse le travail récent de Dauge et Gruais [380] sur
des estimations d’erreur L™, et le livre trés récent de Maz’ya, Nazarov, Plamenevskij,
[434, 435] ot sont traités de nombreux problémes de perturbation dans des domaines
singuliers avec leurs estimations d’erreurs correspondantes. D’une facon générale, ces
diverses estimations d’erreur sont dans le méme esprit que la théorie des perturbations
singuliéres développée depuis les années 1960 (cf. Lions [429]). Il est bien connu que les
perturbations singuliéres présentent un phénomeéne de perte de régularité qui empeche
d’estimer u — U® dans les normes naturelles. Par exemple méme dans le cas trés parti-
culier d’une plaque périodique (i.e. 2 = w x (—1,1) avec w = IR*\Z?), si f € L*(Q) et
g€ H%(GQ), il n’est pas connu d’estimation de type |u — U°|y2(q) par une puissance de
e. Dans tous les cas connus il faut, ou bien se contenter d’une estimation de régularité
plus faible sur u — U, ou bien demander plus de régularité sur les forces imposées f et
g. L’approche classique a été appliquée a de trés nombreux problémes de réduction de
dimension. Cependant & notre connaissance, tous souffrent de cette méme difficulté de
régularité. Citons a ce propos Jacques-Louis Lions ([429], p. 92) :

Les estimations données (...) sont dans l’espace H'. En fait en utilisant les résultats
classiques de régularité des problémes auz limites elliptiques (...), les solutions u (...)
sont dans des espaces plus petits (de Sobolev, de Schauder, etc.). Quelles sont les esti-
mations d’erreur dans ces espaces ¢

L’objet de notre travail est de proposer une réponse possible & cette question sur le cas
des plaques (mais qui a en fait un caractére tout-a-fait général), en contournant la dif-
ficulté classique grace a l'introduction d’une projection bidimensionnelle de la solution
tridimensionnelle.

Changement de variables B
On introduit le changement de variables suivant T = (%, %2, x3) avec T € Q) =

% x (—1,1) et
Q@) =ctu(x) d=eh f[1@=efilr) 5@ =clgx)
W(T) =cus(x)  Dp=edy  [o(@) =e'folr)  Go(@) = ga(a)

U(T) =eus(x)  O03=0;  [3(@) =<"fs(a)  Gs(T) =<Egs()
Ce changement de variables permet de se ramener & I’étude précédente de la plaque en
W
élasticité linéaire sur 'ouvert — x (—1, 1) et d’appliquer nos estimations indépendantes
€

de la taille de 'ouvert d’épaisseur fixée.
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Estimations d’erreur

En effectuant le changement de variables précédent, nous allons maintenant appliquer
la théorie que nous avons développée dans les sections précédentes. Dans les estimations
suivantes nous prendrons des forces surfaciques nulles ¢ = 0 pour simplifier la présenta-
tion, bien que des résultats similaires soient disponibles pour g # 0.

A des fins pédagogiques, nous commencons par un résultat particulier.

Théoréme 4.8 (Bornes L dans le cas périodique)

1l existe une constante C' > 0 qui ne dépend que de \, i telle que pour la plaque périodique
(c’est-a-dire Q0 = w x (—1,1) avec w = IR*\Z?), si f € L>®(Q) et g = 0, alors toute
solution u de (4.33) est telle que w = u — Projip(u) vérifie

@y < O (falimgo +2 fslie)

Nous voyons que ce théoréme nous assure que si on sait borner les déformations de
Proj‘p(u) qui est une quantité essentiellement bidimensionnelle, alors on sait aussi bor-
ner les déformations (et donc les contraintes) de la véritable solution tridimensionnelle.
Ici la constante C' dans I’estimation est indépendante de la taille de ’ouvert w périodique
choisi (on pourrait tout aussi bien choisir w = [IR?\Z? avec [ trés grand comme l'inverse
d’une puissance de ¢ par exemple).

Nous donnons maintenant des estimations d’erreurs de type W?2? dans le cas non
périodique.

Théoréme 4.9 (Estimations d’erreur intérieures 1W??)
Soit Q =w x (—1,1) avec w un ouvert borné de IR?, et

Qu=wax (=1,1), ot wy= {2 € R dist(a',w)<d}

Soit 1 < p < +o0. Il existe deux constantes C,c > 0 dépendant uniquement de \, i et
p , telles que pour toute solution u de (4.33) sur Qq avec f € LP(Sy), on a lestimation
suivante sur w = u — Projp(u) (que l'on donne uniquement dans le cas ot g = 0 pour
simplifier la présentation)

e e (w)] 1y (o)

|833w3|Lp(Q) 53 (Z |fa‘Lp(Qd) +te |f3‘Lp(Qd)>

€ |833wa|Lp(Q) y € |83ozw3|Lp(Q)

IN
Q

|€*(w)] 1o

2 —cd
e |83th6‘LP(Q) ) g? |805w3‘LP(Q) e

+‘U3|LP(Qd) +e Ea ‘U‘CV|LP(Qd)

e |8a6ww|Lp(Q) )
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Plus généralement, il est aussi possible de donner des versions W*? de cette estima-
tion.

Nous allons donner une estimation uniforme dans des normes de Holder. A cette fin,
nous introduisons quelques notations. Ainsi pour une fonction v definie sur un sous-
ensemble ouvert A, nous notons la semi-norme de Holder pour « € (0, 1) par rapport a
x’ = (z1, x9) seulement

[U]/ 4= sup |U(l‘/, 1‘3) _ U(y/, 1‘3)|
“ $:($/7$3)7y:(yl7$3)e‘47 TFY |l‘/ - y/|a

et la semi-norme de Hélder pour « € (0, 1) par rapport a x3 seulement

v(2', x3) — v(2, y3
ol q = sup o', 25) = v(@', yo)|
l‘:(l‘/,l‘g),y:(x’7y3)EA7 x#y |‘/E3 - y3|

Nous rappelons aussi que nous notons la norme L> :

|v]o;4 = sup |v(z)]
TEA

Nous définissons

A 2 ,
§1 - IL'381§3 + 52 (m %aldlv/g + a(xg)(?lA <3)
€ 2 A ZL‘% s /
U (C) = §2 - x382§3 + € ma@gdlv g -+ a(xg)(’)QA C3
A DN
2 ( ) Y3 A/
(3 + € < )\+2Maz3d1vc+)\+2ﬂ2!A§3)

ol nous rappelons que

. SA+4p\ o3 A u
1 _ A = 2 2 (== _3_2
div'¢ = (1 + 01(Ca, 0; + 03, a(xs) (A+2M> 31 <>\+2H L3

Ainsi nous avons

Théoréme 4.10 (Estimations d’erreur C* uniformes)
Soit Q= w x (—1,1) avec w un ouvert quelconque (eventuellement non borné) de IR?, et

Qi=wax (=1,1), ot wy={d' € R dist(a',w)<d}
On définit la norme pour 0 < a < 1
Vs = [vlon + [Vag + % [v]ng
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et la semi-norme

Nago(w) = sup inf oz = Us(§). e (va — Us(€))acn
zeQ  E€Ee(2))
ou
E.(2)) ={£ € C°(Ba(a), ME=0 sur B.(2)}

1l existe deuzr constantes C,c > 0 dépendant uniquement de A\, et o, telles que pour
toute solution u de (4.33) sur Q4 avec f € C%(Qq), on a lestimation suivante sur
w=u-— Proj”;(u) (que l’on donne uniquement dans le cas ot g = 0 pour simplifier la
présentation)

62 |6€ (w)|o¢,a;Q

|O33w3],, ..

53 <|fa|a757ﬂd + € |f3|o¢,6,Qd>

IA
Q

€ ‘833wa|a,5;g y € ‘83&103‘&,5;9

d
et (W)l e, + N (0)
e’ |830‘w6|07639 ’ e? |8@5w3|a,€;9 W

3
€ |8C‘fﬁw"/|oz,a;§2 )
., . . . . 2

Plus généralement, il est aussi possible de donner des versions C*® et W25k de cette
estimation.

Conclusion et questions ouvertes

Une question particuliérement intéressante serait de chercher des estimations similaires
tenant compte des conditions aux limites sur le bord latéral dw x (—1,1). Dans cette
direction une étude plus poussée des couches limites semble faisable, mais reste a faire.
Enfin il serait intéressant d’appliquer notre approche & de nombreux autres problémes
dans des ouverts minces avec phénoméne de réduction de dimension, tels que par
exemple, les plaques anisotropes, les coques, les arcs, les problémes similaires en élas-
ticité non linéaire, les équations d’évolutions, les problémes d’homogénéisation, etc. La
liste est longue, et dans chaque cas notre approche est susceptible d’apporter un éclai-
rage nouveau sur des modeéles pourtant déja étudiés par la méthode énergétique classique.

4.4 Sur la régularité asymptotique des déplacements d’une
poutre dans la limite des faibles épaisseurs [23]

Résumé

Dans cette section nous considérons une poutre droite de faible épaisseur 2¢, en
élasticité linéaire. Nous restreignons notre étude & des proutres de IR?, et étudions
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le passage 2d — 1d dans la limite ou 1’épaisseur 2¢ tend vers zéro. Afin d’éviter
tout probléme de couches limites, nous supposons des conditions périodiques aux
extrémités de la poutre. Nous revisitons un travail de Paumier, dans lequel il est
prouvé que les déplacements sont analytiques en ¢ jusqu’en € = 0 si les forces sont
a fréquence bornée. Nous prouvons plus généralement, que les déplacements sont
C® en ¢ jusqu’en ¢ = 0, pour des forces C'>° non bornées en fréquence. Dans ce
cadre, les estimations d’erreur classiques ont exactement le sens de développements
de Taylor.

Nous considérons une poutre droite bidimensionnelle Q° C IR? qui s’écrit ° =
I x (—e¢,¢e). Cette poutre est d’épaisseur 2¢, et afin d’éviter tout probléme de couches
limites, nous la supposerons périodique, i.e. I = IR/2wZ. Aprés changement d’échelle,
on peut ramener le probléme sur 'ouvert fixe 2 = I x (—1,1), et on recherche alors un
déplacement v = (uy,uz) renormalisé solution des équations suivantes qui deviennent
singuliéres dans la limite ¢ — 0 :

( A+ )0 + po:
(N +2u)011uy + ( 2 21;22 HO2L —fi
sur
(A4 p)Oorur + pOiug (A4 2p)0pus
52 + 54 - _f2

(4.34)
,U(82U1 —+ 01u2)
82

= gl
sur OS2
A@lul ()\ + 2#)82712
> T 1
\ € e
Sous la condition d’équilibre des forces :

Q oN

pour des forces suffisamment réguliéres, il existe une unique solution u parmi celles
vérifiant la condition de normalisation

/ui:o, i1, (4.35)
Q

(car sinon on peut toujours ajouter une constante aux déplacements et obtenir encore
une solution). Remarquons que la solution ne dépend que de n = 2, et que formellement
on s’attend a pouvoir écrire cette solution normalisée

u(n) = Znﬂ‘;#f

Jj=0

= g2

Ici la suite de fonctions (u’); est déterminée de fagon unique, & nouveau en imposant la
condition de normalisation pour chaque entier j :

&/dzo,i:LQ
Q
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Dans [455], Paumier a montré (en fait pour des plaques) que pour des forces F' =
(f,g) a fréquences bornées en x1, i.e. de la forme

F = Z F{(x9) cos(kyzy) + Fi(x2) sin(kyaq)
keds, |k|<K

avec I, [ € C*([—1,1]), il existe no(K) > 0, tel que le développement (4.35) converge
dans des espaces de Sobolev du type H™((—1,1), H%(I)) pour n € [0,np).

Plus généralement, pour des forces réguliéres a fréquences non bornées, nous prouvons
le résultat suivant :

Théoréme 4.11 (Dépendance réguliére de la solution jusqu’a D’épaisseur
nulle)
Soit O, application

d: C°(Q) x C®(0Q) x [0, +o0) — C>®(Q)
(f,9,m) —  u(n)

ot u(n) est la solution de (4.34).
Alors Uapplication @ est C* jusqu’en n = 0.

Ce résultat, d’apparence simple et sur un probléme linéaire, est en fait délicat a
démontrer. Nous devons en particulier montrer que toute dérivée k-iéme de ® par rapport
a n, est continue jusqu’en n = 0. Plus précisément nous obtenons, en autres, ’estimation
non optimale suivante pour tout j, & > 0

du B

ou
o

< NC|Fk19j+5+a (4.36)

k+a

ou C' = C(n,k,a) > 0, et les normes figurant dans I'inégalité sont des normes classiques
de Holder.

Au vu de ce résultat, nous voyons en particulier qu’il est maintenant facile d’interpré-
ter les estimations d’erreurs classiques comme de véritables développements de Taylor
des déplacements en fonction de 1 = % (c’est-a-dire en fonction de 1’épaisseur initiale
de la poutre 2¢), et ce dans I’espace des fonctions C'°° muni de sa topologie naturelle.

Pour finir, remarquons que l'inégalité (4.36) implique d’ailleurs assez facilement que

l'application ® est non seulement C'*°, mais est C'*°-douce (cf. section 2.3 pour la défi-
nition d’une application douce).
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4.5 Estimation d’erreur pour un modéle de cylindre asymptoti-
quement mince [29]

Résumé
Dans cette section nous considérons un cylindre mince ew x (0, L) de section
bidimensionnelle ew et de longueur L. On considére les déplacements de ce cylindre
en élasticité linéaire hétérogéne anisotrope en supposant les extrémités du cylindre
fixées. On effectue un changement d’échelle pour se ramener sur un cylindre fixe,
dans lequel on obtient une estimation d’erreur 3d — 1d via une nouvelle inégalité
de type Korn que nous établissons.

Il s’agit d’un travail en collaboration avec F. Murat et A. Sili.

On considére un cylindre 2° = cw x I de section ew ol w est un ouvert borné régulier de
IR* et I = (0, L) ou L est la longueur du cylindre. On suppose que ce cylindre est décrit
par 1'élasticité linéaire hétérogéne anisotrope. Il est soumis a des forces extérieures et
ses deux extrémites sont supposées fixées. Aprés un changement de variables approprié,
il est possible de ramener le probléme sur un cylindre fixe

Q=wx(0,L)

sur lequel on considére les déplacements u® = (uj,u,u§) appartenant a l’espace
(HH(Q))®. Tci H}(Q) est Vespace des fonctions scalaires H'(Q) s’annulant sur les ex-
trémités du cylindre :

Hy(Q)={ueH(Q), u=0 sur wxal}

Nous noterons x = (z/,x3) tout point de Q avec ' = (z1,22) € w. Dans la suite les
indices latins i, j, k, ... prendrons les valeurs 1,2, 3. A cause du changement de variables,
les déplacements u® vont satisfaire un probléme de perturbations singuliéres. Ainsi, etant
donné un déplacement ¢ € (D'(R2))° les déformations suivantes vont jouer un role im-

portant :
1 1 1

gen(éﬁ) gelz(éf)) 2613(@
‘36(@ = 5_12621(¢) 5_12622(¢) §623(¢)
1 1

g613(¢) gezg(ﬁb) e33(9)
Ici nous rappelons que le gradient symétrisé e;;(¢) est défini par
] =5 9 yJ = 17 27
€ (9) 2(8x¢+8xj) " s

Les caractéristiques élastiques du cylindre sont contenues dans son tenseur d’élasticité

du quatriéme ordre, noté A. Ce tenseur A est supposé fortement coercif et & coefficients
dans L>(9), i.e.

Aijk:l S LOO(Q)7 i?j? k7l = 17273
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Aijkl :Ajlkil :Aijlka 'L.ajakal = 17273
Aijkl(x)ékléij Z mz |€ij‘27 P.p.T c Q, Vé € R§X3
,J
Enoncé du probléme et objectif de notre étude
Etant donnée un ensemble de forces

3x3

he (L),

nous cherchons les déplacements u° solutions du probléme variationnel suivant
/ A(z)ef (u¥)e(p)dx = / he®(¢)dx
Q Q

w € (HMNQ))?, Vo € (HL())"

Dans [449], Murat et Sili ont identifié le probléme limite, dont la solution est un
triplet de déplacements (u, v, w) qui seront précisés ci-dessous, et tels que

e (w = (u+ev+ €2w))HL2(Q) —0
L’objet de notre étude est de prouver, quitte & supposer plus de régularité sur les don-

nées limites, que cette convergence a lieu en O(g).

Notations complémentaires

Dans la suite les indices grecs prendront les valeurs 1,2 (& I'exception de e qui est destiné
a tendre vers zéro). On utilise la convention de sommation sur les indices répétés. La
notation x désigne le vecteur 2% = (—x9,21,0) de IR? obtenu & partir de z par une
rotation de 7/2 des deux premiéres composantes, et en annulant la derniére composante.

On définit les espaces de fonctions a valeurs réelles
Hy(I)={¢cH'(I):¢=0 sur OI}

_ % _
==

HE(I) = {gb c H*(I): ¢ 0 sur al}

H! (w) = {1/1 € H'(w) : /lp(x’)da:’ = 0}
On définit ensuite les espaces de fonctions & valeur dans IR?

BNy(Q) ={u: 3, € HXI), wun(z)="_a(x3), a=1,2

3 € H(I),  us(z) = Golws) — a5 (w5) }
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(ou la notation BN se référe aux déplacements de Bernouilli-Navier),
Ry(Q) ={v: Fce HI), va(z)=c(x3)zl, a=1,2
vs € L*(1; H,, (w))}
(ot la notation R se référe aux rotations en dimension 2),
RDy+(Q) ={w: w, € L*(I; H.(w)), a=1,2

fw (—zowy (2, x3) + vywe (', x3))d’ =0 p.p. w3 €1,

ws(z) =0}

(o la notation RD, se référe aux déplacements rigides en dimension 2).
On définit

£(Q) = {e e (L2(Q)>® . I(u,v,w) € BNy(Q) x Ry(Q) x RDE(Q),

= () ol )
ea3(v)  ess(u)
ol on a mnoté symboliquement e,s(w) le tenseur {e.s(w):a,f=1,2} de IR>*?

et en3(v) le vecteur {en3(v),a=1,2} de IR®. On peut montrer (voir [450]) que
BN,(2), Ry(2), RD3-(Q) sont des espaces de Hilbert pour les normes dont les carrés

sont donnés par
[less(u)]|72(q). ZHea:s 220, ZHeaﬁ w)|[72(0)

et que £(2) muni de la norme dont le carré est la somme des carrés de ces normes est
un espace de Hilbert.

Enoncé du résultat
Dans [449], Murat et Sili ont montré que le probléme limite est le suivant

/A(x)eéd:c: /hédq:
0 Q

e€E(Q) Ve € (E(Q))°

De plus le tenseur e solution s’ecrit

o ( as(w) eaalv) )

ea3(v)  esg3(u)

oit (u,v,w) € BNy(Q) x Ry(Q) x RDy () sont uniques. Alors nous avons
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Théoréme 4.12 (Estimation d’erreur 3d-1d)

Avec les notations qui précédent, il existe une constante C' = C(m, [A] ) > 0 telle
que, si wi,wq, vy appartiennent o HE(Q), (h— Ae) 5 € H} (I; L*(w)), et (h— Ae),, €
HE(I; L*(w)), alors

He€ (v = (u+ev+cw)) < eCM

|20
ou

M =l gy ) + 10l gy + 1100 = AC)as)l iy oy + 1100 = A€)ss)l a2 1112

En particulier on déduit
HUE - u||H1(Q) < eCM

La preuve de ce théoréme repose sur une nouvelle inégalité de type Korn que nous
prouvons

Proposition 4.13 (Inégalité de type Korn, partielle)
1l existe une constante C' > 0 qui ne dépend que de S telle que si z € (Hl(Q))g, alors

fw <3 d fw “a
23 — — Lo
L1 a0
Pour finir cette section, disons quelques mots sur la littérature. L’étude des cylindres
minces a commencé avec les questions de conduction : Caillerie [362], Cioranescu, Saint
Jean Paulin [376], Murat, Sili [447, 448]. En ce qui concerne ’élasticité sur les cylindres
minces, citons Geymonat, Krasucki, Marigo [401], Le Dret [423], Kozlov, Ma’zya, Mov-
chan [418|. Enfin, pour des problémes reliés aux questions précédentes, citons entre

autres Damlamian, Vogelius [378] et Trabucho, Viano [475], Gaudiello, Gustafsson, Lef-
ter, Mossino [398, 399].

< O (lleas(®ll 2y + lleas()ll o)
H=Y(I;L*(w))

4.6 Justification du modéle de plaque non linéaire de Kirchhoff-
Love comme application d’une nouvelle méthode d’inversion
singuliére [20, 16]

Résumé

Dans cette section nous considérons dans le cadre de 1’élasticité non linéaire
une plaque tridimensionnelle isotrope homogéne de St Venant-Kirchhoff, d’épais-
seur 2¢ et périodique dans les deux autres directions. Le probléme se raméne par
changement d’échelle & un probléme non linéaire de type pénalisation sur un ouvert
fixe. Nous présentons une nouvelle méthode d’inversion singuliére. En appliquant
cette méthode nous prouvons, pour des forces extérieures suffisamment petites et
fixées, que la solution tridimensionnelle en déplacement converge vers la solution
du modéle de Kirchhoff-Love non linéaire des plaques lorsque 1’épaisseur 2¢ tend
vers zéro. Le modéle de plaque limite contient en particulier celui de von Kdrmdn.
Nous donnons aussi une estimation a priori de la vitesse de convergence.
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Nous considérons une plaque tridimensionelle 2 = w x (—¢, ¢) d’épaisseur 2¢ et sup-
posée périodique dans ses deux autres directions w = IR?/ Z?. Cette plaque est soumise
a des forces extérieures, et son déplacement est supposé solution des équations de 1'élas-
ticité non linéaire isotrope homogéne pour un matériau de St Venant-Kirchhoff. Aprés
changement d’échelle, le probléme se rameéne a ’étude des déplacements u solutions du
probléme de pénalisation suivant que nous écrivons -pour ne pas rentrer immeédiatement
dans les détails- sous la forme abstraite :

A(u)=F sur Q=wx(-1,1) (4.37)

o F' désigne les forces extérieures et A° est l'opérateur d’élasticité non linéaire qui
devient singulier lorsque ¢ tend vers zéro. Le systéme (4.37) est un systéme elliptique
quasilinéaire du second ordre sur les trois composantes du déplacement u et comporte
trois conditions non linéaires aux bords. Lorsque ¢ = 0, le systéme dégénére de fagon
singuliére et peut se ramener & un probléme posé sur la fibre moyenne w. Ce systéme
réduit sur w (qui porte le non de modéle de Kirchhoff-Love non linéaire) est composé
d’un systéme elliptique semi-linéaire d’ordre 2 sur les deux premiéres composantes du
déplacement, couplé & une équation elliptique semi-linéaire d’ordre 4 sur la troisiéme
composante du déplacement. Comme cas particulier de ce systéme réduit on trouve les
équations des plaques de von Kdrmdn. 11 est en particulier connu (cf. Ciarlet [366]) que
les solutions du probléme pour £ > 0 convergent formellement lorsque ¢ — 0 vers les
solutions du probléme a € = 0. Citons Philippe G. Ciarlet (qui dans [369], p. 325, aprés
avoir évoqué différents résultats de I'-convergence, remarque)

“Notons qu’un théoréme de convergence qui justifierait la théorie de Kirchhoff-Love
non linéaire n’est toujours pas connu.”

Citons aussi P.G. Ciarlet ([366], p. 62) a ce sujet :

“Une idée naturelle consiste a essayer de construire pour € suffisamment petit une
solution u(e) du probléme P(e) “proche de” la solution bidimensionnelle u® du probléeme
limite P(0). (...) Une étape supplémentaire serait de comparer les solutions tridimen-
stonnelles et bidimensionnelles, généralisant ainst au cas non linéaire, la théorie de la
convergence connue dans le cas linéaire.”

Nous allons suivre cette idée et présenter ici les moyens de la mettre en oeuvre grace
a une nouvelle méthode d’inversion singuliére.

Ainsi nous allons résoudre du méme coup deux des cinq points présentés par P.G.
Ciarlet dans sa préface au volume II [369]. Il s’agit des problémes ouverts :

- “Justification de la théorie non linéaire de Kirchhoff-Love par un théoréme de
convergence lorsque [’épaisseur tend vers zéro”
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- “Existence de solutions du probléme non linéaire pour une plaque tridimensionnelle,
obtenue comme extension d’une solution bidimensionnelle (dont on connait l’existence)”

Nous obtenons effectivement ce dernier résultat pour des solutions bidimensionnelles
suffisamment petites.

Rappelons les résultats déja connus. Il est possible de montrer ’existence de solutions
(dans des espaces de Banach appropriés) grace au théoréme d’inversion locale classique
dans les cas suivants :

1) Pour € = 0, et des forces petites |F| < Ry.

2) Pour chaque € > 0 et des forces suffisamment petites |F| < R..

La difficulté est que R, tend vers zéro lorsque I’épaisseur € tend vers zéro, ce qui com-
plique sérieusement toute approche classique pour montrer la convergence des solutions
lorsque ¢ tend vers zéro.

Nous prouvons un théoréme du type (la version précise sera donnée en 4.15) :

Théoréme 4.14 (Convergence 3d-2d et estimation d’erreur)
Il existe des constantes g, Ry, M > 0 telles que pour chaque ¢ € [0,&), et |F| < Ry, il
existe une solution u de (4.87). De plus si on note u° la solution pour € = 0, alors nous
avons l’estimation a priori :

lu—u’] < eM (4.38)

Pour finir toute solution vérifiant (4.38) est unique.

Ce résultat est basé sur une nouvelle méthode que nous avons appelée Méthode
d’Inversion Singuliéere qui permet d’obtenir des résultats d’existence méme dans les cas
ol le probléme est trop singulier pour appliquer le théoréme d’inversion locale classique.
Dans notre cas, nous voulons trouver une branche de solutions u de

A*(u) = F

lorsque le paramétre € varie a partir de sa valeur initiale € = 0 pour laquelle nous avons
une solution

AW =F

Le fait que I'opérateur A° ait un comportement en 1/¢ lorsque ¢ tend vers zéro, em-
péche I'application du théoréme d’inversion locale classique. De plus il est connu que ces
problémes présentent un phénomeéne de perte de dérivées dans la limite ¢ — 0, ce qui
se voit dans le passage d’un opérateur d’ordre 2, & un opérateur d’ordre 4, méme dans
le cas de I'élasticité linéaire. Les techniques telles que le théoréme d’inversion locale de
Nash-Moser (cf. Hamilton [409]) d’une part, et de perturbations singuliéres d’autre part
(cf. Lions [429]) ne semblent pas applicables & ce contexte (cf. Paumier [456], Monneau
[24]). Pour finir, méme si un théoréme de point fixe existe sans doute dans ce contexte,
il semble assez difficile & obtenir.
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Notre méthode d’inversion singuliére permet d’obtenir un compromis entre 1’exigence
d’un théoréme de point fixe, et la flexibilité des méthodes d’inversion locale classiques.
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La Méthode d’Inversion Singuliére
(appliquée a la résolution de I’equation A°u = F' & partir de ¢ = 0)

Etape 1 : Pour ¢ = 0, la solution u° de A°(u’) = F peut étre obtenue pour |F| < Ry,
grace au théoréme d’inversion locale classique a partir de la solution particuliére v° = 0
correspondant & ' = 0.

Etape 2 : Pour chaque ¢ > 0, la solution u de A°(u) = F peut étre obtenue pour
|F| < R., grace au théoréme d’inversion locale classique a partir de la solution parti-
culiére u = 0 correspondant a F' = 0. (Mais a ce stade, R. n’est pas controlé lorsque ¢
tend vers zéro.)

Etape 3 : Il existe une constante ¢ = ¢(Ry) > 0 telle que pour tout M > 0, pour
tout |F| < Ry, il existe un gy = (M, Ry) > 0 tel que pour toute fonction u de l’en-
semble

K5 ={u, [lu—u’|| <eM}

et pour tout € € (0,&p), nous avons
(D A*(u) - w,w) > clw|? (4.39)

ce qui prouve en particulier que D,.A°(u) est inversible.
Remarquons qu’ici la norme || - || est une norme plus forte que la norme | - | sur w.

Etape 4 : A T'aide de (4.39) et pour tout ¢ € (0,e0), nous prouvons I’estimation a
PrioT:

IM >0, Y|F| <Ry (ueK: et A(u)=F)= (u c Kﬁ) (4.40)
2

Etape 5 : Conclusion. Grace a (4.39), le linéarisé est inversible tant que u € K§,. Or
la solution u ne peut sortir de K3, car u € Kj 5 par (4.40). Nous concluons a poste-
riori, que le théoréme d’inversion locale classique s’applique & I’étape 2 uniformément
en € € (0,g9), pour toutes les I vérifiant |F'| < Ry. De plus 'inégalité (4.39) implique
'unicité de la solution u sur K3;,.

Cette méthode d’inversion singuliére semble applicable a de trés nombreux problémes
pour lesquels les autres approches échouent (cf. par exemple Bonnet, Chapman, Monneau
[3, 4], pour une application de cette méthode dans un autre contexte, avec couches
limites).
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Enoncé précis du résultat
Nous considérons une plaque périodique d’épaisseur &

QO =wx (—¢,8) avec w= R*\Z?

Nous considérons des forces volumiques extérieures f© et des forces surfaciques exté-
rieures ¢°, et rappelons I’énergie élastique non linéaire

Ere(u) = [ 3 (Buslu) 4 (Bula) )~ f7 i~ |

w

ﬁ%+/ g (4.41)
x{e} wx{—¢}

ou
1
Eij(w) = 5(8iwj + 0jw; + Oywip0jwy)

Ici nous avons utilisé la convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés.
Nous sommes intéressés par les quantités “rescalées” définies sur Q@ = w x (—1,1), et
nous notons u, F' = (f, g) les quantités définies sur et u®, F'* = (f¢, ¢°) les quantités
correspondantes définies sur ()¢ et reliées par

UZ = gzua foi = Ezfa gg{ = 53904
(4.42)
u3z = €us f§=2%fs g5 =¢egs

ou les quantités indéxées par ¢ sont évaluées au point z° = (z1,x9,ex3) € QF et les
quantités sans indice € sont évaluées au point x = (x1, 9, x3) € . Les indices grecs
prennent les valeurs 1,2. Nous renvoyons au livre de Ciarlet [71] pour une justification
physique de ces lois d’échelles en ¢.

Nous voyons que u° est formellement un point critique de I’énergie Ep- si et seulement
si u satisfait les équations d’Euler-Lagrange que nous notons sous forme compacte

A*(u) =F sur (4.43)

ou A° est un opérateur différentiel quasilinéaire incorporant les conditions non linéaires
aux bords.

Nous rappelons les développements asymptotiques formels :
Théoréme (Ciarlet [71])
Toute solution de (4.43) converge formellement vers une fonction u® donnée par

g, = Cal') — 230aG3(2")
u’ = (4.44)

ot &' = (x1,x2) et ¢ est la solution de I’équation non linéaire des plaques sur w :
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_8ﬁna5<C> = hC‘f

Bu(A + p)

30020 2 6 0 (ep(Q0aCs) = s (4.45)
4\

o nuslC) = 5 +’;ME2,Y<¢>6W +ApE(C)

et
1
Egs(¢) = 5(@&3 + 03Ca + 0a(303C3)
ha :IFO” hg :IF3+8aI(ZE3Fa)
ot 'opérateur I est défini par
+1

IFy(2") = fi@' w3)das + [g:(a, 3) 2221
—1

Toute fonction u° telle que définie dans le théoréme précédent sera appelée une

solution de I’équation
AW =F sur Q (4.46)

pour conserver le méme type de notations.

En particulier I’existence d’une telle solution demande formellement que les condi-
tions d’équilibre suivantes soient remplies

/Qer/mg:O (4.47)

De plus la solution u est définie a addition d’une constante prés sur chacune de ses com-
posantes. Nous obtenons formellement une unique solution si nous imposons la condidion

de normalisation suivante
/ u=0 (4.48)
Q
Notations

Pour une fonction h nous notons D'h 1'ensemble de toutes les dérivées de h jusqu’a
lordre [ € IN : Dlh = {8{1652&?h}li20,1‘:172737114_124_13:1 et Déwh = {aflaé%}lazo, l1+lo=l-
Pour k > 0, nous disons que F' = (f, g) € HF si et seulement si f € H*(Q) et g € H*(0Q)
et nous définissons les normes correspondantes (ce choix n’est pas optimal)

k
| F| e = Z D' fl2(@) + D79l 200)
1=0
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Nous définissons

ey — (633(U)’ 613(u)7 6235(U) sera(u), err(u), ean(u), ez (u), ex(u), 612(u))

g2 €
ou

(Opuj — Oju;) = —ej;(u)

DO —

1
e;j(u) = 3 (Oruj + Oju;) et e;(u) =

0

De plus étant donnée une fonction u°, nous notons u? = u*[u°] la fonction

u? =0
u?[u’] =
ui =T (ess(u?))
oil es3(u?) est donné par :
A
ex(u?) = — (Egz,s(uo) + mEgg(uo)> (4.49)

1 1
EZQ]. (u) = 5(31'“1‘ + 0ju; + O;uz0;us), Ef] (u) = éaiu,yaju,y

et pour une fonction générale h :

x3
Th:/ h(x', s)ds
0

Nous sommes maintenant en position pour énoncer précisément notre résultat prin-
cipal

Théoréme 4.15 (Convergence 3d-2d et estimation d’erreur)
Il existe g, Ry, M > 0 tels que pour tout € € [0,e¢) et tout F satisfaisant la condition
d’équilibre (4.47) tel que |F|ys < Ry, il existe une solution v € H3(Y) de

A*(u) =F
parmi les solutions satifaisant la condition de normalisation (4.48). De plus si nous

notons u® la solution pour ¢ = 0, et v = u° + £2u?[u’], alors nous avons

|V€(u — U)|H2(Q) < eM (450)

Pour finir toute solution satisfaisant (4.50) est unique modulo la normalisation (4.48).

L’estimation (4.50) est obtenue via la méthode des translations de Nirenberg (cf.
Brézis [359]) et est basée sur I'inégalité de Korn.

Remarque 4.16 Remarquons que notre méthode d’inversion singuliére ne permet pas
d’empécher le phénomeéne classique de perte de régularité : ici on demande que les forces
sotent bornées dans une norme bien plus forte que la norme naturelle qui correspondrait
a deux crans de régularité de moins que la régqularité de solution. C’est aussi la raison
pour laquelle nous n’avons pas cherché a optimiser la régularité a avoir sur F et u.
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La preuve du théoréme ci-dessus repose essentiellement sur les deux propositions
suivantes ol on note

K, (F) = {u € HYQ), |V(u— )|z < 5]\/[}

ot v = u’ + %u?[u’] pour u° solution de A°(u°) = F avec |F|gs < Ry.

Proposition 4.17 (Coercivité)
Il existe e, = ey(M, Ry) > 0 et ¢ > 0 tels que pour tout |F|gs < Ry, siu € K5;(F) avec
e € (0,g(), alors

Ve H'(Q), (DuA(u) ww) > oVl

Pour obtenir cette estimation, une borne L> sur Vu est nécessaire dans notre approche,
c’est la raison pour laquelle nous travaillons avec u € H?3(2). Par ailleurs notre estimation
a priori est la suivante

Proposition 4.18 (Estimation a priori)
Il existe M > 0 et eg < £((M, Ry) tels que si e € (0,g¢) alors pour tout |F|gs < Ry :

(A(u) =F et ue Ky (F)) = (ue Kj,(F))

Pour finir citons le travail remarquable et trés récent de Friesecke, James et Miiller
[396], on par une méthode complétement différente (basée sur la preuve d’un lemme de
rigidité fondamental, sorte d’inégalité de Korn non linéaire), ces auteurs prouvent un
résultat de I'-convergence justifiant la théorie de Kirchhoff-love non linéaire.

4.7 Quelques remarques sur l’'inversibilité asymptotique du li-
néarisé de 1’élasticité non linéaire [24]
Résumé

Dans cette section nous nous intéressons aux propriétés d’inversibilité du li-
néarisé des équations de 'élasticité non linéaire dans le cas d’une poutre mince
d’épaisseur 2¢ et périodique dans son autre direction. Nous montrons, d’une part
formellement, que pour des compressions de la poutre dans le sens de ’épaisseur
correspondant & des faibles déformations en O(e?), il y a pourtant flambement de
la structure. Cela montre en particulier que I’ensemble d’inversibilité du linéarisé
est e-dépendant. D’autre part nous étudions pour une poutre infinie IR x (—1,1),
les solutions correspondant aux équations de 1’élasticité linéaire classique, dont les
coefficients sont légérement perturbés par un petit paramétre §. Nous prouvons
rigoureusement sur cet exemple, que pour § < 0 (ce qui correspond au linéarisé
du probléme non linéaire avec compression dans le sens de 1’épaisseur), on obtient
des solutions périodiques oscillantes dans le sens de la longueur de la poutre et de
période de ’ordre de 1/ /—6. Cette “instabilité” s’interpréte 1a encore comme une
perte d’inversibilité du linéarisé du probléme initial.
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Nous étudions une poutre bidimensionnelle Q¢ = I x (—¢,¢) d’épaisseur 2¢, et sup-
posée périodique dans son autre direction I = IR/ (2rLZ). On considére ’énergie

E() = Eo(u) + / fus /a g

A
50(u5):/ " B35, + nEG
Qe

ou
1G]

ou les indices i, j prennent les valeurs dans {1,2}, et nous avons utilisé la convention
d’Einstein de sommation sur les indices répétés. De plus on note z° = (25, z5), et on a

E; = %(Gfuj + 5u; + Ofugdug,)
Nous nous intéressons au cas particulier
fi=0, ¢gi=0, g5=E(A+2u)de* sur I x {+e}
Nous prouvons formellement :

Théoréme 4.19 (Limite formelle de I’énergie 4 ¢ = 0)
Formellement le minimiseur local u® de £ est tel que

vl em) Gi(@1) — 2201 Caln)

éug(azl, £13) Caola1)

ot ¢ = ({1, (o) minimise l’énérgie suivante

&0 - | {(g SR ;'>2+“2”5<42>}

I1 est alors facile de prouver rigoureusement que

Théoréme 4.20 (Flambement par compression suivant 1’épaisseur)
Soit V.= HYI) x H*(I). Linfimum de & est atteint eractement par les fonctions
sutvantes (uniques a adition de constantes pres)

1
=0 st 6>—
¢ st L

et

Gi(z1) = —é\/@ <5+ ﬁ) sin(22) .

(= si 0 < _03L2
Go(xq) = 2L\/02 ( 1LQ) sin(%)
o1 2 A+3

ol ¢z = 3(?“2#) et cp = QH“.
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Nous voyons donc, en revenant aux coordonnées d’origine, qu'un flambement se pro-
duit si d5u$ atteint la valeur

1
C3 L2

(A +2u)de* avec &< — (4.51)

Cela montre (au moins formellement, mais il n’est pas difficile de le rendre rigoureux),
que le linéarisé du probléme initial cesse d’étre inversible si la condition (4.51) est satis-
faite. Cela signifie en d’autres mots que 1’énergie de 1’élasticité non linéaire cesse d’étre
convexe sous la condition (4.51).

Ce résultat montre un fait essentiel : méme aprés le changement de variables classique
ramenant le probléme sur un ouvert fixe, le domaine D, sur lequel le linéarisé est inver-
sible est e-dépendant. Cette dépendance empéche en particulier toute application directe
du théoréme des fonctions implicites dans ce cadre-la (méme du type Nash-Moser, cf.
Paumier [456]) qui donnerait une solution & ¢ > 0 & partir du cas particulier ¢ = 0. En
effet, a la limite € = 0, 'ensemble Dy n’est plus un ouvert de ’espace des déplacements.

D’autre part nous étudions rigoureusement les solutions bornées du systéme suivant
posé sur une poutre infinie Qo = R x (—1,1) :

L6)v=0 sur Q. =Rx(-1,1) (4.52)
qui s’écrit explicitement

(vt (A+ 20+ MG+ £)) + diova (A + p)(1+8) + Dapvr (e + (A +20) (6 + ) = 0
sur

Onva(p 4 (A4 2p) (0 + %)) + 01201 (A + 1) (1 + 6) + Oapva (A 4 2) (1 + 3(6 + %)) =0

A1 (p 4+ (A +20) (6 + &) + Dyvap(1+8) = 0
sur  0€)

Bava(A 4+ 2) (1 +3(6 + &) + A A1+ ) =0

(4.53)
Ce systéme est obtenu en prenant le linéarisé du probléme non linéaire (en la so-
lution particuliére correspondant & une compression uniforme de la poutre suivant son
épaisseur, et aprés changement de variables), et en ne conservant de ce linéarisé que la
partie d’ordre zéro en .

Alors nous prouvons rigoureusement,

Théoréme 4.21 (Solutions périodiques dans le noyau du linéarisé)

Pour é < 0 et |0 suffisamment petit, il existe des solutions x1-periodiques non constantes
de (4.52) de fréquence

3N+ 2p)

2—_

d(1+o(1))
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Au contraire pour 6 > 0 avec || suffisamment petit, les seules solutions bornées de (4.52)
sont constantes.

Ce résultat est intéressant d’une part & cause de ses liens avec les remarques qui

précédent. En particulier en posant £ = %, on retrouve la valeur critique de d5u§ pour
laquelle le linéarisé cesse d’étre inversible.
Ce résultat est aussi intéressant car il fournit un exemple (sur un ouvert non borné) ot
la dimension du noyau d’un opérateur augmente par perturbation (ce qui est évidement
impossible sur les ouverts bornés). Ce résulat fit aussi remarqué dans un cadre diffé-
rent, par Nirenberg et Walker [453] pour le cas d’un sytéme sur IR? dans des espaces de
Sobolev & poids.

4.8 Perspectives

Au cours de mon travail, j’ai en particulier mis en évidence un nouveau modéle de
plaques en élasticité linéaire : le modéle de Kirchhoff-Love d’ordre supérieur. Celui-ci
repose sur une étude approfondie du noyau de l'opérateur d’élasticité linéaire. Cette
approche ouvre, me semble-t-il, une direction de recherche particuliérement intéressante
et potentiellement trés fructueuse. Il semble ainsi possible de généraliser ce résultat a
nombreuses autres situations, telles que le cas des poutres droites, les arcs courbes, les
coques elliptiques et d’examiner la situation dans le cas de coques non-elliptiques, le
cas de I’élasticité homogéne anisotrope, les problémes en élasticité non linéaire, ... Il est
aussi intéressant de regarder les problémes d’homogénéisation et d’essayer d’en tirer les
conséquences.

Je suis aussi trés intéressé par les implications numériques. Du point de vue de I'ana-
lyse, le modéle de Kirchhoff-Love d’ordre supérieur fournit une solution plus proche de
la solution tridimensionnelle que les modéles précédents. Cela devrait aussi se traduire
numériquement par un gain en précision numérique que j’aimerais étudier.

J’aimerais aussi étudier plus finement les problémes de couches limites qui ne sont pas
contenus dans le modéle que je propose pour les plaques. Une étude dans cette direction
devrait permettre d’incorporer les couches limites au modéle.

J’ai par ailleurs été amené & développer une nouvelle méthode d’inversion singuliére
afin d’obtenir une estimation d’erreur en élasticité non linéaire pour une plaque avec
conditions périodiques. Cette méthode d’une portée générale serait intéressante a diffu-
ser et & appliquer a bien d’autres situations ol a la fois le théoréme d’inversion locale et
les approches énergétiques sont insuffisants.

Il me semble en particulier intéressant d’étendre cette méthode aux cas des plaques en
élasticité non linéaire avec des conditions aux bords plus naturelles, et ce en gérant les
couches limites alors inévitables.
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4.9 Bibliographie complémentaire

Les modeles de dimension réduite décrivant des arcs ou des plaques ont une origine
assez ancienne. On peut ainsi citer par exemple Euler [392], Kirchhoff [416], Love [431].

De trés nombreux travaux ont été réalisés en élasticité linéaire. Citons ainsi Ciar-
let, Destuynder [371], Ciarlet, Lods [372], Ciarlet, Lods, Miara [373, 374|, Ciarlet,
Miara [375]|Destuynder [388, 389, 387|, Dauge, Gruais [379, 380], Nitsche [454], Sanchez-
Palencia [461, 462, 463|, Mardare [433], Miara, Sanchez-Palencia [436], Miara, Valente
[437], Slicaru [469], Paumier [457|, Paumier, Raoult [459], Destuynder [390, 386, Ba-
buska, Schwab [356], Dauge, Djurdjevic, Rossle [385], Morgenstern [444].

La théorie des perturbations singuliéres est un outil proche dans ’esprit des ques-
tions de réduction de dimensions; citons Lions [429], Kozlov, Maz'ya, Schwab, C.[417],
Vogelius, Babuska [484|, Hill, Arrigo |[410], Libai, Simmonds [428].

Les problémes de couches limites ont aussi été trés étudiés. Citons entre autres
Schwab [465, 466], Arnold, Falk [354], Dauge, Gruais [381, 382], Dauge, Gruais, Rossle
[383, 384].

Le Principe de Saint-Venant apparait naturellement dans les problémes d”élasticité,
Toupin [474]; les questions d’homogénéisation sont aussi trés reliées, Caillerie [361].

Par ailleurs des études ont été effectuées sur le controle des plaques, comme le travail
de Bourquin, Schwab [357]; des questions en plasticité ont été résolues sous un angle
mathématique entre autre par Temam [473].

Une partie de notre approche repose sur la théorie de la régularité elliptique,
dont nous rappelons les contributions de Amrouche, Girault, Giroire [348]|, Amrouche
[349], Agmon, Douglis, Nirenberg [346, 347], Campanato [363], Chen, Wu [365], Ciar-
let [367, 371, 366, 369, 368, 370], Galdi [397], Giaquinta [402, 403|, Gilbarg, Trudinger
[404], Hormander [411], Krilov [422], Mielke [439, 440, 441, 442, 443], Morrey [445, 446],
Safonov [460], Schechter [464], Simon [468|, Trudinger [476, 477|.

Les problémes dans les ouverts singuliers ont été en particulier regardés par Kondra-
tiev, Oleinik [420], Kozlov, Maz’ya, Schwab [421].

En élasticité non linéaire, il existe de nombreux travaux, dont ceux de Antman
[350, 351, 352], Anzelloti, Baldo, Percivale [353], Coutand [377|, Fox, Raoult, Simo
[394, 395|, Friesecke, James, Miiller [396], John [412, 413, 414, 415|, Paumier [456],
Fife [393], Genevey [400], Guidugli [408|, Le Dret, Raoult [424, 425, 426], Lods, Miara
|430], Miara [438|, Stoker |470, 471|, Valent [478, 479, 480, 481, 482, 483|.
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Plus généralement les travaux suivants sur les EDP non linéaires sont utiles pour les
question d’élasticité non linéaire : Hamilton [409], Nirenberg [451, 452|, Brezis, Niren-
berg [360], Struwe [472].

Les questions numériques font bienstr ’objet de recherches intensives en élasticité ;
citons entre autres Chapelle [364|, Paumier, Chenais [458], Le Tallec [427], Brenner,
Scott [358], Destuynder, Métivet [391].

Enfin citons la théorie de la représentation des groupes Guichardet [407], qui m’a

originellement permis de déterminer explicitement le noyau de l'opérateur d’élasticité
linéaire.
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5 Applications en supraconductivité, chimie quan-
tique et dynamique moléculaire

Nous donnons une bréve introduction aux questions que nous avons abordées sur les
supraconducteurs. Cette introduction est suivie de deux sous-sections sur les supracon-
ducteurs, puis d’une sous-section sur un probléme de chimie quantique et enfin d’une
sous-section sur des algorithmes en dynamique moléculaire.

Nous considérons un matériau supraconducteur situé dans une région > de ’espace
IR3. Ce matériau est décrit par sa fonction d’onde macroscopique complexe v : ¥ — C.
Le module de v est physiquement compris entre deux valeurs limites qui correspondent
a des phases parfaites : |¢)| = 0 (matériau normal, i.e. non supraconducteur) et |¢)| = 1
(matériau supraconducteur parfait). Les transitions entre les deux phases (normales et
supraconductrices, se font sur une distance caractéristique de % ou k > 0 est le para-
métre de Ginzburg-Landau qui dépend du matériau supraconducteur choisi.

On suppose que ce matériau supraconducteur baigne dans un champ magnétique H
défini sur tout lespace IR qui est lui-méme supposé égal a une valeur H, & 'infini.
En dehors du supraconducteur, ce champ magnétique obéit aux équations de Maxwell.
Pour les petits champs H, le matériau supraconducteur a un comportement d’éviction
du champs magnétique, appelé 'effet Meissner. Cela signifie qu’a I'intérieur du supra-
conducteur, le champ magnétique est faible H ~ (0 (sans étre rigoureusement égal a
zéro) et la fonction d’onde ) a un module trés proche de 1. En fait le champ magné-
tique décroit exponentiellement vite vers zéro a partir de sa valeur non nulle sur le bord
du supraconducteur. La distance caractéristique de cette décroissance est la longueur de
London, fixée égale & 1 dans les unités dans lesquelles nous travaillons ici. Cette longueur
de London caractéristique permet ’existence de courants supraconducteurs J = rot H
localisés essentiellement & la surface 032 du matériau. Physiquement ces courants restent
inférieurs a une valeur critique J. qui dans le modéle que 1’on considére tend vers une

constante égale a ,/21‘7 lorsque ~ tend vers l'infini.

Les inconnues du probléme (¢, H = rot A), ot A est le potentiel magnétique, sont sup-
posées minimiser 1’énergie totale du systéme (supraconducteur + champ magnétique) :

e~ =)

Cette énergie est en particulier invariante par changement de jauge :

W — e
A— A-1Vy

(-1
+ 2 +]rot A—H0|2dV+/ lrot A—Hy|>dV (5.54)
2 R\

Disons quelques mots d’autres comportements possibles du supraconducteur. Lorsque
le champ magnétique imposé Hj est plus grand qu’un certain champ critique (qui dé-
pend de ¥ et k), I'effet supraconducteur disparait, c’est-a-dire que 1) est rigoureusement
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nul dans le supraconducteur, et le champ magnétique pénétre le matériau comme s’il
n’y avait pas de matériau. On dit que le matériau redevient normal.

Pour les supraconducteurs de type I (définis par un x inférieur a %), seuls les deux
états mentionnés (Meissner et normal) sont possibles. En revanche, pour les supracon-
ducteurs de type II (définis par un s supérieur a %), il existe un troisiéme état, appelé
état mixte, dans lequel coexistent des filaments de phase normale (appelés vortex) en-
tourés de phase supraconductrice. La fonction d’onde v vaut rigoureusement zéro sur le
vortex, et a une phase non nulle en tournant autour du vortex. Ces vortex sont créés sur
le bord du supraconducteur, puis pénétrent & l'intérieur du matériau et se regroupent
(a I’équilibre) dans une région intérieure, appelée région mixte.

Nous présentons maintenant trois modéles que nous avons étudiés, tous issus de la
formulation (5.54) dans divers cas limites. Pour chacun de ces modéles, on suppose que
I’on connait sur le bord du supraconducteur, la composante tangente du champ magné-
tique (qui est continue au passage de l'interface 0).

Solution de Meissner a « fini en 2D

On considére le cas d’'un matériau ayant la forme d’un cylindre infini ¥ = 2 x IR, d’axe
paralléle au champ Hy = (0,0, hg) imposé a l'infini. Le probléme se raméne alors a la
minimisation de I’énergie (5.54) sur la section € du cylindre. On choisi une jauge de
sorte que la fonction d’onde soit & valeurs réelles ¢ = |¢p| = f > 0. Pour ce choix
particulier de jauge, le couple (1, A) est renoté (f, Q) avec Q = (@1, Q2). Les fonctions
réelles (f, 1, Q2) satisfont alors les équations (cf. Bonnet, Chapman, Monneau (3, 4]) :

HAf= (7 + Q- 1)
—rot (rot Q) = fQ ’ sur {2

=0 o9
ot Q=Hy | "™

(5.55)

ou ici le champ magnétique est H = (0,0,h) avec h = rot Q = 0,Qs — bQ1, et
rot h = —82h el + 81h €9.

Solution de Meissner a xk = 400, en 3D

En faisant formellement x = +o00 dans les équations (5.55), on obtient un modéle limite
2D, dans lequel on peut éliminer la fonction f et tout réexprimer en fonction de h =
rot @ (c’est le modéle de Berestycki, Bonnet, Chapman [488|). En 3D, on peut faire le
méme raisonnement (cf. Monneau |[5]). Nous obtenons ainsi que le champ magnétique
H = (hy, ho, h3) est solution du systéme

p— 2 - —
{ rot (F([rot H|*)rot H) — H =0 sur (5.56)

Hp = HE" sur 0%

ou Hr est la composante tangentielle du champ magnétique sur le bord 0%, et F'(q) est
la fonction définie implicitement par la relation (1 — ¢>F*)F =1, et F'(0) = 1. Ici seule
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la composante tangentielle du champs magnétique est imposée, car le fait que H soit a
divergence nulle découle des équations (5.56).

Probléme a frontiére libre x = +00 en 2D

En 2D, en faisant formellement x = +o0o dans les équations (5.55), on obtient un modéle
similaire au systéme (5.56) dans lequel H = (0,0, h). Signalons cependant que la solution
de Meissner, n’est pas la plus stable énergétiquement a x grand. Physiquement, des
vortex pénétrent dans le matériau et se regroupent dans une région a l'intérieur du
supraconducteur. La distance moyenne entre deux vortex est de 1’ordre de ﬁ Dans
la limite ou x tend vers l'infini, on obtient une région “homogénéisée” ou le champ

magnétique h est constant, disons égal a h;. Le champ h est alors solution de

—div(F(|Vh]*)Vh) —h=0 sur Q\w
h=hg sur OS2

h=h; sur Ow (5.57)
%:O sur Ow

Dans ce probléme il y a deux inconnues : I’application définie sur Q\w, et 'ouvert w C .
Ce probléme est un probléme de I'obstacle et son étude a été présentée dans la section
2.

5.1 Etude d’un modéle tridimensionnel de supraconducteurs
pour une valeur infinie du paramétre de Ginburg-Landau

[5]
Résumé

Dans cette section nous étudions un modéle tridimensionnel de supraconduc-
teur baigné dans un champ magnétique extérieur. Pour des valeurs infinies du pa-
ramétre de Ginzburg-Landau, nous présentons des résultats d’existence et d’unicité
des solutions de Meissner pour des champs magnétiques extérieurs faibles, et de
non-existence pour des champs forts. De plus nous montrons que le courant élec-
trique est maximal sur le bord du matériau et que sa valeur sur le bord détermine
complétement le champ magnétique & 'intérieur du supraconducteur.

Nous nous intéressons aux solutions H = (hq, hs, h3) de I’équation (5.56) que nous
rappelons

— 2 - =
{ rot (F(|rot H|*)rot H) — H = 0 sur X (5.58)

Hr = H$' sur 0%

Nous obtenons des résultats dans les espaces de Holder C%+ :

Théoréme 5.1 (Existence, unicité, non-existence du champ magnétique)
i) Il existe une constante ¢ > 0, telle que si |[H™ |c2+a(9y < €, alors il existe une unique
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fonction H € C***(3) solution de (5.58). B
i1) Soit By € C*T*(9%). Alors il n’y a pas de solution H € C*T*(Q) de (5.58) avec la
condition au bord HS' = By sur 0¥ pour p > 0 suffisamment grand.

Nous prouvons aussi les propriétés suivantes du courant.

Théoréme 5.2 (Propriétés du courant)
Considérons une solution H € C***(X) de (5.58) et définissons le courant par

J=rot H

i) Alors par définition J* < 21‘7 sur ¥. De plus J? est mazimal sur 0.
ii) Soit J*t € C**(9%). Alors il y a au plus un champ magnétique H solution de (5.58)

telle que rot H = J* sur OX.

5.2 Sur la convergence des minimiseurs locaux de I’énergie de
Ginzburg-Landau dans la limite des hautes valeurs du para-
métre de Ginburg-Landau [3, 4]

Résumé

Dans cette section nous étudions un matériau supraconducteur ayant la forme
d’un cylindre infini baigné dans un champ magnétique paralléle & I’axe du cylindre.
Nous nous ramenons ainsi & un probléme bidimensionnel posé sur la section du
cylindre. Nous travaillons pour des valeurs finies (mais suffisamment grandes) du
parameétre x de Ginzburg-Landau. Pour un champ magnétique extérieur inférieur
4 une valeur critique indépendante de k, nous montrons qu’il existe une solution
de Meissner, et que lorsque x tend vers +oo, cette solution tend vers une limite.

Il s’agit d’un travail en collaboration avec A. Bonnet et S.J. Chapman.
Nous étudions les solutions (f,Q) avec @ = (Q1,Q2) des équations (5.55) que nous
rappelons

2Af=f(fP+Q° 1)
—rot (rot Q) = fQ sur €2
i _ ) (5.59)
r’:)t 0= H, sur OS2
qui sont les équations d’Euler-Lagrange de
\V4 2 1 2
Ef,Q) = /' /] + fQ° +<f2 )+|r0tQ hol® (5.60)

Nous travaillons dans ’espace fonctionnel suivant
V={(f.Q) € L*(Q) x (L*(Q))*, Vf, rot Qe L*Q)}
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dont on considére le sous-ensemble fonctionnel suivant

|

W =

IC:{(faQ>€V7 f2_Q2Z

sur lequel la fonctionnelle &, est convexe.
Nous prouvons pour un ouvert €) suffisamment régulier

Théoréme 5.3 (Existence et unicité dans I’ensemble fonctionnel K)

Il existe un champ critique h{ tel que pour tout hy € (0,hy), il existe ko = ko(ho), de
sorte que pour tout k > Ko, il existe une et une seule solution (f,Q) de (5.59) parmi
celles appartenant au sous-ensemble fonctionnel K.

De plus nous prouvons

Théoréme 5.4 (Borne supérieure du minimum d’énergie)
1l existe une constante C' > 0 qui ne dépend que de €2 telle que

. C(1+h})
f E(f,Q) < —F——
gt (f,Q) 7

Ce résultat montre en particulier qu’étant donné un champs magnétique extérieur,
les minimiseurs de Meissner ne sont pas des minimiseurs globaux de I’énergie &, pour s
suffisamment grand.
Signalons que ce résultat a été affiné par Serfaty [504, 505].

5.3 Sur la décroissance exponentielle du champs électrique dans

les métaux décrits par le modéle de Thomas-Fermi-von
Weizsicker [13]

Résumé

Dans cette section nous présentons ’étude d’un matériau décrit par le modéle
de Thomas-Fermi-von Weizsécker, et soumis & un champ électrique extérieur. Pour
un champ éléctrique inférieur & un champ critique, nous montrons qu’il existe une
solution ionisée stable. Pour cette solution nous prouvons que le champ électrique
décroit exponentiellement vite en pénétrant dans le matériau.

Il s’agit d’un travail en collaboration avec X. Blanc.
Nous considérons un cristal remplissant la région suivante

R? x [-1,1],
composé de noyaux répartis sur le réseau

eZ’ N (R? x [-1,1])
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et entouré d’un nuage d’électrons décrit par une densité électronique p. Le probléme
étant périodique en (x1,x2), nous introduisons la cellule élémentaire (périodique)

I. =R’/ (cZ* x {0})

La mesure représentant la distribution de charge des noyaux sur cette cellule est alors
supposée égale a

m(x) = Z e35(x — kees).

1
Ici 2N +1 est le nombre total de noyaux, et pour garantir — m = 2, nous supposerons
13 I,

pour simplifier que ¢ = . On définit la fonction de Green sur la cellule I'. par la

N+
solution de —AG. = 50( ) choisie égale a

1 1 1 1 dy M
8 - = _ _— T 41 _7 * 1
G (l‘) 2€2|x3|+471- Z <|$‘—k’| g2 /EZX{O} |l‘—y k|) " (56 )

keeZ2x{0}
ou la constante M est fixée (indépendament de ¢) de sorte que G ( | — 0 lorsque
x — 0. On suppose que le matériau est baigné dans un champ electrlque IJE extérieur et

uniforme. Ainsi le champ électrique total est donné par

@m:—v<a*(m;p)—E%) (5.62)

ol la convolution a lieu sur la cellule I'.. On suppose de plus que la densité électronique
p (définie sur I'.) minimise I’énergie de Thomas-Fermi-von Weizsécker (TFW) des films
minces :

1
E(p) = / Vol + ng% +p- G (5,0 — m) + eEx3p, (5.63)
qui est strictement convexe sur le convexe K, défini pour A > 0 par
1
Ky = {p >0, Ve H'T). e L), 5 [ p=2> o} |
I

On prouve alors le

Théoréme 5.5 (Cristal ionisé par le champ électrique extérieur)
Nous supposons que 0 < E < é Nous posons alors

1
A (1—5E)(€2/5m),
Nous avons

(i) Si A > A, alors infg, £ = —o0
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(1) Si0 < X <\, alors infg, & > —o0, et celte énergie admet un unique minimi-
seur py € K.

Catto, Le Bris et Lions [514], ont montré qu’il existe une solution p,., périodique
dans les trois directions de IR3, associée & une distribution de charges situées sur un
réseau normalisé & Z>. Ils ont pu associer simultanément une fonction Oper Périodique
elle aussi, qui peut étre interprétée comme un potentiel électrique. Nous prouvons alors
le

Théoréme 5.6 (Décroissance exponentielle du champ électrique dans le cris-
tal)

Soit 0 < E < é et A = A.. Alors il existe deux constantes Cy,Cy > 0 (qui ne dépendent
que d’une borne sur E et pas de ¢) telles que la densité minimisante p = p,,_ et le champ
électrique total Eyy (donné par l’équation (5.62)) satisfont :

‘p(ﬂ?) - pper(%)‘

}Etot(x) + (V¢per) (%)’
ot d(z) = d(z3,[—1,1]°) est la distance d’un point x du cristal au bord du cristal.

Nous donnons aussi un résultat similaire pour un probléme purement unidimension-
nel, plus simple et apparenté au modéle de Thomas-Fermi-von Weizsécker.
Nous montrons qu’on peut aussi retrouver des résultats similaires, mais plus faibles, par
homogénéisation.

5.4 Une méthode de construction d’algorithmes réversibles
conservant la mesure et son application en Dynamique Mo-
léculaire [21]

Résumé

Dans cette section nous nous intéressons a des systémes d’équations différen-
tielles ordinaires (EDO) qui conservent une certaine mesure m. Nous présentons
une méthode élémentaire pour construire des algorithmes qui tout en discrétisant
I’EDO, conservent encore cette mesure m. Par ailleurs, nous montrons que 1’algo-
rithme GGMT, récement introduit par Liu et Tuckerman en dynamique molécu-
laire, n’est pas mesure-invariant. Nous appliquons alors notre méthode et proposons
un algorithme correspondant qui conserve la mesure.

Il s’agit d’un travail en collaboration avec F. Legoll.
Nous nous intéressons a des systémes d’équations différentielles ordinaires (EDO) de la
forme générale suivante

X, =F(X1,..X,), i=1,...n (5.64)
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D’une facon générale, ces EDO admettent une mesure invariante my intrinséque. Il est
toujours possible d’effectuer des changements de variables sur les fonctions inconnues
X;, mais cela ne change pas les caractéristiques intrinséques du systéme. Nous obtenons
tout au plus différentes écritures équivalentes. Exploitant cette remarque, notre mé-
thode consiste, lorsque cela est effectivement possible, a transformer explicitement (par
changement de variables) I’équation (5.64), de facon a se ramener a la forme normale
suivante

Y, =G;(Y;), i=1,...,n (5.65)

ou

Y= (Y1, ., Vi1, Yiga, oo, Vo)
ne fait pas intervenir la variable Y;. Cette forme particuliére d’EDO a 'avantage de
préserver automatiquement la mesure

qui est équivalente a my via le changement de variables.

Il est alors possible de construire un algorithme préservant ezxactement la mesure my
(d’otu la conservation exacte de la mesure my d’origine), et ce grace a une factorisation
de Trotter des propagateurs de Liouville (c¢f. Tuckerman, Martyna [559)]).

Illustration sur une exemple simple

Pour illustrer notre méthode, nous I'appliquons & un exemple simple, celui du thermostat
de Nosé-Hoover [539]. Dans le cas le plus simple, il s’agit de considérer une particule
qui aurait une dynamique classique (Hamiltonienne) et de la coupler avec un thermostat
a la température 7' imposée, de facon a ce que la particule échantillonne I’espace des
phases avec une distribution de Maxwell-Boltzmann & la température 7T'. Le dynamique
(EDO) est la suivante :

T=7p
p=F(r)—pep (5.66)
pe =p* — kT

Ici r est la position (pour simplifier on travaille en dimension 1), p l'impulsion de la
particule, et pe “I'impulsion du thermostat”. Les forces F'(r) sont supposées dériver d’un
potentiel F'(r) = —V’(r), et la masse de la particule a été normalisée & 1. La constante
k est celle de Boltzmann.

Il est bien connu que (5.66) conserve la mesure suivante de type “Maxwell-Boltzmann”

2
2 P
- (34 ve)

mp=e dr dp dpe

Il est habituel d’ajouter a ce systéme la variable & vérifiant

£ =pe (5.67)
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de sorte que I’énergie et la mesure suivantes sont conservées

N
H' =T 4 5 4+ V(r) + €T

mo = eSdr dé dp dpe

Il existe de nombreux algorithmes sur cette exemple trés simple, mais notre but est
de présenter une fagon systématique de construire un algorithme (et méme plusieurs
d’ailleurs différents de ceux déja connus).

Nous effectuons le changement de variable suivant :

et

p=ep

Ainsi le systéme (5.66)-(5.67) se réécrit pour les variables (r, &, p, pe)

7= pe¢
- _ §F
p=¢€r(r)
p£ — ]326—2{ — kT (568)
§ =De
La mesure suivante
m = dr d§ dp dpe
est naturellement conservée. Nous considérons 'opérateur de Liouville
L = 70, + pOy + ey, + Ok
que nous écrivons
L = L1 —|— L2 —|— L3
avec .
Ly = §8§
Ly = poy
L3 =70, + pe0p,
Utilisant la formule de Trotter pour des opérateurs généraux A et B
CAHA+B) _ J5'B AtA GIB + O(AP) (5.69)
nous obtenons 3! algorithmes possibles
e la o3Iy Aile o5 Th o5 La — Atleyy (5.70)
avec {a,b,c} = {1,2,3}. Biensir on a alors
eAtlerr = AL L O(A) (5.71)
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Par exemple pour le choix de (a,b,¢) = (1,2, 3) on a ’algorithme suivant :
(1) €—¢+1iate

(2) p—p+3ALeEF(r)

p
@ {77 + At pet
pe — pe + At (PP — kT)

(2) p—p+3ALeEF(r)

(1) &€— &+ 3Atpe

Cet algorithme conserve la mesure m, car chaque translation conserve exactement la
mesure.
Remarquons que, comme tous les algorithmes qui existent en dynamique moléculaire, cet
algorithme ne conserve pas exactement (mais seulement approximativement) I’énergie
du systéme qui dans nos nouvelles variables est

~9 2

=2 vy ekt

2 2
Pour un grand nombre de particules, la conservation de la mesure est beaucoup plus
contraignante que celle de I’énergie, c’est pourquoi on préfére faire ce choix d’algorithmes
préservant une mesure exactement, et ’énergie seulement approximativement.

Une application : Generalized Gaussian Moment Thermostatting

Liu et Tuckerman [530] ont proposés récemment, une nouvelle dynamique appelée la dy-
namique “Generalized Gaussian Moment Thermostatting” (GGMT), qui est destinée a
thermostater un ensemble de particules, mais de fagon plus efficace que la dynamique de
Nosé-Hoover. Ils ont alors développé un algorithme dont il prétendent qu’il conserve bien
la mesure numériquement, mais dont nous avons montré par ailleurs qu’il ne conserve
pas exactement cette mesure. En appliquant notre méthode, nous avons alors reformulé
cette dynamique sous forme normale, ce qui permet de générer trés facilement un al-
gorithme (et méme plusieurs) rigoureusement mesure-invariants (cf. Monneau, Legoll
[21], pour plus de détails). Des tests prélimiaires de ce nouvel algorithme montrent qu’il
donne de bons résultats méme dans des cas ol la mesure invariante testée est non triviale.

5.5 Perspectives

Je n’envisage pas (faute de temps) de poursuivre les recherches correspondant aux
thémes de cette derniére partie (supraconducteurs, dynamique moléculaire). Je si-
gnale simplement un probléme, encore ouvert a ma connaissance, autour du modéle
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de Thomas-Fermi-von Weizsicker : il s’agit de prouver que la densité éléctronique se pé-
riodise exponentiellement vite en la distance par rapport au bord du cristal en pénétrant
a I'intérieur d’un cristal parfaitement périodique, mais de taille finie. Ceci constituerait
en particulier une extension naturelle et intéressante de résultats que j’ai prouvé avec
X. Blanc sur un cas plus simple.

De fagon indépendante, aprés avoir passé une periode a prospecter sur de nouveaux
theémes, j’ai pu dégager deux directions de recherche qui me semblent particuliérement
intéressantes.

La premiére direction de recherche concerne la théorie des dislocations, qui se situe
entre le niveau atomique et le niveau macroscopique. Cette théorie constitue ’explica-
tion microscopique de la plasticité. Elle présente les dislocations comme des lignes de
sigularités en intéraction avec le champ élastique. En ce sens cette théorie se rapproche
du modéle de Ginzburg-Landau des supraconducteurs. Il me semble intéressant de re-
visiter les modéles existants de fagon & batir sur des bases mathématiques solides une
théorie statique et dynamique des dislocations auquel serait associé un volet numérique
permettant des calculs effectifs “stables”.

La deuxiéme direction de recherche que j’ai identifiée est la justification des modéles
d’élasticité a partir de modéles microscopiques, tels que les intéractions a deux corps. Le
but est ici de justifier le modéle macroscopique sans autre hypothése microscopique que la
matiére minimise son énergie globale. Cette justification est en particulier nécessaire pour
ensuite établir une analyse numérique convenable du modéle complet. Le but serait alors
d’en déduire les “lois” de couplage micro-macro dans le cas de la modélisation d’une petite
zone microscopique entourée d’une zone elle-méme décrite par un modéle macroscopique
(cf. Monneau [33]). Ce type d’approche porte le nom de “Méthode Quasicontinue” dans la
littérature (voir Tadmor, Ortiz, Phillips [572], Shenoy, Miller, Tadmor, Rodney, Phillips,
Ortiz [573]).

5.6 Bibliographie complémentaire

Supraconducteurs

Le modéle de Ginzburg-Landau pour les supraconducteurs est présenté dans la lit-
térature physique Ginzburg, Landau [497|, De Gennes [494]|, Du, Gunzburger, Petersen
[495].

De nombreuses études mathématiques ont été menées. Citons les travaux de Aftalion
[485, 486, 487] Berestycki, Bonnet, Chapman [488], Béthuel, Brézis, Helein [489], Bolley,
Helffer [490], Chapman [491], Chapman, Howison, Ockendon [492], Chapman, Rubin-
stein, Schatzman [493] Lin [499|, Sandier, Serfaty [501, 502|, Serfaty [503, 504, 505].
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Pour des compléments sur les méthodes d’analyse citons Dautray, Lions [496], Gi-
rault, Raviard [498], Morrey [500].

Thomas-Fermi-von-Weizsicker

Plusieurs travaux existent sur le modéle de Thomas-Fermi-von-Weizsacker. Citons
entre autres Benguria, Brézis, Lieb [510|, Benguria, Lieb [511], Blanc, Le Bris [512],
Catto, Le Bris, Lions [515|, Lieb, Narnhofer [516], Parr, Yang [518], Solovej [519]. En
complément sur les équations semi-linéaires citons Brézis [513].

L’effet d'un champ électrique sur un matériau a été regardé d’un point de vue ma-
thématique en particulier par Avron, Herbst [507|, Balbas, Barranco, Garcias, Mananes,
Navarro, Rubio, Serra [508], Bauer, Cornolti, Macchi, Pitrelli [509].

Pour les effets d’homogénéisation, citons Allaire [506], Nguetseng [517].
Dynamique Moléculaire

Citons Ercolessi, Adams [523] comme un des premiers travaux reliant 1’échelle ato-
mique a I’échelle planétaire, et basé sur le transfert d’information d’une échelle & une
autre. Pour un panorama des problémes en dynamique moléculaire voir Tuckerman,
Martyna [559, 560].

Sur les dynamiques a température constante citons Andersen, Bonerup, Hansen [520],
Hoover [525], Nosé [539], Jang, Voth [528, 529|, Liu, Tuckerman [530], Martyna, Klein,
Tuckerman [533] ; voir aussi le travail Zhou, Stuart, Berne [571] pour un état hors d’équi-
libre thermodynamique. Pour les calculs & pression constante, citons Martonak, Molteni,
Parrinello [531], Procacci, Berne [542, 543|.

Sur les algorithmes conservant la mesure, citons Martyna, Tuckerman [534, 535|, Mar-
tyna, Tuckerman, Tobias, Klein [536], Matubayasi, Nakahara [537], Toxvaerd [551], Tu-
ckerman [552]. Sur la méthode des pas de temps multiples, citons Humphreys, Friesner,
Berne [526], Tuckerman, Berne [553, 554, Tuckerman, Berne, Martyna [555, 556, 557],
Tuckerman, Berne, Rossi [558], Tuckerman, Martyna, Berne [561], Tuckerman, Parinello
[566, 567], Stuart, Zhou, Berne [550]. Parmi les algorithmes basés sur l'intégrale de
chemins, citons Martyna, Hughes, Tuckerman [532|, Tuckerman, Martyna, Klein, Berne
[562|, Tuckerman, Marx, Klein, Parinello [563|, Tuckerman, von Rosenvinge, Hughes,
Martyna [569], Cao, Martyna [521], Sanz-Serna, Calvo [547|, Hairer, Lubich, Wanner
[524].

Sur le traitement des forces a longue ou trés courte distance, citons Nakano [538],

Payne, Teter, Allan, Arias, Joannopoulos [540], Challacombe, White, Head-Gordon [522],
Hutter, Tuckerman, Parinello [527]. Sur le calcul de constantes élastiques, citons Parri-
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nello, Rahman [541|, Ray, Moody, Rahman [544].

Citons enfin d’autres applications variées en dynamique moléculaire : Ryckaert,
Arialdi, Melchionna [545|, Samuelson, Martyna [546], Schlick, Figueroa, Mezei [548],
Smargiassi [549|, Tuckerman, Mundy, Klein [564], Tuckerman, Mundy, Martyna [565],
Tuckerman, Ungar, von Rosenvinge, Klein [568], Tuckerman, Yarne, Samuelson, Hughes,
Martyna [570].
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