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465 È�ÌnÊ 5 Î
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ÏðÍhÎ87%Ê�ÎpÈ�ÌnÊ 5 Î�É:9<;>='?ûÊÄÏhÉ�ÍhÊ�ÏhÎ�ÍFÏ,=@? Ï,A�Ï 5 Î?ÍhÊ�?¯ÇCBËÉsÌ 5 ÎNÊ<DhÉðÏE?ûÊGF�ÉsÏ
∂ {u = 0} ⊂ IRnÏðÍhÎ(? Ì
H®Ç>? Ï,A�Ï 5 Î(= 5 Ï%I'JðÈ�ÏhÉsÍ,=,ÉKB�Ç'HðÏ

C1
Ç>=ML%ÌnÊ ÍhÊ 5 Ç
;VÏ87VÏ

X0 NPO Ï�È�ÌnÊ 5 Î
X0

ÏðÍhÎQ7%Ê�Î@ÍhÊ 5 ;>='?ûÊÄÏhÉ�ÍSR ÊK?
5 R ÏðÍhÎ
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W�ÌnÊ�Î

v(X) = 1
2

tX · Q ·X Ì3X
Q

ÏðÍhÎ�= 5 ÏYAZÇ%ÎNÉhÊ<HðÏ
n × n

Í,J3AZ9hÎWÉËÊG[\=�ÏaÎ¡Ï,?K? ÏE[\=�Ï�ÎWÉ
Q = 1 NW!Ê

u
ÏðÍhÎ]= 5 Ï)ÍFÌ3?�=VÎNÊÄÌ 5 7VÏ_^a` N `\b
c�ÏhÎ\ÍhÊ$?�R ÌnÉhÊd;%Ê 5 Ï

0
ÏðÍhÎ]= 5 È�ÌnÊ 5 Î@ÍhÊ 5 ;>='?ûÊÄÏhÉe7VÏf?¯Ç�BËÉsÌ 5 ÎNÊ<DhÉðÏ8?ûÊGF�ÉsÏ

∂ {u = 0} c�Ç>? ÌnÉsÍ
1

rn+3

∫

∂Br(0)

(u− v)2 ÏðÍhÎ�HhÉsÌnÊ ÍðÍ�Ç 5 Î¡ÏaÏ 5
r
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ÏðÍhÎ(= 5 Ï�ÍFÌ3?�=,ÎNÊÄÌ 5 7VÏg^a` N `\b
cøÏhÎ�ÍhÊ6?�R ÌnÉhÊd;%Ê 5 Ï
0

ÏðÍhÎ(= 5 È�ÌnÊ 5 Î�ÍhÊ 5 ;>=@?ûÊÄÏhÉf7VÏ*?¯ÇhBËÉsÌ 5 ÎWÊ<DhÉsÏ%?ûÊGF�ÉsÏ:cÇ>? ÌnÉsÍ
u(X) =

1

2
tX ·Q0 ·X + o(X2)

Ì3X
Q0

ÏðÍhÎi= 5 ÏCAZÇ%ÎNÉhÊ<HðÏ
n× n

L>9hÉËÊ j�Ç 5 Î�ÎWÉ
Q0 = 1

ÏhÎ
Q0 ≥ 0 N�¼�%��ªZ©��z���ì ¾�� j ��z©�©��4ª'��ª%§n�����z�¦ª���ªo¤Z�Z¥�¥��Z�p�	§» ����Q ��^ ����o�����¸�» ��n©Zi�{�l%m:í�¥¨ ���©õ�o�±�z��������©� ¡�8���ô 
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�z�Z©õ�¦§<ªZ�� ¡���o�n��©�§z���n©)æ¦ªZ�nªo�� ��6ärî8�n�­�:ïó�¦§<ªZ�� ¡���o�n�I�z���K �§n�ô ¡¤Z�*«?¤oåOé � �¦�n�n�Z �� iç�kjnm ¬ í^¤o�­î8�n���n�§<�Z��¥¨�'�(§» �©(� ïó �§n§z���6¤ìñn�Ä�n���Q ��� ¡���Z�����@iu{nl%m é
t��¦�n©(ªZ�z�¦�nùZ���n©)¥¨ ����8���Z�» ¡�8�(�� 
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t Ì3=�ÍuHðÌ 5�v Ï:HhÎw=VÉsÌ 5 Íx[\=�Ï*Î¡Ì3=,Î¡Ï�ÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5 B�Ç%ÊGF\? Ïx7>=¿È�ÉsÌ>F\?yD,A�Ïx7VÏM?�R Ì>FhÍhÎdÇ'H,? Ïz[\=�Ï{?�R Ì 5 Ì>F�ÎNÊÄÏ 5 Î
LnÇ%ÉËÊNÇ%ÎNÊÄÌ 5S5 Ï,?K? Ï,A�Ï 5 ÎZÏðÍhÎg;'9 5 9hÉËÊG[\=!Ï,A�Ï 5 ÎY= 5 Ï'ÍFÌ3?�=,ÎNÊÄÌ 5 BkÌnÉËÎ¡Ï:cZHSR ÏðÍhÎG|�}>|�7%Ê�ÉðÏ~[\=!Ïu?¯Ç{BËÉsÌ 5 ÎNÊ<DhÉðÏ
?ûÊGF�ÉsÏaÏðÍhÎi= 5 ÏCLnÇ%ÉhÊ<9hÎ�9

C∞ N�� ¡�n©)���õ¤@ �©(§» ¡������¤Z�n�����o�¼�n�Ä�ô ��n��¥¨�o�n©����¦�
2
íz�n�¦�n©(ªo�� �÷n����©�©��¦�n©ö¤o�o������¤o�¦�¾���o¤o���z���%Ã

T �K�eG!EH]V_0RTP�Ô¤�U/����eÃ�J@U^�"EnM�DF�3Ã��VC��eE�MNS�J�R
I�RTU^�ybÄEnG�C�DFMN]eEHR¿UNM^[@EHR�R,C�IKMN_0RVC@XkM^G�C
2
2

� Ì3=VÉ
n = 2

c�? ÏðÍnA�Ê 5 ÊKA�Ê ÍFÏ,=,ÉsÍ
ug

7VÏ~?�R�9 5 ÏhÉw;%ÊÄÏ�^a` NK� bcÍ,=,É~? Ï�HðÌ 5 Ï�HðÌ 5 L%Ï��,Ï
K

L>9hÉËÊ j�Ç 5 ÎÏ 5 È�Ç%ÉËÎWÊ<H,='?ûÊÄÏhÉ
ug = g

Í,=VÉu? Ï~FhÌnÉ�7
∂Ω

Ç>L%Ï:H
g > 0

= 5 Ï�HðÌ 5 ÍhÎdÇ 5 Î¡Ï:c�ÍFÌ 5 Î�Î�Ï,?uÍ~[\=!ÏZÈ�Ì3=,ÉÈ�ÉsÏðÍ\[\=�Ï½Î¡Ì3=VÎ�Ï8LnÇ>? Ï,=,Éf7VÏ
g
c(?¯ÇhBËÉðÌ 5 ÎNÊ<DhÉsÏ8?ûÊGF�ÉsÏ

∂{ug = 0} ÏðÍhÎ(= 5 Ï�ÍFÌ3=eÍ,|�LnÇ%ÉËÊ<9hÎ�9(Ç 5 Ç>?�JnÎNÊG[\=!Ïr7VÏ
7%ÊKA�Ï 5 ÍhÊÄÌ 5

1 N�K �¤o�¦�¾���o¤o���z�����n�%�6¤ìñ» ����³�Z�õ���Z©������¦�z���Z�������Z�r�z��¥��Z�n©����¦�
n ≥ 3
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n ≥ 3

2
��5 7%ÊKA�Ï 5 ÍhÊÄÌ 5

n ≥ 3
c�? ÏðÍYA�Ê 5 ÊKA�Ê ÍFÏ,=,ÉsÍ

ug

7VÏY?�R�9 5 ÏhÉw;%ÊÄÏM^a` NK� bfÍ,=VÉ_? Ï�HðÌ 5 Ï&HðÌ 5 L%Ï��,Ï
K

ÍFÌ 5 ÎÎ¡Ï,?uÍC[\=�ÏøÈ�Ì3=,É�È�ÉsÏðÍ\[\=�Ï½Î¡Ì3=VÎ�Ï8LnÇ>? Ï,=,Ée7VÏ
g
cpÊK?�Ï��|Ê ÍhÎ�Ïf= 5 Ï 5 ÍFÏ,AEF\? Ï Sg

Î¡Ï,?�[\=�Ï8?¯Ç�BËÉsÌ 5 ÎWÊ<DhÉsÏf?ûÊGF�ÉðÏÈ�ÉËÊKL>9ðÏ�7VÏnHðÏhÎfÏ 5 ÍFÏ,AEF\? Ï:c_HSR ÏðÍhÎw|�}>|�7%Ê�ÉsÏ
∂{ug = 0}\Sg

ÏðÍhÎY= 5 Ï3ÍFÌ3=eÍ,|�LnÇ%ÉËÊ<9hÎ�9'Ç 5 Ç>?�J�ÎNÊG[\=�Ïn7VÏ
7%ÊKA�Ï 5 ÍhÊÄÌ 5

n − 1
c�ÏhÎ8?¯ÇnA�ÏðÍ,=,ÉsÏz7VÏ&�;Ç>=�Í\7VÌnÉ��

(n − 2)
|�7%ÊKA�Ï 5 ÍhÊÄÌ 5S5 Ï,?K? ÏZ7VÏ Sg

ÏðÍhÎg9<;�Ç>? Ï{}
� 9hÉsÌ N�)�¦�n�n�¦�z©Q�n�n�����nªZ�)©��n¤o¤Z���8�����n�)�ô �§z���Z�G�¦�õ�n�o©¼��ñnªo�¦��üo¥¨�o©ö�GéuoGíð�Gé�}�î8�n�^©��)å= ��ç�¼�o�������¦��©¢ªo�ì ¡§³�o©Zé
� ÎÄÇhÈ�Ï ���� §z���¦�z���������z�­��ïó �÷<�¦���Èî6�z���ô j¤Z�¦�����o¤o�����¦�u�n�������n©����Z©�§<�¦���8��©�©����næ¦�z�����o��©Ä§<�¦�n�����¦�z���Z©­���Z©
�¡ ����Z�n��©õ�n�

g > 0
í S =

⋃

g Sg

�o©��	¤Z�¦�p���Z�8�n�%�» ��n©Ä�n�z��ñ8£6§<�Z��©��n��å= �¤Z�
C1

§n���n©õ�n�Î�Z�z©��Z¥�÷n���
��ªZ©����n�n�o�n�n�Q¥��Z©��n���ö�z�(èI ��n©��n�¦�Ü�

(n−1)
þy�n��¥¨�o�n©����¦�n�n�o�����cªoæp ����öã½�Zªo���né%�K�o© ���næ���ªZ�z���Z�p��©E�n�ö�ô 
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ñp£6§<�Z��§z�ô ����ì ¡�næ¦�Z�p�c�Z�%¤ìñ» ¡î6�z�)§<�¦���p� ©����næ��n�����Z�Zí¡ @�¦�o¤)�nªo§³�o�n�n�o�n¤Z��¤Z�¦�p�����8�n�(�n�ö¤Z�'�cñ8£6§<�Z��§n�ô ��
�o�/å?���n¤o�����¦�j�n�j§<�¦���p�@é
� ÎÄÇhÈ�ÏC`
���/¥¨���8�����õî8�n�Ä� ïø�Z�z©��Z¥�÷n���Ä�¦÷z���Z�8�/¤Z�¦¥�¥¨�I�ô �¤Z�¦�����o¤o�����¦���n�o©�å?���¦�p����üZ���o©ö����÷n���o©ö§³�¦�z�

g > 0
Ã

⋃

g

(∂ {ug = 0}) × {g}

�o©������õæ��� �§nñz�	�^ïó�n�z�	å?�¦�z¤o�����¦�
h

�2��§z©�¤ìñn�ç�s�Ä©��n�
Ω
é!�2�Ä¤@ ��� ¡��üo�����2��§n©�¤ìñn���®�Ä�Z©���§n���¦�z��ª�æ¦�®r�¤Z�	ã

�z�n�Ä¥¨ª'��ñn�6�n�õ�n�	�nªoå?����¥¨ ¡�����¦���n�Ä©����n©�þ�©��¦���z�����¦�n©�«=���n©�§z����ªo�õ�n���Q ��^ ����o�����\iu{�}�m ¬ �z�/�y£6§<��Ã
vε(X) = sup

Y ∈Bεδ(X)

ug−δ(Y )

�z�¦�p�ö�¦��¥��¦�p�����)î8��ïó�o�����Z©Q���Z©����Z�p�(©����n©Q�ô �©��¦���z�����¦�
ug

§<�¦�n�Q�n�o©
ε
�» ��n©Q�z�n�õ§n�ô ¡æ¦�)�z���� ¡���Z�z��©

(0, εc)
�|­

εc

�Z©��¼���n�nªZ§<�Z�z�» ��p�Q�n�
δ > 0

�» ¡�n©¢�� 	����¥������¼�n�o©¼§<�o���ç��©
δ
é,�¼�Z¤Z�<�n�¦�z�n�)��äz �¤o���Z¥��Z�p�

���õ¤Z�¦�p����ÿ¦���(�K��§n©�¤ìñz���s�õ�zªZ©�����ª¡é
� ÎÄÇhÈ�Ïg�
���r ¡§n§n����î8�n���� �å?�¦��¥­�n�����n��¤Z�¡þy �������ã¨�ô ¨���Z©�������¤o�����¦�-�n���� �å?�¦�n¤'�����¦�

h
ã��:ïó�o�n©��o¥­÷n�����n�����¦�n©

���Z©ö§<�¦���p��©�©����næ��n�����Z��© S Ã
∫ +∞

0

Hn−2
(

(

h|S
)−1

(g)
)

dg =

∫

S
|∇h|S |dHn−1

òy¤o� Hn−2 �o©��	�ô �¥��Z©��n���%�n�%è) ��n©��n�¦�Æ�
(n − 2)

þy�z��¥��Z�n©����¦�n�z�Z������í®�o�
dHn−1 �Z©��Ä� ïøªZ��ªZ¥�ªZ�p�õ�n�¥��Z©��n�����n��èI ¡�n©��n���Æ�

(n − 1)
þy�n��¥¨�o�n©����¦�n�n�o� éP�õ�±¤Z�¦�z¤Z���G���� �§n���o�z�¦���Z�±§n���¦�G�� ¡�8��§» ��Ä�n�z�

 ¡�z�����	¥�ªo��ñn�6�n�õî8�n�Ä���õæ¦�� ��n���o�p�(�n�
h|S

�Z©��)�8�n� é
ú �È�z��¥��Z�n©����¦�

2
í2���E�Z©���§<�¦©�©���÷z������ïó @�¦�¦�����n�o©����zå?�¦��¥� ¡�����¦�z©I�n���» ¡���n���%æ¦ªo�¦¥¨ª'������î8�n�%©��n�

���Z©Q©����næ��n�ô �������ªZ©c�o�ö¤o�Z¤Z�³§³���n�¼�����z���Iå?���¦�p����üZ���)����÷n����«=�'�ö�n�¦��§n���n©Qæ¦ªo�nªZ����î8�n�o¥¨�o�8�Q©��Z�z���Z¥��Z�p� ¬ éý)���n©��)�Q ��� ¡���Z�����Q�'� Â ���6��üo���yi	jp�Gíøj|qGíøjz��í�j�l%m��¦�p��§n���¦�z��ª�§» ����n�o©�¥�ªo��ñz�G�n�o©¨�z�-å?�¦�n¤'�����¦�n©
�H{
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é�I ��n©)�G¤ìñ» ��h�^�o��i �H{%znm ín���-§<�Z�z���������I§» ��( ��������o�n��©)Ã

�y� Ç 5 Í 5 ÌFÍ�Ï��,Ï,A�È�? ÏðÍ:cKÍhÊ
n = 2

c]? ÏðÍ�È�ÌnÊ 5 Î^Í�Ï��@HðÏ¡È�ÎWÊÄÌ 5S5 Ï,?uÍ�ÍFÏ½ÍhÊ�ÎG=!Ï 5 Î�Î¡Ì3=eÍ½Í,=VÉr?�R Ç��,ÏC7VÏðÍ½É�9ðÏ,?uÍÇ>L%Ï:H�Ç>=fÈ�?�=�ÍY7VÏ,=>�(È�ÌnÊ 5 Î^Í�Ï��@HðÏ¡È�ÎNÊÄÌ 5S5 Ï,?uÍÿÈ�Ç%ÉYHðÌ3A�È�ÌFÍ�Ç 5 Î¡ÏðÍ!��é�¼�'���������Z¥¨ ���î8�n�(���8�����6�n�n�ç�E�» ¡���n���o�����Z¥��Z�p�4�n�������ö��ªo©��n�ç�ì ¡�4©��n�4���ö�n��¥­÷n���ö�z��§<�¦���8��© ©����næ¦�n�����Z��©
�z�	�� �å?���¦�p����üZ���Ä����÷z�����o�-�n��¥¨�o�n©����¦�
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W�ÌnÊ�Î C = 5 Ï%HðÌ3A�È�ÌFÍ�Ç 5 Î�Ï�HðÌ 5S5 Ï��,Ï�7VÏ�?�R Ê 5 Î�9hÉËÊÄÏ,=,É�7VÏ�?�R Ï 5 ÍFÏ,AEF\? Ïh7VÏfHðÌ3� 5 HhÊG7VÏ 5 HðÏ�7�R = 5 Ï�ÍFÌ3?�=VÎNÊÄÌ 5
u
7VÏ_^a` N `\b;Í,=,É

Ω ⊂ IR2 N#� ? ÌnÉsÍ)ÊK?�Ï��|Ê ÍhÎ¡Ï%= 5 ÏCHðÌ 5 ÍhÎÄÇ 5 Î�Ï
ρ = ρ

(

|D2u|L∞(Ω),
7%Ê ÍhÎ

(C, ∂Ω)
)

> 0Î¡Ï,?K? ÏY[\=�ÏÊ b�ÍhÊ^�n�ô �¥
(C) < ρ

cÿÇ>? ÌnÉðÍr?¯Ç%BËÉðÌ 5 ÎNÊ<DhÉsÏe?ûÊGF�ÉsÏ
∂C ÏðÍhÎÿÇ 5 Ç>?�J�ÎNÊG[\=!Ï�Í�Ç>=,BaÏ 5 Ç>=�È�?�=�ÍY7VÏ,=>��È�ÌnÊ 5 Î�Í NÊ�Ê b�ÍhÊ2�n�ô �¥

(C) ≥ ρ
c�ÏhÎ

X1, X2 ∈ ∂C ÍFÌ 5 Î�7VÏ,=!��È�ÌnÊ 5 Î�ÍhÊ 5 ;>='?ûÊÄÏhÉsÍ:cøÇ>? ÌnÉsÍ |X1 −X2| ≥ ρ
2 N�¼�c��ªo©��n�ç�ì ¡�µ���o§³��©��c©��n�µ�ô Q��ñzªZ�¦������iu{��nm8�nªo���Z���¦§n§<ªZ�c§» ��\�Q ��� ¡���Z�����¡�o�¸©��n�µ�n�n�4§n���¦§n����ªo��ªcî8�n�

�z�¦�n©E @���¦�n©E§n���¦�z��ªZ�ö§<�¦�n�µ���Z©¸§³�����p��©µ©����næ¦�n�����Z��©¸�o�­�n��¥¨�o�n©����¦�
2
Ã¡©��

X0

�Z©��E�n��§³�¦���p��©����næ¦�z�����o�
�z�-÷<�¦���j�n�Ä�� ­¤Z�¦¥�§³��©� ��p��� C í® ����¦��©ö���G¤Z ����o¥¨�o�8�¼�» ��n©(�n�z�	÷<�¦�n��� Br(X0)

í»�ô ­¤o�¦¥�§³�¦©� ��p��� C�o©��(¤o�¦�p���Z�8�n�Ä�» ¡�n©ö�����¦�¦��©����n �æ¦�I���n÷n�n�� ������I��ïø�n�j�n�Z©ö�� @£¦�¦�n©ö�z�õ�ô �÷<�¦�n����é"�2�I���¦��©����» ¡æ¦�)���n÷n�Gþ
�� ������I�o©��(¤ìñn�¦��©��³��ïóªo§» ���©�©��o�n�

e(r)
í6���o�^î8�n�Ä� ïøªZ§» ¡��©�©��Z�n�¼���Z�� ¡���ç�¦� e(r)

r

���Z�n�����Z��©��oªZ�������¦��©�î8�n�
r���Z�n�j�¦�o��©��Zªo���¿«=¤oåOé � �¦�n�n�Z ��0i �Fj�m ¬ é

�2�Z©ö��ªZ©��n���� ¡��©Qî8�n�³§n��ªo¤Züo�n�Z�p�) ��n¥��o�����Z�p�ö¤o�Z���ì ����n�Z©Q��ä6���Z�z©������n©(ã��n�o©ö§n���¦÷z��üZ¥��Z©¢�n���:ïó�¦÷z©�þ
�� �¤Z����¤o�¦�����Z©�§<�¦�n�n ��p�%ã��n�Z©��¦§³ªo�� ¡���Z�n��©­�Z������§z����î6�z�Z©	§n���n©�æ¦ªZ�zªZ�� ¡�GäUî8�n���:ïó��§³ªo�� ¡���Z�n���n�*�K ¾þ
§z�ô �¤o��í �'ä6���Z�n©����¦�n©�î8�n�(©��¦�p�¨§n��ªo©��o�8��ªZ�o©��» ��n© � �¦�z�n�@ �� iç�kj�m éø�¼�ç���¦�z©��o�zû»�a���Z©����� @�¡ ��Gä!�n�
ê¢�ô ��nëyi�o%jGí�o%znm:í�#õ� þO �ñn¥·�K�o�*i �Fq%l%m:í³§<�¦�n�)�n�n����ñnªZ���������n�­�� ¨��ªoæ¦�n�� ����ç��ªÄ�n�­�� �å?�����8����üo��������÷n���
§<�¦�n�ö���õ§n����÷n��üo¥¨�õ�n�Ä�:ïó�¦÷z©��ì ¡¤Z���I¤Z�¦¥�§n��ü'���o¥¨�o�8�(�z�¦�-�����nªZ �������é

Ú � Ú ¡ wnB v S � R�wGDW}IRiwzH2b4PIXOB wnM�DGH }IP x t wn}£¢)�(R��4R�wzSaXOR�x t wn}�X�Myx)wnRl¤õP v R
B4V)VIw t �nFIR { XOB s B.ß�B4wzR2XOX�M àK¥Q¦ ä
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�G�����
Ω
�n�f�¦�G�¦�Z����÷<�¦���nª��n�

IRn
î8�n���n�¦�n©��^ïð ������¦�z©�§» ¡©­©��n§z§³�¦©��Z�%��ªoæ¦�n�����Z�	�» ��z©�¤Z�o�����

©��Z¤'��������é]��� ©��n§n§<�¦©��o�� 
Ω
©��o�n���o¥¨�o�8�­�n����ªoæ¦�n�� ����ç��ª��K��§n©�¤ìñz���s�¨�o��©� ¡����©�å= ¡��©� ¡�8���ô /¤Z�¦�n�z�������¦�

�Fj



©��n���¡ ��p���/�z�/©�§nñnüo������ä6��ªZ�����o�n���j§<�¦�n�%�n�
δ > 0

�n�¦�n�zªuÃ §<�¦�n�����¦�z��§³�����p�
X

�n�a÷<�¦���a�n�
�:ïó���z�¦�o���

∂Ω
í����¸��äG��©����­�n�n��÷³�¦�z���

Bδ

¤Z�¦�p���o�8�n���» ��n©õ����¤o�¦¥¨§z��ªZ¥��Z�p�� ������	�z�
Ω
í^�o�I�ì ��næ��Z�p���

�o�
X
 ��/÷<�¦���j�n�Ä� ïø�¦�z���Z���

∂Ω
é

t��¦�n©(¤Z�¦�z©����zªZ�����n©Iã��n���z�¦�Z ������õ¥¨���n��¥���©��Z�n�
ug

�n�Ä�:ïóªo�n�Z��æ¦���
∫

Ω

|∇u|2 + 2u
« �Gé�q ¬

©��n�(� ïø�Z�n©��Z¥­÷z���õ�n�õå?�¦�n¤'�����¦�n©
u
 ¡§n§» ������Z�n ��p�I ¡�-¤o�¦�n�Ä¤Z�¦�p���'äG�

K
�nªoû»�z�2§» ��

K =
{

u ∈ H1(Ω), u = g
©��z�

∂Ω, u ≥ 0
©��n�

Ω
}

�%­/�� ��n�¦�n�nªo�	 ��-÷<�¦���/�o©����n�n�	¤Z���n©��� ��p���
g ≥ 0

é�µ�¦�n�
g = 0

í¾���6�Z©�� ¤Z�� ����µî8�n�ö�ô �©��¦���z�����¦���o©��
u0 ≡ 0

�o���ô )å?���¦�p����üo���¢����÷z���c�Z©��
∂ {u0 = 0} = ∂Ω

é�¸ ��(§³�o�����n��÷» ¾��������ín�n�¦�z©�§z���¦�z���¦�n©(���õ��ªZ©��n���� ¡��©��n�ç�� ¡�8�
T �K�eG!EH]V_0RTP�Ô¤ U/ T EH��CKX�bdReEFD�IKR
EH�eÃ�J@U^�"EnM�DF��I@JÑ[.G!EnI¯.$��R¿��RVEnXfU^R¿[.G!EnI�UWM^[@EHR°2
W�Ì3=�Íf? ÏðÍYHðÌ 5 7%Ê�ÎNÊÄÌ 5 Ír[\=VÊ�È�É�9:H:D�7VÏ 5 ÎKc@ÊK?KÏ��|Ê ÍhÎ¡Ï

g0 > 0
Î�Ï,?s[\=!Ïf?¯Ç�BËÉsÌ 5 ÎNÊ<DhÉðÏf?ûÊGF�ÉsÏ

∂ {ug = 0} ÏðÍhÎÇ 5 Ç>?�JnÎNÊG[\=!Ï�È�Ì3=VÉ(Î�Ì3=VÎ
g ∈ (0, g0) N�¼����ªo©��n�ç�ì ¡���n��©���¥��¦�p�����Ä§» �©I§n ��)�z�-��ñzªZ�¦��üZ¥����n�o©)å?�¦�z¤o�����¦�n©(��¥�§n����¤Z�ç���o©(«?���¦����©��o¤o�����¦�r�6éuq

§<�¦�n�4�n�z�����Z�����( �§n§n���G¤ìñz���o��©��n§n§<�¦©� ��p�¢§n���z©c�z�)��ªZæ¦�n�� ����ç��ªQ©��n�
∂Ω ¬ é8òy¤Z�®�ô õ§n���Z�z���I©���å= ��ç�4§» ���:ïð ¡÷n©��n���n��é�ú � ©��n§z§³�¦©� ��p�%���%��ñnªo�¦��üo¥¨�¨å= ��Gä³í¸��� �nªZ�z�n�����:ïó��äG��©����Z�n¤o����ïø�n�n��©��n�������n��§³�¦���p��©

©����næ��n�����Z��©
(Xg)g

�z�Z©)å?���¦�p����üZ���o©(����÷z���Z©
∂ {ug = 0} ���¦��©�î6�z� g ���Z�z�-�¦�o��©)�ZªZ���né®ú ��©��n���¡ ��p�)���Z©

§<�¦���8��©
Xg

§» ��ö�z�-÷n���FÅQþy�n§/ ��» ¡§z��ª

ug(X) =
ug(Xg +X

√
g)

g

�'�õ�Z�r��ä6���� @£¦ ��p�Ä�n�n�­©��¦�n©�þ�©��n�ç���­¤o�¦�p�¦�o�» �÷n����í��n���n©��¦÷z���Z�n���n©��n�n��¤Z�¦�p���� ��n��¤o�����¦��ã¨�ô �����¥������
g = 0

íK�6�ô /�ô /��ñnªZ�������¨�n�*�Q n�� ����Z����� é��µ�¦�n��§³���z�¦�¦����§» ¡©�©��o��ã��� -����¥¨�ç�������4å= ¡�z���z�U¤Z�¦�p����ÿ¦���
©��n�Q�� �©��¦���z�����¦�

ug

é"�¼��¤Z�¦�p����ÿ¦�����Z©��ö�¦÷z���Z�8���G�� ��n�n�õ÷<�¦���n�
L∞ ©��n�Q���Z©Q�zªZ���ç�¦ªo�Z©ö©��o¤Z�¦�z�n�Z©(�n�

ug

í<�n�n�çå?�¦��¥��Ä§» ��I�� �§n§<�¦���Iã
g
§<�o�����@é�� �n��©�î8�n�­���	÷<�¦����ûGäG�

∂Ω
�^ïó�o©��õ§» ¡©I©��z§n§³��©�ª���ªoæ¦�n�����Z�oí

¤o�o�����Ä÷³�����n�
L∞ �Z©����n�z��î8�n�Z¥��Z�p�(�¡ ��ô ¡÷n���)�Z�/�n�Z©(§<�¦���p��©ö©������nªZ©(ã��n�n�Ä�n��©��� ��n¤Z�õ�z�-÷<�¦����ûGäz�

∂Ω
í<©��z§³ªo�����o�n���Ä�¦�/ªZæ¦ ����	ã��n�n�	¤Z�¦�z©��ì ¡�8���	å?����© √

g
é��¼�'�����	÷<�¦���n�

L∞ �o©��)�¦÷z���o�8�n���o�� �§z§n��� þ
î8�» ¡�8�»���n�n��¤Z���Z�n©��Z¥��Z�p�µ� ïø���nªoæp ����ç��ªµ�n�¢èI ����» �¤ìë��» ¡�n©¸�:ïó�o©�§n�����K�n�Ä���� @�� ¡���¦�n�4ý)���K�o�@� ñn��������§n©.iÒl�qnm:é

t��¦�n©E¤o�¦�n©����nªZ���¦�n©E¥¨ ����8���Z�» ¡�8�¸�n��§n���¦÷n��üZ¥��¢�n�¼� ïø�¦÷n©��� �¤Z���¢�z�¦�­�����nª@ ¡�����4���8���Z���¦�Z�n ��p�4�» ��n©
�� Q¥¨�6�nªo����©� ¡�����¦���n�Z©K©��z§n�� �¤o�¦�n�n�z¤o���o�n��©ÿ«=¤'åOéH�¼ñ» �§z¥� ��^í Â �z÷n���n©����o����í@�G¤ìñ» ¡�®�Z¥¨ ��Zi�z|qnm íÁ�6�Z��å= ¾�y£¦í
�G ��n�n���Z�3i�o��|qnm:íE©��Z¤o�����¦�wo ¬ é4�G�¦�ç� G �n�n��å?�¦�n¤'�������

C∞ �¦ªo����û» ��p�
G′(0) > 0

�'�%¤Z�¦�p�¦��äG��©��z�
[0,+∞)

é#���j¤Z�¦�z©����züZ���	 ����¦��©ö�� ­¥¨���n��¥���©� ¡�����¦���n�Ä� ïøªZ�n�o��æ¦���
∫

Ω

G(|∇u|2) + u2 « �Gé	l ¬
�Fz



©��n�(���õ¤o�¦�n�Ä¤Z�¦�p���'äG�
Kg,h

�nª'û»�n�K§» ��

Kg,h =
{

u ∈ H1(Ω), u = g
©��n�

∂Ω, u ≥ h
©��z�

Ω
}

�%­
g > h > 0

©��¦�p���n�Z©(¤o�¦�n©��� ��p���o©ZéP�õ�/ % ����¦��©ö���
T �K�eG!EH]V_0RTP�Ô¤OU/ T EH��CKX�bdReEFD�IKR
EH�eÃ�J@U^�"EnM�DF��I@JÑ[.G!EnI¯.$��R¿��RVEnXfU^R¿[.G!EnI�UWM^[@EHR°2
� Ì3=VÉ�Î¡Ì3=,Î

g > 0
c�ÊK?�Ï��|Ê ÍhÎ¡Ï

η > 0
Î�Ï,?h[\=!Ï�È�Ì3=VÉ�Î¡Ì3=,Î

h ∈ (g − η, g)
c�ÊK?�Ï��|Ê ÍhÎ¡ÏZ= 5 = 5 ÊG[\=�Ï

A�Ê 5 ÊKA�Ê ÍFÏ,=VÉE7VÏ�?�R�9 5 ÏhÉw;%ÊÄÏ{^a` N ± b�Í,=,É
Kg,h N � Ï½È�?�=eÍ�?¯ÇgBËÉðÌ 5 ÎNÊ<DhÉsÏ�?ûÊGF�ÉsÏ&7VÏzHðÏ�A�Ê 5 ÊKA�Ê ÍFÏ,=VÉ�ÏðÍhÎ

C∞ N�¼�%��ªo©��n�ç�ì ¡�Ä�o©��	§n���¦�z�¦ª¡í2§³���n�õ�n�Î§n����÷n��üo¥¨�­©��Z¥­÷z�ô �÷n����í��z�­å= �ùZ�¦�rå?�¦��¥¨�o�������» ��z©��¼ñ» �§Gþ
¥¨ ���í Â �n÷n���n©����Z���^í^�6¤ìñ» ¡�s�o¥� ¡�Ùi�z%qnm¸æ¦�sr�¤o�­ã��n�n�� ��n ���£6©��� �©�£G¥�§z��������î6�z��é<òy¤Z�µ�n�¦�n©)§n���¦�G�¦�¦�n©
����æ¦���n���o�n©��o¥¨�o�8�E¤Z�(��ªo©��n�ç�ì ¡�Zé|t)�¡�����¼§n���o�z�¦���Z©��4©���¥����� ������4ãõ¤Z�Z�����¢�n����ñnªo�¦��üo¥¨���Gé�j�¥¨ ���©¸÷³�Z ��Gþ
¤o�¦�n§/§n���z©Q���Z¤ìñz�n��î8�n�¡é��Kã%�Z�n¤o�¦���¡í»� ïø���nªoæp �������ª��n�	èI ¡���» �¤ìë������n�õ�n�/��ÿ¦���õ�Z©�©��Z�p�����Z�:é

�µ�¦�n��¤o�±§z���¦÷n��üZ¥��Î�n�±�:ïó��÷n©��� �¤Z���u�z�¦�i�����nªZ �������íQ�n���n©-§z���¦�z���¦�n©� ��n©�©����z�i��ªo©��n�ç�ì ¡�-�n�
©��ì �÷z�����ç��ª)���6¤@ ����­Ã
T �K�eG!EH]V_0RTP�ÔNA
²³/�1½ReEFDHJKEH[K��DHM^G�C�I�R
U^�ybÄEnG�C�DFMN]eEHR
UNMN[KEHR!�@U^G
L|��U^R¿RVC�RVX�YK��L|R°2
W�ÌnÊ�Î

h∗ ∈ (0, g)
ÏhÎ
ug,h∗

= 5 A�Ê 5 ÊKA�Ê ÍFÏ,=,ÉC7VÏg?�R�9 5 ÏhÉw;%ÊÄÏE^a` N ± b�Í,=VÉC? Ï�HðÌ 5 L%Ï��,Ï
Kg,h∗

Î¡Ï,?�[\=�ÏY?¯Ç
BËÉsÌ 5 ÎNÊ<DhÉsÏ8?ûÊGF�ÉsÏ

∂ {ug,h∗ = 0} ÍFÌnÊ�Î
C∞ 7�Ç 5 Í%= 5 HðÌ3A�È�Ç'HhÎ K∗ 7VÏ

Ω NP� ? ÌnÉsÍøÈ�Ì3=,É�Î�Ì3=VÎhHðÌ3A�È�Ç'HhÎ
K ÍhÎWÉËÊ<HhÎ¡Ï,A�Ï 5 ÎÿÊ 5 H,?�=�ÍY7�Ç 5 Í K∗ c�ÊK?pÏ��|Ê ÍhÎ�Ï

ε > 0
Î¡Ï,?([\=�Ï�È�Ì3=,É�Î¡Ì3=,Î

h
L>9hÉËÊ j�Ç 5 Î |h− h∗| < ε

c
?¯Ç%BËÉsÌ 5 ÎNÊ<DhÉsÏe?ûÊGF�ÉsÏ

∂ {ug,h = 0} ÏðÍhÎÿÇ>=�ÍðÍhÊ
C∞ 7�Ç 5 Í K N�¼�	��ªo©��n�ç�ì ¡�(���Z§<�¦©��Ä�n�n�õå?�¦��©ö�Z�n¤o�¦���Ä©��n�(�ô ���ñzªZ�¦�����õ�n���Q ��^ ����o�����pi�{¦�nm:é�t)�¦�z©����Z�p�¦�_£��¦�n©õã

Â �6�n����æ¦�n�Z©½iç�H{��Hm2§<�¦�n�Q�� ����ç����ªZ�� ¾���n���I©��z�ö�ô �©��ì �÷n�����ç��ªI�z�õ�ô �å?���¦�p����üo��������÷n���I§» ¡�Q§³�o�����n��÷» ¾��������ét��¦�n©ö§n���¦�z���¦�n©(�Z�zûn�/�z�n�õ�Z©�����¥¨ ¡�����¦�¨�n�õ� ïó ������I�n�õ�� �å?���¦�p����üZ��������÷n���¡é"�¼�õ��ªZ©��n���� ¡�öæ¦ªo�nªZ�� �����©��
 ¡�±¤Z �©

∂Ω
�2��§n©�¤ìñn���®��í2¤Z�o���n���n��ê¼��ª��Z��©oí�#õ���n�n�o�����Zñn���Z�fi	}|}�m:é��µ �¥�ªo��ñn�G�z���z��§z���Z�G�¦���Z©����n�n�

 ¡�» �§z�� ¡�����¦���n���Q ��^ ����o�����\iu{�q�m é
T �K�eG!EH]V_0RTP�ÔNA!A0/ÆQ;X�DHMN_0��DFMNG�C×IKR
UÜ����M^EHR¿I�RTU^�ybÄEnG�C�DFMN]eEHR¿UNM^[@EHR°2
´ ?�Ï��|Ê ÍhÎ¡Ï�= 5 ÏfHðÌ 5 ÍhÎÄÇ 5 Î¡Ï

C > 0
[\=VÊ 5 Ï�7'9¡È�Ï 5 7g[\=�Ï*7VÏ

Ω, g, G
Î�Ï,?K? Ï�[\=!Ï@È�Ì3=,É?Î¡Ì3=VÎ�A�Ê 5 ÊKA�Ê ÍFÏ,=VÉ

ug,h

7VÏe?�R�9 5 ÏhÉw;%ÊÄÏE^a` N ± b�Í,=,Ée? Ï�HðÌ 5 L%Ï��,Ï
Kg,h

È�Ì3=,É
h ∈ [0, g]

c?Ì 5 Ç
Hn−1 (∂ {ug,h = h}) ≤ C

Ú � ¥ µ R�w6DGP)wzxIBEDzM t4v }IRUXOB � w t4v DGMO~�wnRfXOMyxIwnR!b w°¶4�^R { XOB DzF)H t wnMORf}IRUeiB4S6F�·
A t S6R�w à Ú ä

å�æ�çhè�é3æ
ê�ë�ìeí�îðïsñ¡ñ�ï�í�ïðîsñ¡ò�ókì0ìeókôeíaõ�ö�÷ðí�ïsìnñ�ókìeíaô�ìeï*ë�õ�õ�ö�ó%î��eï�õ"ïsö¡ñ¡ô�ö��Vë�ñ¡òûùHï�þ|ô0õ�ö�ó���ú��sý(ïþ�ïaú�� ó��eí�ñÜëkîsú�ï
	��ÿókôeí(ï�ª%õ�úûò���ôeókìeí;õ"ókô�ö��nôeókòøú�ïañ��e÷ðókö��sý(ïZþS� òûìnùHïsö�í�ò�ókìyú�ó%îËë�ú�ï�îsú¯ëkí�í¡ò���ôeïìeï½í¨�Òë�õ�õ�úûò���ôeï½õVëkí¨	° 
ì*ö�ïsùFë�ìeî��eï½ìeókôeí?ý(ókì�ñ¡ö�ókìeí*��ôeï)ú�ï�ñ��e÷ðókö��sý(ï;þS� òûì�ùHïsö�í¡ò�ókì3ú�ó%îËë�ú�ïþ�ïE�ÿëkí����G¸�óFí�ïsö�í,�Òë�õ�õ�úûò��nôeïfïsñ�þ�ókì�ìeï�ô�ìyö�÷ðí�ô�úûñÜë�ñ�þ�ïfí¡ñÜë\��òûúûòûñ�÷�þ�ï�ú¯ë�ü ö�ókìnñ¡ò��sö�ï�úûò���ö�ïõVë�ö½õ"ïsö¡ñ¡ô�ö��Vë�ñ¡ò�ókì#	6�ÿókôeí(ëkþeë�õ�ñ�ókìeí(îðïsñ¡ñ�ïfë�õ�õ�ö�ó�î��eï�þeë�ìeí;ú�ïaîËëkí;þS� ô�ìeïaõ�ïsö¡ñ¡ô�ö��Vë�ñ¡ò�ókìí�òûì��Fô�úûò��sö�ï�þ�ï�ú¯ë)ü ö�ókìnñ¡ò��sö�ï�úûò���ö�ï
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òy�2©oïð ¡æ¦���ö�^ïó�n�/���� _�¡ ����^�o�-¤o�¦���� �÷³���� ¡�����¦�� _���Z¤	ý�é®ê¼���n�n�o�Zé
òy�^�Z©���§<�¦©�©���÷n���õ�n���¦�����öî8�n�Ä���õ§n���¦÷n��üZ¥����n�õ� ïø�¦÷n©��ì �¤o���õ�n���/�����nªZ ������� �©�©��6¤Z��ªÄã%�:ïóªo�n�Z��æ¦����« �Gé	l ¬�z�Q�ô I©��Z¤'�������­§n��ªo¤Zªo�n�Z�p���(§<�Z�z�E©��Q���oå?�¦��¥­�n���o���n�¼�ô �å= ¡ùZ�¦��©��n���¡ ��p���¼�» ��n©E���¼¤Z �©E�|­­�� )å?�����8����üo���
����÷n�����Z©�����ªZæ��n����üZ���¡ét��¦�n©�¤ìñn�Z��¤ìñn�¦�n©)�n�����z�¦�o���)÷³�¦���nªÄ��ªoæ¦�n�����Z�

ω
���n¤o���n©(�» ¡�n©(� ïø�¦�z�¦�o���)÷³�����nªÄ��ªoæ¦�n�����Z�

Ω ⊂ IR2
í

�'���n�n�õå?�¦�n¤'�������
u
�nªoûn�n���õ©��n�

Ω\ω ��ªZ���çû® ��p�	Ã






















div(G′(|∇u|2)∇u) − u = 0
�» ��z©

Ω\ω�|­j�� �å?�¦�n¤o�����¦�
G
�Z©��

C∞ ¤Z���8���'äG��©��n�
[0,+∞)

 @�¦�o¤
G′(0) > 0

u = g
©��n�

∂Ω
u = h

©��n�
∂ω

∂u
∂n

= 0
©��n�

∂ω

« �Géuo ¬

òy¤o�
g, h

©��¦�p���z�Z©Ä¤Z�¦�z©��ì ¡�8���Z©	�¦ªZ����û® ¡�8�
g > h > 0

éµ�6������¤'���j©��o�n©���íK�n���n©	 _���¦�n©	�n�¦�n�zª¨�» ¡�n©ió�nmc���o©Ä§n���o�z�¦�o©­�» ��n©	����¤@ ¡©��n���ô j�n��¥¨�o�n©����¦�
n = 2

íK÷n���o�±î8�n�����¦�z©����Z©	��ªZ©��n���� ¡��©Ä�n�¨¤Z�'�����
©��Z¤'�������-©oïóª'���Z�z�n�Z�p�)©� ��n©��n�¯v¨¤o�n����ªZ©ö�o�-�n��¥¨�o�n©����¦�n©ö©��n§³ªo�����Z�n���Z©Zé�I ��n©õ¤Z�'�����­©��o¤o�����¦�r�n�¦�z©õ©��n§n§<�¦©��¦�n©õ����÷³������ûzäG�

∂Ω
�n����ªoæ¦�n�� ����ç��ª

C∞ �o���n�¦�n©õ¥��¦�p�����¦�n©
¤o�¦¥�¥¨�o�8�µ�¦�	§<�Z�z�µ�¦÷z���Z�n���K� ïø�'äG��©����Z�z¤Z�c�n�¢©��¦���G�������n©2��ªoæ¦�n����üZ���Z©

(ω, u)
�n��§n���¦÷n��üZ¥��4ã(å?���¦�p����üo���

����÷n����«:�Géuo ¬ §» ¡��§³�o�����n��÷» ¾����������ïø�n�n�­©��¦���z�����¦�-���n�ç���� ���� (ω∗, u∗)
 @�¦�o¤��n�n��å?���¦�p����üZ��������÷n���

∂ω∗��ªZæ¦�z����üo���¡éHt)�¦�n©� ������¦�n©K �§z§n����î6�z�Z�µ��� ��ñnªo�¦��üo¥¨�¢��ïø���p�¦�o��©����¦�����G¤Z ���� �z�?tI ¡©�ñGþ � �¦©��o��§<�¦�n�µ���oî6�z�Z�
�z�¦�n©����Z�p�¦�_£¦���n©	ã�èI �¥����ç���¦�ciç���Fjnm:í^ý)�����zñ» �¤�í��õªZ�� ����Ùi	q�onm:í^�'�Ä ��n©�©��¸§³�¦�z�I�n�o©õ¤Z�¦¥�§n��ªo¥¨�o�p��©
� �¦©��o��i �F}¦�Gí��F}z�¦í^�F}p�nm:í�tI ¡©�ñciç�F}%q�m í»�G¤ìñ�ÅQ ����s��iç�Fj¦�Hm:í<�G�Z��æ¦�Z�� ��Z����i �Fj|q6í2�Fj%lnm í�¹^�oñn�n�n�o��i �Fz%lnm é

� ��ªo¤Z��©�ªZ¥��Z�p�)§³���n�ö���p�����G�z�n�������n�¦©(��ªo©��n�ç�ì ¡��©Zí»���^�Z©��I�zªZ¤Z�o©�©� ��������n�Ä�� �§n§<�Z���o�ö�ô �Ã
- ��.\C@M�DHM^G�C�P�ÔWAVPU/®��YKY@UWMNL|��DHM^G�CwI�G�J@L|R°2
O R ÇhÈ�È�?ûÊ<H®Ç%ÎNÊÄÌ 5

Φ : C∞(M) → C∞(N)
Ì3X

M
ÏhÎ
N

ÍFÌ 5 Î87VÏ,=>�nLnÇ%ÉËÊ<9hÎ�9ðÍ{9,L%Ï 5 ÎG=!Ï,?K? Ï,A�Ï 5 Î8}
FhÌnÉ�7nÍ:c�ÏðÍhÎ%7%Ê�Î�Ï

C0
|�7VÌ3=SHðÏ�Í,=VÉ_?�R Ì3='L%ÏhÉËÎ

U ⊂ C∞(M)
c?ÍhÊ�Ï,?K? Ï�ÏðÍhÎfHðÌ 5 ÎNÊ 5 =!ÏZÏhÎ?ÍhÊ�Ï,?K? ÏYL>9hÉËÊ j?Ï

?�R Ê 5 9<;�Ç>?ûÊ�Î�9g7VÌ3=SHðÏ½Í,=VÊKLnÇ 5 Î�Ï�È�Ì3=VÉe= 5
α ∈ (0, 1) º

∃r ∈ IN, ∀k ∈ IN, ∃Ck+α > 0, ∀u ∈ U : |Φ(u)|k+α ≤ Ck+α(1 + |u|k+r+α)

ÏhÎ
Φ

ÏðÍhÎ
C∞ |�7VÌ3=SHðÏ½ÍhÊ

DjΦ
ÏðÍhÎ

C0
|�7VÌ3=SHðÏ?È�Ì3=VÉ�Î¡Ì3=VÎ

j ∈ IN N
òy¤o�

(| · |k+α)k≥0

�nªo©���æ��n�%�n�n��ªZ¤ìñn�o�������z�¨�n����¥��Z©õ�n�¨è%»¦���n�Z�õ�z��§z���n©Ä�Z�u§n���n©Ä��ªZæ��n����üZ���o©Zé
�2�
��ñnªZ����üZ¥�����ïø���p���Z��©����¦�f���G¤Z ����¨�n�3tI �©�ñGþ � �¦©��o��§³�o��¥��o����ïø���p���Z��©��Z�%� ïøªZî8�» ¾�������

Φ(u) = f
 ��

���¦��©����» ¡æ¦�õ��ïø�n�n�Ä©��¦���z�����¦��§» �������¤Z�n����üZ���
Φ(u∗) = f ∗ ∈ C∞ í»©�� Φ

�o�
(DΦ)−1

©��¦�p�
C∞ þ��n�¦�n¤o�Z© ¡�j���¦��©����» ¡æ¦�õ�n�

u∗ ∈ C∞ éný)���n©��2�¦�j§n���¦�G�¦�	���
T �K�eG!EH]V_0RTP�ÔNAV~U/�1½ReEFDHJKEH[K��DHM^G�CwÃ�UNG![K��U^R¿I�RTU^�ybÄEnG�C�DFMN]eEHR¿UNM^[@EHR°2
W!Ê

(ω∗, u∗)
ÏðÍhÎ�= 5 ÏÿÍFÌ3?�=VÎNÊÄÌ 5 È�Ç%ÉËÎWÊ<H,='?ûÊ<DhÉsÏ*7VÏr^a` NK¼ bÿÈ�Ì3=VÉ

h = h∗ ∈ (0, g)
Î�Ï,?K? Ï�[\=!Ï

∂ω∗ ∈ C∞ cÇ>? ÌnÉsÍÿÊK?!Ï��|Ê ÍhÎ¡Ï
η > 0

Î¡Ï,?°[\=�Ï\È�Ì3=VÉÿÎ¡Ì3=,Î
h
L>9hÉhÊ j�Ç 5 Î |h−h∗| < η

cs? Ï@È�ÉðÌ>F\?yD,A�Ïf^a` NK¼ b;Ç�7>A�ÏhÎs= 5 ÏÍFÌ3?�=VÎNÊÄÌ 5 É:9<;>='?ûÊ<DhÉsÏ
(ω, u)

Ç>L%Ï:Hi= 5 Ï#BËÉsÌ 5 ÎWÊ<DhÉsÏi?ûÊGF�ÉsÏ
∂ω

7VÏøÉ�9<;>=@?¯Ç%ÉËÊ�Î�9
C∞ N � Ï
È�?�=�Íi?�R ÇhÈ�È�?ûÊ<H®Ç%ÎWÊÄÌ 5

h 7−→ ∂ω
ÏðÍhÎ

C∞ |�7VÌ3=SHðÏ N

�G�



�K �¥�ªo��ñz�G�n�õ�z��§n���Z�z����¤o�¦�n©���©����	ã%©�¤Z���n�n�Z�(���õ§n���¦÷z��üZ¥��Z« �6é o ¬ �o�-�z�Z�Gäj©��¦�n©Oþy§n���¦÷n��üo¥¨�o©ZéW�Ì3=�Í,| È�ÉsÌ>F\?yD,A�Ï ����/©��n§z§³�¦©��Ä�ô ­å?���¦�p����üZ���õ����÷n���
Γ = ∂ω

�z�¦�n�nªo�� %§n�����¦���^�o���¦�j��ªZ©����n�






div(G′(|∇u|2)∇u) − u = 0
�n ��n©

Ω\ω
u = g

©��z�
∂Ω

∂u
∂n

= 0
©��n�

∂ω

�¼�o¤Z�2å?�¦�n���n���Q�n�n�Ä©��¦���z�����¦�
u(Γ)

é
W�Ì3=�Í,| È�ÉsÌ>F\?yD,A�Ïr`
���/��¥�§³��©����� ­¤Z�¦�n�z�������¦���n���I������¤ìñz���o�(©��n�

Γ
Ã

u(Γ)|Γ = h

¤o�­î8�n�µ�nªo���Z��¥����z����¥�§n����¤Z�ç���o¥¨�o�8�Q�ô �å?���¦�p����üZ���	����÷n���
Γ = Γ(h)

æ¦�sr�¤o�­ ��-��ñnªo�¦��üo¥¨���n�at) �©�ñGþ
� �¦©��o�) ¡§n§n����î8�nªÄã

Φ(Γ) := u(Γ)|Γ
é

òy���o©��(�nªo¤Z�o©�©� ¡�����õ�z�õ���Z¤o�¦�n�����Q ¡����ñnªo�¦��üo¥¨���z�(tI �©�ñGþ � ��©��Z�oín¤@ ¡�Q���I��ñnªZ����üZ¥�����ïø���p���Z��©����¦�
���G¤Z ����I¤Z�ô ¡©�©���î8�n�õ�» ��n©(���Z©(�Z©�§» �¤Z�o©)�z��è*»¦���z�Z�ö�n�Ä©Zïó �§n§z����î8�n�Ä§» ¡©���¤Z�:énú �-�h�^�'��� ïó �§n§n����¤@ ¾�������

Φ : Ck+α −→ Ck+α

Γ 7−→ u(Γ)|Γ

�o©��c���o�����¼î6�z�)©� 	�n�¯�^ªo���o�8�����o�����¼�Z�
Γ∗ ∈ Ck+α

 ��������¦�ö�n ��n©c�n�¨�o©�§» ¡¤Z��§n���n©4��ªZæ¦�n�����o�Eî8�n�
Ck+α

Ã

DΓΦ(Γ∗) : Ck+α −→ Ck+1+α

�¼�o�ô õ©��(���� ��n�n�ç� §» ��4�n�z��§<�Z�����(�n�(��ªoæ¦�n�� ����ç��ªQ©��n�4� ïø���p�¦�o��©��(�n�������nª@ ¡����©�ª
(DΦ)−1

î6�z�® �§n§n����î8�n�
 ¡���¦��©

Ck+α
�n ��n©

Ck−1+α
é,�¼�'�����I§³�o�������n�)�nªZ�����¦ªo����ïø�n�n�)�n�n����ª)©��n�

(DΦ)−1
§n���_�6���o�8�¼�n��å= ��ç�

î8�n�%�:ïó�¦�r��¥¨§<�¦©��­©��n�Ä�� �å?���¦�p����üZ���­����÷n���
Γ
�n�Z�6äÎ¤Z�¦�z�n�������¦�n©õ�^ïó�¦���n���o©Ä�n�¤�³ªZ���Z�p�����Z��©I�n�¤�³ªZ���Z�p��©«N�I������¤ìñn���o�

u = h
�'�ÿt��Z�n¥¨ ��n� ∂u

∂n
= 0 ¬ é8ú4�¨���'�� ¡�n¤ìñn��©��®�¦��¤Z�¦�n©����nüo��� Φ : C∞ 7−→ C∞  �������©

DΦ
�Z©��I�z�n�Ä÷n� ���o¤o�����¦�j�n�

C∞ �» ��n©
C∞ í»�o�����õ��ñnªZ�¦��üZ¥��Ä��ïó���p�¦�Z��©����¦�-���G¤Z ����I�n��t) �©�ñ6þ � �¦©��Z�

©oïð ¡§n§n����î8�n��é�)�Z©Ä��ªo©��n�ç�ì ¡��©õ�n�%©��ì ¡÷n��������ª	�n�%�ô �å?���¦�p����üZ��������÷z����§n ��õ§³�o�����n��÷» ¾��������í^©���¥����ô ¡�����o©I ¡����ñnªo�¦��üo¥¨�
�6é��FqGí»©��¦�p����÷z���o�6�z©I�» ��z©Iè) �¥¨�������¦�¢iç���Fj�m:í^�6¤ìñ» ����³�Z��iç�F{%jnmµ§<�¦�n���n�Z©�§n����÷n��üo¥¨�o©Iã�å?���¦�p����üZ���Z©
����÷n���Z©2å= ���©� ��p�µ���p���o�����Z�n�����n�o©��¦§<ªZ�� ¡���o�n��©µ�Z������§G����î8�n�o©2�����nª@ ������o©Zé¾�G��æ¦�» ����¦�n©K ��n©�©��,�I�Z���6���Z�6ä*i	z|jnm:é

t��¦�n©4ªZ�n���nùZ�¦�z©c¥¨ ����8���Z�» ¡�8�4�z����ªZ©��n���� ¡�4�n�(§³�o�����n��÷» ¾��������©����zæ¦�n����üZ���¼�n�(�ô Iå?���¦�p����üZ���ö����÷n���
��÷z���o�6�j�6�ô �������ñnªZ����üZ¥��Ä�n��tI �©�ñGþ � �¦©��o�
T �K�eG!EH]V_0RTP�ÔNA��l/�1½ReEFDHJKEH[K��DHM^G�C�XkMNCKÃ�JKUWM^]eEHR'I�RTU^�¢bdEHG�C�DHMN]eEHR'UWM^[@EHR°2
´ ?@Ï��|Ê ÍhÎ¡Ïe= 5

η > 0
Î¡Ï,?�[\=�Ï?È�Ì3=,É(Î¡Ì3=,Î

h ∈ (g − η, g)
c]? Ï�È�ÉsÌ>F\?yD,A�Ï�^a` NK¼ bZÇ�7>A�ÏhÎi= 5 Ï;ÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5É�9<;>='?ûÊ<DhÉsÏ

(ω, u)
Ç>L%Ï:H�= 5 Ï�BËÉsÌ 5 ÎNÊ<DhÉðÏ�?ûÊGF�ÉðÏ

Γ = ∂ω ∈ C∞ N � Ï½È�?�=eÍ�?�R ÇhÈ�È�?ûÊ<H®Ç%ÎWÊÄÌ 5
h 7−→ ∂ωÏðÍhÎ

C∞ |�7VÌ3=#HðÏ N
�¦�



ω

Ω\ω

¸ø¹�º�» l�¼��¸�Z�����n��÷» ¡�����¦�/©����næ¦�n����üZ���õã�§» ��������¼�n�-¤Z �©
Ω\ω = ∅

Â �Z¥¨ ���î6�z�¦�n©Kî8�n�¼���¦��©�î6�z�
h
���Z�z���¦�o��©

g
í_��� �n�¦¥¨ ����n�

Ω\ω ©��n�µ���Zî8�n�o�p� ïøªZî8�» ¡�����¦�	�Z������§z����î6�z�E�Z©���zªoû»�n���¢���Z�n�­���Z��©�� ïø�Z�n©��Z¥­÷n���c�6���n��é��2�¢��ñzªZ�¦��üZ¥��ö�Géç�klI�o©�� �z�¦�n¤¼�z����ñnªo�¦��üo¥¨�¢�n�¼§<�Z�����n��÷» ¡�����¦�
 ¡�» �����æ¦�n�) ��¨��ñnªZ�¦��üZ¥��õ�Géç�Fqzí6¥¨ ���©cã�§» ¡�������4��ïó�z��¤@ �©¢�nªZæ¦ªo�nªZ��ª��|­����)�z�¦¥� ¡���n��©��n�¢���oî6�z�Z�^�o©��
§<�¦©�ªZ�Ä� ïøªZî8�» ¡�����¦�j�o������§z����î8�n�� ��n��©�§» ����-¤Z ��

Ω\ω∗ = ∅ §³�¦�z� h = h∗ = g
é

�6�
ε
�o©��(� ïø�¦���n�����z�	æ��� ��n�z�Z�n�ö�n�õ�� ­�n��©��ì ��z¤Z�õ�Z�p�����Ä�ô �å?���¦�p����üZ���õ����÷n���

∂ω
�o�
∂Ω

í® ����¦��©Qî8�» ¡�n�
h −→ g

í»�¦�- 
ε −→ 0

í»�o���ô %�n�¯v¨¤o�n����ªõ�Z©��I�n�	§<�¦�z�¦�����ö§n���¦�z�¦�o�Iî8�n�
(DΦ)−1

�Z©��
C∞ þy�n���n¤Z����z©�î8��ïø�Z�

ε = 0
é��¸�¦�z�	¤o�Z�� zí��» ��z©õ���­¤Z �©Ä�|­

Ω
�o©��	ñn�¦¥�ªZ��¥¨�¦��§nñn��ã��n�Î�n��©�î8�n�¡í2�¦�Î�� �¥�üZ�n�

Ω\ω §» ��ö¤ìñn ��næ¦�o¥¨�o�8�)�n�Ä�¡ ����� �÷n����ã
S

1 × (0, 1)
ín�'�I ¡���n©��2� ïøªZî8�» ¡�����¦�

DΦ · w = k
ªZ¤Z�������	©��n�

S
1 × (0, 1)

§n���Z�n�/�ô ­å?�¦��¥¨�I©��n�ç�� ¡�8���






ε2A2
sswss + 2εA2

rswrs + A2
rrwrr + εA1

sws + A1
rwr + A0w = k0(s, r)

∂rw(s, r = 1) = k1(s)
w(s, r = 0) = k2(s)

« �Gé�} ¬
Â �Z¥¨ ���î6�z�¦�n©��Z�/§» �������¤o�n�����Z�öî8�n�	� ïø�¦§³ªo�� ¡���Z�n�(©��n�

w
�zªZæ¦ªo�nüZ����������©�î8�n�

ε
���Z�n�/�¦�o��©��oªZ���né����

¤o�¦�n¤o���z�(æ¦�®r�¤Z�	 �����ñnªZ�¦��üZ¥��Ä©��n�ç�� ¡�8����ïø���p��ªZ�®�'�(���n�zªZ§<�Z�n�» ¡�8�	Ã
T �K�eG!EH]V_0RTP�ÔNAV�U/ - G�JKL|RVJKE�RVUWUNMNY�DHMNS�J�R3IK��CKX�JKC�L|��XZIK�eÃ!�VCK�eEH�°2
W�ÌnÊ�Î

w(s, r)
c�Ç>L%Ï:H

(s, r) ∈ S
1× [0, 1]

= 5 Ï�ÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5 7VÏe^a` NG½ b N W!Ês?�R ÌðÈS9hÉÆÇ%Î�Ï,=VÉ½Ï,?K?ûÊuÈ�ÎWÊG[\=�Ï�L>9hÉËÊ j?Ï
? Ï;È�ÉËÊ 5 HhÊuÈ�Ï&7>=¾AZÇ��|ÊKA�='AYc)Ç>? ÌnÉsÍE?¯Ç3ÍFÌ3?�=,ÎNÊÄÌ 5

w
ÏðÍhÎ

C∞ |�7VÌ3=#HðÏ&7VÏðÍzHðÌFÏ�¿ÀHhÊÄÏ 5 Î�Í
A(s, r)

c%7>=ÍFÏ:HðÌ 5 7EA�Ï,AEF�ÉðÏ
k(s, r)

ÏhÎ�7VÏ
ε
v =�Í\[\=]R Ï 5

ε = 0 N
�6��æ¦�» ¡���¦�n©)î8�n���n�Z©õ¤Z �©��nªoæ¦ªZ�zªZ��ªo©Ä�¦�p�Äªo��ª�ªo���z�n��ªo©õ�» ��n©	�G¤ìñn ����³�Z�fi �Fj¦��m��o�(� �������n��ë��_�0iç�F}%}nm
 @���Z¤	�n�Z©�¥¨ª'��ñn�6�n�o©ö�n�¤�³ªZ���Z�p���o©)�n�Ä�� ­�n��������é
Ú �^ã ÞöP)wiXOB�� t4v �4R^�(M�DGH })RLX'|=R v SGRKJ�xIX�RÊ}IRL� t M v �^MO}IR v �^R }IP�VIw t xIX�~KJLR

}IR�X'| t xIS8DGB4�^XORÁ¤�X�RLV t M v D�})RL�öPIR�})R2S0H2NQPIBEDGM tcv Si� t JÊVIXO~^DzRKJLR v D
vIt4v XOM v H2B4MywnR2S à ÛøÛ.â�Û Ú ä

å�æ�çhè�é3æ
�%q
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úE�� ��p� �n�¦�n�zªö�n���¦�z���Z���4÷<�¦���nªQ��ªoæ¦�n�����Z�

Ω
�n�
IR2

í¡�o� ª'�ì ��p� �z�¦�n�nªo�Z©4�n�Z�6ä­å?�¦�n¤'�����¦�n©�¤o�¦�p�¦��äz�o©
F
�'�
G
íp���Z©�§³�o¤o���ç�¦�o¥¨�o�8�

C2 �o� C1 íp�o�4�¦ªo����û» ��p� G′(0) > 0
íp�n�¦�n©c©��n§z§³�¦©��¦�n©c� ïø�'äG��©����o�n¤Z����ïø�n�

¥����z��¥���©��o�n�
u
�n�	� ïøªZ�n�o��æ¦���

∫

Ω

G(|∇u|2) + F (u)
« �6é { ¬

©��n�(���õ¤o�¦�n�
K =

{

u ∈ H1(Ω), u = g
©��z�

∂Ω, u ≥ 0
©��n�

Ω
}

�%­
g > 0

�Z©��I�z�n�Ä¤Z�¦�n©��ì ��p����é®ýI���¦��©Q���-§n���¦�z�������
T �K�eG!EH]V_0RTP�ÔNA'�U/ËÁ�G�C���R���M�DF�'IKR
UÜ��RVC@X�R,_T[@UNR'I�RTL|G°ÄËCKL�MWI�RVC@L|R°2
W�Ì3=�Íi? ÏðÍ]I'JðÈ�ÌnÎ�ISDðÍFÏðÍ
È�É�9:H:9�7VÏ 5 Î¡ÏðÍ:c"ÍhÊ

Ω
ÏðÍhÎ�HðÌ 5 L%Ï��,Ï:c�Ç>? ÌnÉsÍi?�R Ï 5 ÍFÏ,AEF\? Ï�7VÏ�HðÌ3� 5 HhÊG7VÏ 5 HðÏ {u = 0}7>=xA�Ê 5 ÊKA�Ê ÍFÏ,=VÉ�ÏðÍhÎ?Ç>=�ÍðÍhÊ�HðÌ 5 L%Ï��,Ï N�¼�¨��ñnªo�¦��üo¥¨�� -ªo��ª�§n���¦�z�¦ª��» ��n©­���¨¤Z �©�§n �������¤Z�z�����o�Ä�|­

G′ �o� F ′ ©��¦�p���z�Z©­¤o�¦�n©��� ��p���o©�§» ���»�����Z�z¥� ��^í��4ñz��������§n©�i �¦�_�HmI�o���n��¥��Z�n©����¦�
2
�'��ª'���Z�z�n���Z�W���¦�z���Z©��n��¥¨�o�n©����¦�n©�§» ���#	 kÅ¢�¦ñn�i �Á�%}Hm é!�2�Ä§n���¦÷n��üo¥¨�õ��ä6��ªZ�����o�n�� %ª'��ªÄªo���n�n��ª	§n ���#Ä FÅ¢�¦ñn��i �Á�|{Hm é Â  �§n§<�Z���¦�n©öî8�n�	���o©ö©��¦���z�����¦�n©

�z��§n���¦÷n��üo¥¨�(�n��� ïø�¦÷n©��ì �¤o���Q��ªZ���çû»�Z�p�¼�n�n��¤Z�¦�n�z�������¦�%�n�)t)�Z�z¥� ��z��ñn�¦¥��¦æ¦üo�n�(©��n�c�ô õå?�����8����üo���
����÷n���­Ã

∂u

∂n
= 0

©��z�
∂ {u = 0} «:�Gé�j ¬

�)�Z©%��ªo©��n�ç�ì ¡��©�©���¥����� ������Z©	 �� ��ñnªZ�¦��üZ¥��/�Géç�F}��¦�p�%ªo��ª�§n���¦�G�¦ªZ©%§» ¡�Z�Q ��� ¡���Z�����:í��6§n���n¤ìëÑið�|o¡�nm
§<�¦�n�Ä�:ïó�¦§<ªZ�� ¡���o�n�Ä�n���µ ¡§n�ô �¤o�% @�¦�Z¤¨�n�n��¤Z�¦�z�n�������¦�Î�n��t)�o�n¥� ¡�n�±���nñn�¦¥��¦æ¦üo�n� ∂u

∂n
= λ > 0 @���Z¤

λ
¤Z�¦�z©��ì ¡�8�­©��n���ô /å?���¦�p����üZ��������÷n���¡é � �Z�p�����¦�n�n���n©­ ��z©�©��¢�n�Z�6äU ��G�����o©���ªZ©��z���ì ¾��©�©��n�­���Z©

 ¡�n�n�@ ¡�Gä/¤Z�¦�p���'äG�Z©(�Q n�� ����Z����� íz�G§n���n¤ìëyið�%o���m:í!�I�ô %�¡í!#Ä FÅ¢�¦ñn��i �_�z��m é!�µ�¦�n�(���o©�î8�n�o©������¦�n©�æ¦ªo�nª'þ
�� ����o©��n�­¤o�¦�p�¦��äz�ç��ª%�n�¦�z©����o�8���_£¦�¦�n©�ã*#Ä kÅ¼�¦ñz�?i �Á�%znm:éK�G��æ¦�» ����¦�n©) ��r§» �©�©� �æ������Z©)���� @�¡ ��Gä��n��Ä �÷n�����o�½i �¦�HoHm:í.#Ä kÅ¼��ñn�;i �Fq¦�nmQ©��n���n�o©%î6�z�Z©������¦�z©%���¦��©����n�o©ZíE�z�!§n �§n���o�­��ªo¤Z�o�8���n���Q n�� ����Z����� í
�G ��ô %�Z ��;i	j�onm:í»�o�(���Z©(��ªo©��n�ç�ì ¡��©ö�n��è��Z�n�����@í»�Gñ» �ñnæ�ñn�¦���� ��¢i �¦�FzGí2�_���Gí2�Á�6��m:é

t��¦�n©¼�z�����¦�z©
n = ∇u

|∇u|
�ô Ä�n�¦��¥¨ ����ö�n�n���� �������ã��ô Ä����æ¦�n�ö�n�)�n�����@ ��¨�o�

τ
�������Z¤o���Z�n�¼�n�n���� ������

�� ��næ¦�o�p��ãj�ô j����æ��n�%�n���n�ç�¦�Z ��È�n�¨©��¦������î8�n�
(τ, n)

å?����¥��¨�n�z��÷» �©��¨�z�����o¤o����é¸ú �� ��p���z�¦�n�nªo�
�z�n��å?�¦�n¤'������� G  ��» ��ç£8����î8�n���o���n�o�GäU���z�¦�o����©

ω ⊂⊂ Ω ⊂ IR2
íµ�n�¦�n©% ������¦�z©�¤o�¦�n©����nªZ���Z�����Z©

��l



©��¦���G�������n©ö ��» ¡��£8����î6�z�Z©(�n�Ä� ïøªZî8�» ¡�����¦��¤o�¦¥�§n��ü'���Z¥��Z�p�(�n���-�����nªZ ������

G(Dnnu,Dττu,Dnτu, |∇u|, u) = 0
�» ��n© {∇u 6= 0} ∩ (Ω\ω)

0 < u < g
�» ��n©

Ω\ω
« �Gé�z ¬

 @���Z¤	���Z©ö¤o�¦�n�n�ç�����¦�n©( ��j÷<�¦���/§³���n�ö�n�n�Ä¤Z���n©��� ��p���
g > 0

Ã


















u = g
©��z�

∂Ω

u = 0
∂u

∂n
= λ(K) ≥ 0

∣

∣

∣

∣

∣

©��n�
∂ω

«:�Géç�_� ¬

òy¤o�
λ
�Z©��)�n�n�õå?�¦�z¤o�����¦�/�n�Ä�ô �¤Z�¦�z��÷n�n���

K
�n�	�ô ­å?���¦�p����üZ���Ä����÷z���

∂ω
«= @�¦�Z¤	�ô �¤o�¦�p�¦�Z�p�����¦�-î6�z�

K
�Z©��)§<�¦©������çåK©��

ω
�Z©��I¤o�¦�p�¦�'äG� ¬ é

t��¦�n©öå?�Z���¦�n©(���o©�ñp£6§<����ñnüo©��o©I©��z���¡ ��p���o©«=ú ¬ �¼���n�n�������¦�z©Q��ïø�Z������§z����¤o����ª Ã�)ªoû»�n��©�©��¦�n©
α = (G)′Dnnu

í
β = (G)′Dττ u

�o�
γ = (G)′Dnτ u

é#���/�n�Z¥¨ ��n�n�Äî8�n�
α > 0, β > 0, 4αβ − γ2 ≥ 0 ,

«N�p� ¬ �¼�¦�n�n�ç�����¦��©��n�(�� �å?���¦�p����üZ���õ����÷n��� Ã
∂ω

�o©��% ��n ���£8����î8�n�¨�'��� ïó �§n§z����¤Z ¡�����¦�
K 7→ λ(K)

�Z©��% ��» ¡��£8����î6�z��íµ�nªZ¤o���¦��©�©� ¡�8����é\�I��§n���z©�©��
λ(K) ≡ 0

©��z�
∂ω
í� ����¦��©��¦���n�o¥� ¡�n�n�­î8�n� G(0, 0, 0, 0, 0) < 0

�'��î8�n������¤ìñ» ¡¥¨§r�n���¦�Z¤'���o�n�
n = ∇u

|∇u|
©��¦���� ��n ���£8����î8�n�c���n©�î6�^ïð ��-÷³�����

∂ω
é

�¸ ����'äG�Z¥�§n����� ïøñp£G§<����ñnüZ©��0«=ú ¬ �Z©��¨�o�U§» �������¤o�n�����Z��©� ¡����©�å= ¡�����¨§³���n�­�n�n��ªoî8�» ¡�����¦�Uî8�» �©��çþ�����n�Z ������I�n�j�y£6§³�
�n�ç� ( ∇u

√

1 + |∇u|2

)

= f(u, |∇u|)
���/÷z���Z�/�n�n�Äªoî6�n ¡�����¦�j¤Z�¦¥�§n��ü'���o¥¨�o�8�(�z�¦�-�����nªZ ������I�n�j�y£6§³� � ���næ¦�'þ�ýI¥�§³üo���

�z�o�
(D2u) = f(u, |∇u|)

�µ�¦�n�ö���¦�G�)�z���¦�Z ��
t ∈ (0, g)

íz�n�¦�z©��z�����¦�z©
Γt �� ­¤Z�¦�z��÷<�	�z�	�z���¦�Z ��

Γt = {x ∈ Ω, u(x) = t}
t��¦�n©(�n�����¦�n©

m(t)
���õ¥� Áäz��¥­�n¥ �n�/æ¦�� ��z���Z�p�(©��n�(¤Z�o�����Ä¤Z���n��÷<�Ä�n�Ä�n�����@ ��

m(t) = max
y∈Γt

|∇u(y)|
t��¦�n©��nªoûn�n��©�©��¦�n©)¥� ¡���p���o�» ��p�(� ïø�Z�n©��Z¥­÷z���

X t
�z�Z©�§³�¦���p��©(�n�	æ¦�� ��z���Z�p��¥¨ ¾äG��¥¨ ��^©��n�)�� �����æ��n�

�z�	�z���¦�Z ��
X t =

{

x ∈ Γt, |∇u(x)| = m(t)
}

�|o



ú �zûn���n�¦�z©¢¤ìñn����©���©�©��¦�n©c�n�)�zªoû»�n���4�ô Ä¤Z�¦�n��÷n�n���
K(t)

¤o�¦�����Z©�§³�¦�z�» ��p����¤Z�¦¥�¥����� õ§n���n©4æ¦�� ��n�n�
¤o�¦�n��÷n�n���Ä�n�Ä¤o�Z©�§³�¦���p��©

K(t) = max
y∈Xt

(

Dττu

|∇u| (y)
)

���- � ¡���¦��©ö���
T �K�eG!EH]V_0RTP�ÔNApo�/ÆQ;S�J���DHM^G�C�XkJ�E*U^R¿Ã!EH��I@M^RVC�D��\MWC��VS�JK�,DHMNG�CwXkJKE�UN�yL|G�JKEH[@JKEHR°2
W�Ì3=�ÍY?�R I'JËÈ�ÌnÎKISDðÍFÏz^ � b�ÏhÎ�?¯Ç�HðÌ 5 7%Ê�ÎWÊÄÌ 5

m(t) > 0
Í,=,É

(0, g)
c.ÍFÌnÊ�Î

u
= 5 Ï�ÍFÌ3?�=VÎNÊÄÌ 5 Ç 5 Ç>?�JnÎWÊG[\=�Ï

7VÏ&^a` NKÅ b NÆ� L%Ï:HC? ÏðÍ 5 ÌnÎÄÇ%ÎWÊÄÌ 5 Í?È�É�9:H:9�7VÏ 5 Î¡ÏðÍ:c
m

ÏhÎ
K
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∆u− c
∂u

∂xn
+ f(u) = 0
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0 < u < 1
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limøaù ú û
(x,Ω(u))→+∞

u = 1

limøaù ú û
(x,(IRn\Ω(u)))→+∞

u = 0
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u < θ

u > θ
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u0(0) = θ
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0 + f(u0) = 0
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u0(−∞) = 0, u0(0) = θ, u0(+∞) = 1
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(c, u)
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(c, u)
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c;Ç>L%Ï:H

c = c0
sinα

È�Ì3=VÉ
α ∈ (0, π
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BkÌ 5 HhÎNÊÄÌ 5
u
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α = π/2
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c = c0
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a, b ∈ IR
Î�Ï,?uÍ

[\=�Ï
{x2 < −|x1| cotα + a} ⊂ {u < θ} ⊂ {x2 < −|x1| cotα + b}
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� Ì3=VÉ

n = 2
c?ÏhÎ

α ∈ (0, π/2]
7VÌ 5S5 9ðÍ:c�ÊK?@Ï��|Ê ÍhÎ¡ÏC= 5 ÏC= 5 ÊG[\=�Ï;ÍFÌ3?�=,ÎNÊÄÌ 5

(c, u)
7VÏ&^�� NK�'½ b3|¨^�� NK�°ü bÇ>L%Ï:H

c = c0
sin α

ÏhÎ
u(x1, x2) = u(−x1, x2)ÏhÎ
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� Ì3=VÉ

n = 2
c�Î¡Ì3=,Î¡Ï3ÍFÌ3?�=,ÎNÊÄÌ 5

(c, u)
7VÏ�^�� NK�'½ b3|¨^�� NK�°ü b0ÏðÍhÎEH®Ç%ÉÆÇ'HhÎ�9hÉËÊ Í
9ðÏaÈ�Ç%É{= 5 Ç 5 ;>? Ï

α ∈
(0, π/2]

Î¡Ï,?�[\=�Ï
c = c0

sinα Nh� ? ÌnÉsÍ~^�}TÎNÉ®Ç 5 Í,?¯Ç%ÎNÊÄÌ 5 È�É�DðÍ�b
c�Ì3=�F�ÊÄÏ 5
u
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È�Ç%É�? Ï�ÎKIS9ðÌnÉ�D,A�Ï�� Naü cKÌ3=_F�ÊÄÏ 5
u(x) = u0(x·ν)

Ç>L%Ï:H |ν| = 1
ÏhÎ
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IR2
é"t��¦�n©

�z�����¦�z©
x = (x1, x2)

���Z©	§<�¦���p��©Ä�n�
IR2

éKt��¦�n©�¤ìñz�Z��¤ìñz�¦�n©­���Z©	©��¦���z�����¦�n©
(c, u,Ω)

�|­
c ∈ IR�o©��õ�� %�6�ç���Z©�©��¡í^�ô %å?�¦�n¤'�������

u
í®æ¦���¦÷n ����o¥¨�o�8�)�2��§z©�¤ìñn�ç�s��¤o�¦�p�����6�z��©��z�

IR2
í³�o©��õ�� ����o¥¨§<ªZ�� ¡���z���

�z�¦��¥¨ �����©�ªo���n�Ä�ô �x® ¡¥¨¥���ín�'�
Ω = {u < 1} �o©����n�/�¦�z���Z��� C2

ã�¤Z�¦�n��÷n�n����÷<�¦���zªZ�õ���o�2î6�z�






































∆u− c
∂u

∂x2

= 0
�» ¡�n©

Ω ⊂ IR2,

u = 1
�» ¡�n©

IR2\Ω,
0 < u < 1

�n ��n©
Ω,

∂u

∂n
= c0 > 0

©��n�
Γ = ∂Ω,

lim
d(x,IR2\Ω)→+∞

u(x) = 0,
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� Ì3=VÉ�Î¡Ì3=,Î

α ∈ (0, π/2]
c)ÊK?�Ï��|Ê ÍhÎ¡ÏZ= 5 ÏZÍFÌ3?�=,ÎNÊÄÌ 5

(c, u)
7VÏu^�� NK��� b
Î¡Ï,?K? Ï{[\=�Ï

c = c0
sin α

c�ÏhÎ
uL>9hÉËÊ j?Ï

u(x1, x2) = u(−x1, x2)� Ï?È�?�=eÍ�HðÏhÎNÎ¡Ï;ÍFÌ3?�=,ÎNÊÄÌ 5 L>9hÉËÊ j?Ïg[\=QR ÊK?KÏ��|Ê ÍhÎ�Ï
a, b ∈ IR

Î�Ï,?uÍY[\=�Ï
{x2 < −|x1| cotα + a} ⊂ {u < 1} ⊂ {x2 < −|x1| cotα + b}
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x2
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� Ì3=VÉaÎ¡Ì3=,Î

α ∈ (0, π/2]
c�ÊK?�Ï��|Ê ÍhÎ¡ÏY= 5 Ï_= 5 ÊG[\=�Ï�ÍFÌ3?�=VÎNÊÄÌ 5

(c, u)
7VÏz^�� NK��� b�Î¡Ï,?K? Ï�[\=�Ï

c = c0
sinα

c
Ω = {u < 1} ÏðÍhÎ�ÍhÊKA�È�? Ï,A�Ï 5 ÎgHðÌ 5S5 Ï��,Ï3ÏhÎg}�HðÌ3=VÉ©F\=,ÉsÏÉFhÌnÉ 5 9ðÏ:c

u(x1, x2) = u(−x1, x2)
ÏhÎ

u(0) = 1
Ç>L%Ï:H

u(0, x2) < 1
È�Ì3=VÉ

x2 < 0 N
q�{
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DHMNG�CKX32� Ì3=,Î¡Ï½ÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5

(c, u)
7VÏE^�� NK��� b�Î¡Ï,?K? Ïg[\=�Ï

Ω = {u < 1} ÏðÍhÎ.ÍhÊKA�È�? Ï,A�Ï 5 ÎhHðÌ 5S5 Ï��,Ï�ÏhÎ�}{HðÌ3=,É¨|
F\=VÉsÏCFhÌnÉ 5 9ðÏ:c�ÏðÍhÎhH®Ç%ÉÆÇ'HhÎ�9hÉËÊ Í
9ðÏ�È�Ç%Éf= 5 Ç 5 ;>? Ï

α ∈ (0, π/2]
Î¡Ï,?�[\=�Ï

c = c0
sinα NP� ? ÌnÉsÍ�^�}�ÎNÉ®Ç 5 Í,?¯Ç>|ÎNÊÄÌ 5 È�É�DðÍ�b
c?Ì3=�F�ÊÄÏ 5

u
ÏðÍhÎ�9<;�Ç>? ÏC}&?¯ÇZÍFÌ3?�=,ÎNÊÄÌ 5 Í,J3AZ9hÎWÉËÊG[\=�ÏY7VÌ 5S5 9ðÏÿÈ�Ç%Ée? Ï(ÎKIS9ðÌnÉ�D,A�ÏC� NK�'È c?Ì3=

F�ÊÄÏ 5
u(x) = u0(x · ν)

Ç>L%Ï:H |ν| = 1
ÏhÎ
ν2 = cosα

c�Ì3X*Ê<HhÊ
u0(y) = ec0y

ÍhÊ
y < 1

ÏhÎ
u0(y) = 1ÍhÊ

y ≥ 0 N
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∆u+ f(u) = 0
©��n�

IRn «Nqzéç�Fz ¬
��ªZ����û® ��p� |u| ≤ 1

�'�

u(x′, xn) −→xn→±∞ ±1
�n�n�çå?�¦��¥�ªZ¥��Z�p�(§» ��ö�� �§n§<�¦����ã

x′ = (x1, ..., xn−1)
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t��¦�n©Q©��n§n§<�¦©����n©
f

�2��§n©�¤ìñn���®�I©��n�
[−1, 1]

íG��ªZ���çû® ��p�
f(±1) = 0

�o�Q���Z�����)î8��ïø���<�'äG��©����
δ > 0

�n�
©��¦�����Äî6�z�

f
�o©����nªZ¤o���¦��©�©� ��p����«: ��/©��o�n©��ô ���æ¦� ¬ ©��n� [−1,−1 + δ]

�'�
[1 − δ, 1]
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n = 2, 3
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©��n§n§<�¦©� ¡�8�
f ∈ C1

í»�'�)§n ��(�n�n�	¥¨ª'��ñn�6�n�õ÷» �©�ªZ�	©��n���n�o©)§n���¦§n����ªo��ªZ©(©�§<�Z¤'���� ����o©)��ïø�¦§<ªZ�� ¡���o�n��©
�z���6¤ìñn��»6�n���zæ¦�Z�oét��¦�n©c @�¦�¦�z©¼æ¦ªo�nªZ�� �����©�ªö¤Z�(��ªZ©��z���ì ¾�¢�o�¨�z��¥��Z�n©����¦�

n
î8�n�Z��¤Z�¦�nî8�n���Z���Z¥�§n���Á£¦ ��p�c�n�n��¥¨ª'��ñn�6�n�

�z�	�zªZ§n�� �¤Z�o¥¨�o�8��©(�n�Ä�n�¦¥¨ ����n�o©�«=¤'åOé®ê¼�Z���Z©��y£6¤ìë8� í�t������o�8÷³�o��æ'ið�¦�%{Hm ¬ é
q|j



T �K�eG!EH]V_0RT~�ÔNAVPU/ËÕ��
_0��DFEnMNR�JKC@MNI@MN_0RVCKXkMNG�CKCKRVUNUNR°2� Ì3=,Î¡ÏaÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5
u
7VÏÉ^�� NK��Å b3|¨^�� N ` È b 5 Ï&7'9¡È�Ï 5 7u[\=�ÏZ7VÏ�?¯Ç¾HðÌFÌnÉ�7VÌ 5 9ðÏ

xn

ÏhÎ(ÏðÍhÎ�ÍhÎWÉËÊ<HhÎ¡Ï,A�Ï 5 Î
HhÉsÌnÊ ÍðÍ�Ç 5 Î¡ÏaÏ 5

xn N � Ï?È�?�=�Í:c?Ï,?K? Ï�ÏðÍhÎ�= 5 ÊG[\=�Ïg}�ÎWÉÆÇ 5 Í,?¯Ç%ÎNÊÄÌ 5 È�É�DðÍ N
�6��¥­�n�ç�ì ��zªZ¥��Z�p�@í ¤o����ªo©��n�ç�ì ¡�� ±ªo��ª�§n���¦�z�¦ª�§» ����z�Z©�¥�ªo��ñn�G�z�Z©�§z���¦÷» ¡÷n������©����Z©%§» ���êQ ������FÅÄí
ê¼ �©�©oí��õ�n�Kið�G����m í8�'�Q§» ��ÿ�® ������» �ió�|{G�¡ín�%{¦�nm<�Z���z��������©� ¡�8�4�z�n��¥�ªo��ñz�G�n����ïøñp£G§<�Z��§n�ô ¡�n©Q¥��¦÷n�����Z©oé
�6��æ¦�» ¡���¦�n©Äî8�n��¤o����ªZ©��z���ì ¾���o©������Z����ª�ã��n�n�¨î6�z�Z©������¦�È§n���n©��n�¤v�¤o�����jÃK�n�n��¤Z�¦�¾���o¤o���n���¨�n�*�I��õ������æ¦�øió�%}p�nm�«=¤oåOé³©��o¤o�����¦�¢qzéuo�§³���n�I§n���n©��n���zªo�ì ¡����© ¬ é^�G��æ��» ������n©I ¡�n©�©��E�n�n����äG���Z�n©����¦�Î�n��¤Z�Z©��ªZ©��n���� ¡��©(§» ����® ������» *ió�%}|j6í<�%}|zHmµ ��j¤@ �©(�n�Ä�n�¦�z�����zª@ �������ªo©Q�n��©�¤Z���8�����8�n�o©Zé

t���������¥�ªo��ñn�6�n�(�n�)§z���Z�G�¦�I§<�Z��¥¨�'�4�n�(���� ¡�����o� ©� ��z©¢�n�¯v�¤Z�n�ç��ªö©��z§n§n��ªo¥¨�o�p�ì ������(���ö¤Z �©¢�^ïó�n�
��§³ªo�� ¡���Z�n�¨ãu¤o�G�hv�¤Z���o�p��¤o�¦�n©��� ��p��§n���n©%æ¦ªZ�zªZ�� ¡��î8�n�-� ïø�¦§<ªZ�� ¾���Z�z���z�¿�K �§n�� �¤Z�¡í �o�� @�¦�Z¤-�n�n�
�z�¦�n�����nª@ ¡������ªI¥��¦�n�����¦�n�õ�o�

xn

Ã

Lu+ g(xn, u) = 0
©��n�

IRn «Nqzéð�¦� ¬
�%­

Lu = aij(x)∂iju+ bj(x)∂ju�o©��(���o�2î8�n�
∃c0, C0 > 0, ∀ξ ∈ IRn, c0|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ C0|ξ|2�'�

bj
�Z©��)÷<�¦���nªõ�n ��n©

L∞ é�K ��n�¦�z�����zª@ �������ª
g(xn, u)

�o©���©��z§n§³��©�ªZ��¤Z�¦�p�����8�n�Ä©��n�
IR× [−1, 1]

�o��æ¦����÷» ����o¥¨�o�p���2��§n©�¤ìñn���®�
§n ��ö�� �§z§³�¦����ã

u
é��)�	§z���n©ö�o��������ªZ����û»�

g(·,±1) = 0
�'�







g
�o©���¤Z���¦��©�©� ��p���Ä§» ¡���� �§n§<�¦����ã

xn

∃δ > 0
���o�2î8�n��ã

xn

ûzäGª
g(xn, u)

�Z©����nªo¤Z���¦��©�©� ��p���Ä§» ¡���� �§n§<�¦����ã
u
©��n�

[−1,−1 + δ]
�o�

[1 − δ, 1]

�2�¦��©�î8�n�¢���Z©µ¤Z�6��v�¤o���Z�p��©
aij, bj

�z�¢�:ïó�¦§<ªZ�� ¡���o�n�µ©��¦�p�E¤o�¦�n©��ì ��p��©oí¡���c��ñnªZ����üZ¥���qzé��_�(©��¼æ¦ªo�nªZ�� �����©��
�o�
T �K�eG!EH]V_0RT~�ÔNAV~U/ËÁ�G�R�ýÙL�M^R,C�DHXfL|G�CKX�DF�"C�DHX�R�D�Xh��_0��DFEnMNR°2
W!Ê(? ÏðÍ�HðÌFÏ�¿ HhÊÄÏ 5 Î�Í

aij, bj
ÍFÌ 5 Î�HðÌ 5 ÍhÎÄÇ 5 Î�Í:c�Î�Ì3=VÎ¡Ï;ÍFÌ3?�=,ÎNÊÄÌ 5

u
7VÏE^�� N `�`\b3|¨^�� N ` È b 5 ÏC7'9¡È�Ï 5 7Z[\=�Ï

7VÏÉ?¯Ç HðÌFÌnÉ�7VÌ 5 9ðÏ
xn

ÏhÎfÏðÍhÎ�ÍhÎNÉhÊ<HhÎ¡Ï,A�Ï 5 ÎEHhÉsÌnÊ ÍðÍ�Ç 5 Î¡ÏTÏ 5
xn N � ÏfÈ�?�=�Í:cZÏ,?K? ÏTÏðÍhÎg= 5 ÊG[\=�Ï3ÍhÊ

g7'9¡È�Ï 5 73É�9ðÏ,?K? Ï,A�Ï 5 Î*7VÏ
xn

c�ÏhÎ�ÍFÏ,='? Ï,A�Ï 5 Î�= 5 ÊG[\=!Ï&}�ÎWÉÆÇ 5 Í,?¯Ç%ÎNÊÄÌ 5 È�É�DðÍaÍhÊ
g
5 Ï�7'9¡È�Ï 5 7�È�ÇnÍE7VÏ

xn N �¼�Ä��ñnªo�¦��üo¥¨�õ�z�	©oïð ¡§n§n��ªo¤Z���	�6�� ¡��¥��Z�p�öî8��ïó ������Zæp ����j�n�-��ªZ©��n���� ¡�(©��n�ç�¡ ��p�
T �K�eG!EH]V_0RT~�ÔNA��l/ËÁ�G�R�ýÙL�M^R,C�DHXfCKG�CÑL|G�CKX�DF��C�DFXZR�DZY.ReEHDkR
I�RTX���_0��DFEnM^R°2
��5 7%ÊKA�Ï 5 ÍhÊÄÌ 5

n ≥ 2
cKÊK?
Ï��|Ê ÍhÎ¡Ïf7VÏðÍrHðÌFÏ�¿ÀHhÊÄÏ 5 Î^ÍfHðÌ 5 ÍhÎdÇ 5 Î�Í

aij, bj
ÏhÎ(= 5 Ï6BkÌ 5 HhÎWÊÄÌ 5

g
Ê 5 7'9¡È�Ï 5 |

7�Ç 5 Î¡ÏY7VÏ
xn

cøÎ¡Ï,?K? Ï_[\=!Ï�ÏhÎ�È�Ì3=,É�Î¡Ì3=,Î
ε > 0

c�ÊK?\Ï��|Ê ÍhÎ¡ÏY7VÏðÍ�HðÌFÏ�¿ HhÊÄÏ 5 Î�ÍCLnÇ%ÉËÊNÇ�F\? ÏðÍ
aε

ij(x), b
ε
j(x)Ç%É©F�Ê�ÎNÉÆÇ%Ê�ÉðÏ,A�Ï 5 Î�È�ÉsÌ
H:I�ÏðÍg7VÏðÍ_HðÌFÏ�¿ÀHhÊÄÏ 5 Î�Í_HðÌ 5 ÍhÎÄÇ 5 Î^Í º

|aε
ij − aij|L∞(IRn) + |bεj − bj|L∞(IRn) < ε

q|z



ÏhÎøÎ¡Ï,?uÍY[\=QR ÊK?\Ï��|Ê ÍhÎ¡Ïg7VÏðÍ½ÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5 Í
uε

7VÏ
aε

ij(x)∂iju
ε + bεj(x)∂ju

ε + f(uε) = 0
Í,=,É

IRn

Í�Ç%ÎNÊ Í�B�Ç%Ê Í�Ç 5 Î*^�� N ` È b�ÏhÎøÎ�Ï,?K? ÏðÍg[\=�Ï
uε 5 ÏY7'9¡È�Ï 5 7;È�ÇnÍY[\=�ÏY7VÏe?¯ÇxHðÌFÌnÉ�7VÌ 5S5 9ðÏ

xn Nt��¦�n©õ�¦�_£¦���n©��z�¦�n¤%î8�n�%�ô �¤Z���n�n�������¦���n�%¤Z�6��v�¤Z���Z�p��©Ä¤Z���n©��� ��p��©	�Z©��Äå?�¦�z�» �¥��Z�p�ì ����­§<�¦�n�
 @���¦���4�n�¨��ªZ©��n���� ¡�¢�n�)©�£6¥¨ª'��������ée�K �©�£6¥¨ª'�������(§³�o�z�ÿ�'�����I÷n����©�ªo�)§n ��4§³�o�����z��÷» ¡�����¦�z©

L∞ �z�Z©¼¤o�¡þ
�hv�¤Z�Z�p��©¢¥Z�Z¥��ö ���÷n������ ������Z¥��Z�p�¸§³�'���ç����é%�K Ä§z���Z�G�¦�(�n�ö¤Z�ö�z�Z���z���Z� ��ªZ©��n���� ¡� ©��öå= ��ç�E�o��¤o�¦�n©������z�çþ
©� ��p�I�z�-��äz�o¥¨§z���	�'äG§n����¤Z�ç���õ§<�¦�n�(���oî6�z�Z�K§³���n�(¤Z�Z���ì ����n©����Z�Gä/�z��¤o�G�hv¨¤o���o�8��©

aε
ij(x), b

ε
j(x)

í»���
��÷z�����Z�p�c�Z�%å= ���� �z�n��å= ¡¥¨�������c¤Z���8�����8�n�)ãõ�n��§» ¡�� �¥�üo�����ö�n�(©������z�����¦�n© �z�¦�Gþy�z�n���n��¥¨�o�n©����¦�n�n�o�����Z©Zé
�µ�¦�n���z�Z©õ��ªo©��n�ç�ì ¡��©�©���¥¨���ô ������o©��z�­§³�o�������n�­©�£6¥�ªo�������¡í^�n���n©����o�p�¦�_£¦�¦�z©�ã�ý)���Z©�©����ní â �Z ��¾���Z ���í� �¦�p���Z¤o¤ìñn�ô ¡����i �Fz|jzí)�Fz|zHm�§<�¦�n���n�o©j�'äG�Z¥�§n���o©�©�¤Z ��ô ¡�����o©���©�©��n©��z�r�ô ±��ñnªZ�¦�����-�n�Z©j©�£6©���üZ¥��Z©
ñn �¥¨�������¦�n���o�n©Zí��o��ã±ýI�� �¥¨ zí ê¼���¦�n©� ¡����íÿ�Ä�z��i �Fz�{Fm�§³�¦�z�¨�n�W�'äG�Z¥�§n���/¤Z�������o©�§<�¦�n�» ¡�8��ã±�n�
©�£6©���üo¥¨�	��ïøªZî8�» ¡�����¦�z©) ¡�z���¦�z�¦¥¨�o©ö©��n�

IR2
é�µ�¦�n��û»�n���I©���æ¦�» ¡���¦�n©)î8�n���n�¦©���ªZ©��n���� ¡��©��z��©�£6¥¨ª'�������­�n�z�çþy�z��¥��Z�n©����¦�n�z�Z�����õ©Zïó ��» �§G���Z�p�	 ��

¤Z �©c��ïóªoî8�» ¡�����¦�n©¢©��Z¥��çþ������nª@ ������o©�§<�¦©�ªo�Z©¼©��n�¼���(�n�Z¥��çþ��Z©�§n �¤Z�¡íG @���Z¤I¤o�¦¥�¥¨�(���»©��)�z�¦���Zíp�n�n�I�z�¦�Gþ
�����nªZ ����ç��ª%¥��¦�n�����¦�n�%�o���z� �¦§<ªZ�� ¾���Z�z���o������§z����î8�n��ã�¤Z�6��v�¤Z���Z�p��©�¤Z�¦�z©��ì ¡�8��©Zé.�µ�¦�n�����Z©��nªo�� �����©
�z�¦�n©����Z�p�¦�_£¦���n©	ã�ê¼�Z���Z©��y£6¤ìë8� í�èI �¥��Z�:í � �¦�n�n�Z �� iç�_�Hm é^ú �r§» �������¤o�n�����Z�(�n�������­��ªZ©��z���ì ¾��æ¦ªo�nª'þ
�� �����©��õ�n�/��ªo©��n�ç�ì ¡�) ��p��ªZ�����Z�n�(�"Ð-ã��¼��ªZ¥��Z�p�Zí<�VÅ¼�o�Z��©aió�|o��nmK©��n�����õ�n�o¥¨� þy�Z©�§» �¤o��é $ �¦���( ��n©�©��K���
���� @�¡ ����³�n�	ê¼�Z���Z©��y£G¤ìë8�:í��Q ��^ ����Z����� í,t)�����Z�8÷<�Z��æ'ió�G�F}nm é

¥ �<Ê ��R�wnS XOB � t4v SpD6wnPI�®DGM t4v }­|?P v � t4v D6wnRÆ·¾R^�(RKJÊVIXOR { P v R � tcvKÝ R2�<DGP)wzR
}IR��0R�� M t wzbcM%R v b wnB v })R�}IM�JLR v SGM t4v	� à Ú Êÿâ ¥ Ú ä

å�æ�çhè�é3æ
à�ókô�ö(ú�ïðí;í�ókúûô�ñ¡ò�ókìeí�þS� ÷:�nôVë�ñ¡ò�ókìeí(ïsúûúûòûõ�ñ¡ò���ôeïðí�íÜïsý;òûúûòûìe÷Ëë�òûö�ïðí¨��ìeókôeí;ý(ïsñ¡ñ�ókìeí(ïsìT÷sù%òÃ�þ�ïsìeîðï(ú�ï;úûò�ïsìx��ô�òKï�ª%ò�í�ñ�ï;ïsìnñ¡ö�ï(ú�ïðí�ý;òûì�òûý;ò�í�ïsô�ö�í��Fú�ó��Vë�ô�ª3í¡ô�ö

IRn−1 ïsñ�ú�� ï�ª%ò�í¡ñ�ïsìeîðï�þ�ïíÜókúûô�ñ¡ò�ókìeípý(ókìeókñ�ókìeïðí.ìeókì�ñ¡ö¡òûù�ò¯ë�ú�ïðí.í�ô�ö
IRn 	���ókôeípõ�ö�ókô�ùHókìeíi�nôeïÿú�� ï�ª|ò�í¡ñ�ïsìeîðï?þS� ô�ì�ý;òÃ�ì�òûý;ò�íÜïsô�ö6�Fú�ó��Vë�úVí�§%ý(÷sñ¡ö¡ò��nôeï.í�ô�ö

IRn−1 òûý;õ�úûò���ôeï.ú�� ï�ª|ò�í¡ñ�ïsìeîðï.þS� ô�ìeï�í�ókúûô�ñ¡ò�ókì(ý(ókìeókñ�ókìeïìeókì;õ�ú¯ë�ìeïøí¡ô�ö
IRn �nô�òeïðí¡ñ
ý;òûì�òûý;ò�íÜïsô�ö6�Fú�ó��Vë�ú�	Hê?ïpõ�úûôeí
ìeókôeí
õ�ö�ókô�ùHókìeí$�nôeïpñ�ókô�ñ�ï�íÜókúûô��ñ¡ò�ókì;ý(ókìeókñ�ókìeï�í¡ô�ö

IRn ïðí¡ñ�ý;òûì�òûý;ò�í�ïsô�ö��Fú�ó��Vë�úeí¡òeïsñ�íÜïsô�ú�ïsý(ïsìnñKí¡òeíÜïðí�úûòûý;òûñ�ïðí
òûì|ü ÷sö¡ò�ïsô�ö�ïïsñ�í�ô�õ�÷sö¡ò�ïsô�ö�ï�ú�ï�í�ókìnñ�ë�ôeíÜí¡ò�	
òy�2©oïð ¡æ¦���ö�^ïó�n�/���� _�¡ ����^�o�-¤o�¦���� �÷³���� ¡�����¦�� _���Z¤���é â �Z����©��¦��é
Â  �§n§<�Z���¦�n©ö�o�-§n���Z¥����o�ö�����o���ô ­¤o�¦�¾���Z¤'���n����©��n���¡ ��p���
Á�G�C'k�RVL%DHJKEHR
~
ÔNAV�U/ - RyÓ*MNG!EHÃ�Mfm¯P#�!P°qe/�AVOPo" Æ2�2
W�ÌnÊ�Îi= 5 Ï½ÍFÌ3?�=,ÎNÊÄÌ 5

u ∈ C2(IRn)
7VÏ

∆u = u3 − u

Î¡Ï,?K? ÏY[\=�Ï
|u| ≤ 1,

∂u

∂xn
> 0

lp�



7�Ç 5 Í½Î�Ì3=VÎQ?�R ÏðÍ¡È�Ç'HðÏ
IRn N � ÍhÎG|¡ÊK?sLFÉÆÇ%Ê][\=�Ï:c�È�Ì3=VÉ;Î¡Ì3=,Î

λ ∈ IR
c]? ÏðÍaÏ 5 ÍFÏ,AEF\? ÏðÍ {u = λ} ÍFÌ 5 Î�7VÏðÍ

I'JðÈ�ÏhÉdÈ�?¯Ç 5 Í:c�Ç>=xA�ÌnÊ 5 Í½ÍhÊ
n ≤ 8 


���½©Zïø���p��ªo���o©�©��È§n���n©jæ¦ªo�nªZ�� ����o¥¨�o�p�� ¡�Gä½©��¦���z�����¦�n©j÷<�¦���nªo�Z©/��ïøªZî8�» ¡�����¦�n©/�Z������§z����î6�z�Z©�©��o¥¨� þ
�����nªZ ������Z©Q�z�	�� �å?�¦��¥��

∆u = F ′(u)
©��n�

IRn «Nqzéð�%q ¬
�'�(�¦ªZ����û® ¡�8�

∂u

∂xn
> 0

©��n�
IRn «Nqzéð��l ¬

òy¤o�
F
�Z©��

C1,1 �o�(�¦ªo���çû»�
{

F ≥ 0
©��n�

IR
F > 0

©��n�
(−1, 1)

�'�
F (−1) = F (1) = 0

«Nqzéð�|o ¬
�¼�'�����I¤Z���n�n�������¦���Z©��Qª'�G���n�Z¥�¥��Z�p�¢��ªZ����û»ªo�I§<�¦�n�c����¤ìñn�¦�çä�§n �������¤Z�z�����o�

F (u) = (1−u2)2/4
î8�n�

¤o�¦�����Z©�§³�¦�z��ã%�ô ­¤o�¦�¾���Z¤'���n�����z���)���õ������æ¦�:é

- ��.\C@M�DHM^G�C�~�ÔWA'�U/®� MNC@MN_�MNX�RVJKEnX�Ã�U^G![@��J��wXkJ�E
IRn 2465 Ï�BkÌ 5 HhÎNÊÄÌ 5

u
ÏðÍhÎ87%Ê�Î¡Ï�A�Ê 5 ÊKA�Ê ÍFÏ,=VÉC;>? Ì>FðÇ>?KÍ,=VÉ

IRn ÍhÊ@È�Ì3=,ÉfÎ¡Ì3=,Îf7VÌ3AZÇ%Ê 5 Ï&FhÌnÉ 5 9fÉsÏ<;>='?ûÊÄÏhÉ
Ω ⊂ IRn 5 Ì3=eÍ�Ç>L%Ì 5 Í

∫

Ω

1

2
|∇u|2 + F (u) ≤

∫

Ω

1

2
|∇v|2 + F (v)

È�Ì3=VÉ(Î�Ì3=VÎ¡ÏQBkÌ 5 HhÎWÊÄÌ 5
v ∈ C0,1(Ω)

Î�Ï,?K? ÏY[\=�Ï
v = u

Í,=VÉ
∂Ω

t��¦�n©(§n���¦�z�¦���n©
T �K�eG!EH]V_0RT~�ÔNApo�/®� MWCKMW_c��UWM�DF�3I�RVX�X�G�UNJ�DFMNG�CKX�_0G�CKG�DFG�C�R,X­2
W�ÌnÊ�Î*= 5 Ï%BkÌ 5 HhÎNÊÄÌ 5

F ∈ C1,1(IR)
ÏhÎ
u
= 5 Ï�ÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5 FhÌnÉ 5 9ðÏ&7VÏÉ^�� N `
�©b*Í�Ç%ÎNÊ Í�B�Ç%Ê Í�Ç 5 ÎY^�� N ` ± b Nt Ì3=�Í 5 ÌnÎ�Ì 5 Í

x′ = (x1, ..., xn−1)
ÏhÎøÊ 5 ÎWÉsÌ\7>=VÊ ÍFÌ 5 Í
{

u(x′) = lim
xn→+∞

u(x′, xn)

u(x′) = lim
xn→−∞

u(x′, xn)

«Nqzéð�%} ¬

� ? ÌnÉsÍ
u

ÏðÍhÎQ= 5 A�Ê 5 ÊKA�Ê ÍFÏ,=,É�;>? Ì>FðÇ>?�Í,=VÉ
IRn

ÍhÊøÏhÎpÍFÏ,='? Ï,A�Ï 5 Î\ÍhÊ
u

ÏhÎ
u

ÍFÌ 5 Îi7VÏðÍ8A�Ê 5 ÊKA�Ê ÍFÏ,=,ÉsÍ
;>? Ì>FðÇ>=!�ZÍ,=VÉ

IRn−1 N�¼�Ä��ñnªo�¦��üo¥¨�õª'���o�n����ªZæ¦üo���Z¥��Z�p�(���õ��ªZ©��n���� ¡�(©��z���¡ ��p�

ln�



T �K�eG!EH]V_0RT~�ÔNAV U/®�*UN[.ReEFDHM��K�*_¢[KEHG�XkMNG��.Á��"[@EH��m¤PS²�~°q�2
W�ÌnÊ�Î

u
= 5 ÏYBkÌ 5 HhÎWÊÄÌ 5 Ï 5 ÎNÊ<DhÉsÏ:cEFhÌnÉ 5 9ðÏ:c�ÍFÌ3?�=VÎNÊÄÌ 5 7VÏ�^�� N `
�©bwÏhÎ�Í�Ç%ÎNÊ Í�B�Ç%Ê Í�Ç 5 Îz^�� N ` ± b
cZÏhÎ�ÍFÌnÊ�Î

Ω ⊂ IRn
= 5 Ì3='L%ÏhÉËÎ�FhÌnÉ 5 9(É�9<;>='?ûÊÄÏhÉ N�� ? ÌnÉðÍ

∫

Ω

1

2
|∇u|2 + F (u) ≤

∫

Ω

1

2
|∇v|2 + F (v)

È�Ì3=VÉ(Î�Ì3=VÎ¡ÏQBkÌ 5 HhÎWÊÄÌ 5
v ∈ C0,1(Ω)

Î�Ï,?K? ÏY[\=�Ï
v = u

Í,=,É
∂Ω

ÏhÎ
u(x′) ≤ v(x′, xn) ≤ u(x′)

È�Ì3=VÉ(Î�Ì3=VÎ
x = (x′, xn) ∈ Ω

�2�;�öñnªo�¦��üo¥¨��qzéç�Fj� �ªo��ªõ§n���¦�G�¦ªÄ�» ��n©öý)��÷<�Z����� íGýI¥­÷z���¦©����ní"�Q �÷n��ªfió���|qHm2�Z�/�z��������©� ��p�¢�n�Z©
��ªZ©��n���� ¡��©c�n�I¤Z �����÷n�� ¾�������n©E§<�¦�n�c�n�Z©cå?�¦�n¤o�����¦�z�n�Z�����Z©4©�¤@ ��� ������Z©4�n�3�Q ���¤Z�n���n©4�n�Z© $  ����� ¡�����¦�n©�«?¤oåOé�I �¤Z�¦���¦æ¦�» 3ió�|o%q�m:í��� ¡� �  �©��zí � �G�z��¤@ 3ió�|o�lnm í � ����æp ��yi	qp��lní"qp�|onm ¬ éòy¤o�z�n�������¢§n���o�z�¦�Q�z�Z©���ñnªZ�¦��üZ¥��Z©.qGé��H{(�o�pqzé��kj)�Z©�� ÷» �©�ªZ�Q©��n���� )¥�ªo��ñn�G�z�¼�n�o©E�nªZ§z�ô �¤o�Z¥��Z�p��©
�z�	�z�¦¥� ¡���n�o©�«=©������n���næ­¥��o��ñn�G�^ín¤oåOé®ê¼�o���o©��y£6¤ìë8� í�t)�����Z�8÷<�Z��æ¿ió�¦�|{Fm ¬ é

t��¦�n©(§n�����z�¦�¦�z©I ��z©�©��
T �K�eG!EH]V_0RT~�ÔNAVOU/�þ3C@MNL�M^Dk�'I�RVX�X�G�UNJ
DHMNG�CKX�_0G�CKG�DFG�C�RVX32
W!Ê
u

ÏðÍhÎ�= 5 Ï�ÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5 7VÏ{^�� N `
�©b3|¨^�� N ` ± b*ÏhÎ
u

ÏðÍhÎ�A�Ê 5 ÊKA�=@A ;>? Ì>FðÇ>?�Í,=VÉ
IRn

Ç>? ÌnÉsÍ�È�Ì3=VÉaÎ�Ì3=VÎÌ3='L%ÏhÉËÎ
Ω
FhÌnÉ 5 9�ÏhÎøÉ�9<;>=@?ûÊÄÏhÉ�cpÍhÊ

v
ÏðÍhÎ.ÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5 7VÏ
{

∆v = F ′(v)
Í,=,É

Ω
v = u

Í,=VÉ
∂Ω

ÏhÎiL>9hÉËÊ j?Ï
u(x′) ≤ v(x′, xn) ≤ u(x′)

È�Ì3=VÉ(Î�Ì3=VÎ
x = (x′, xn) ∈ ΩÇ>L%Ï:Hr? ÏðÍ 5 ÌnÎdÇ%ÎNÊÄÌ 5 Í

u, u
7>=�Î�IS9ðÌnÉ�D,A�Ïg� NK�°ü c�Ç>? ÌnÉsÍ

v = u
Í,=VÉ

Ω Nt��¦�n©­ ¡�������n©õ¥� ¡���p���o�» ��p�Ä�¦�¦����î8�n�����o©�©��¦���z�����¦�z©	î8�n�¨�n�¦�n©	¤Z���n©����nªZ���¦�n©�§z��ªZ©��Z�p���o�p���n�Z©
 ¡�» �����æ¦���o©¼����üZ©öå?�¦�����Z©� @�¦�o¤����Z©ö©��z��å= �¤o�Z©�¥¨���n��¥¨ ����o©Zé
�*C���U^G!Ã�M^RVX�Õ
J�EHbd��L|RVX�_0MWCKMW_c��UNRVX��,Q - 1 RVUNUWM^YKDFMWS�J�RVXaX�RV_�M �ðUNMNCK�e��M^EHR,X
Â �Z¥¨ ���î6�z�¦�n©ö���¦�G�(��ïð ¡÷³�¦���jî6�z�����Z©ö©������z�����¦�n©ö�z��«Nqzéð�%q ¬ ©��¦�p�I§<�¦���p��©ö¤Z���ç����î6�z�Z©ö�n�Ä� ïøªZ�z�Z��æ����

E(v,Ω) :=

∫

Ω

1

2
|∇v|2 + F (v)

§<�¦�n�¢���¦�z�Q�¦�z�¦�o���
Ω ⊂ IRn

é��� ��( ¡�������Z�n��©Zí6�n��å= �ùo�¦�jã­�nªo���Z��¥¨���n�Z�Q�� �å?�¦��¥¨���z�õ� ïø�Z�n©��Z¥­÷n�����n�
�z���¦�Z �� {u = 0} ã-�:ïó���zû»�n�:í���� �o©��­�n ¡���n���Z�4��ïø���³�Z¤'���n�o�­�n�È÷z���FÅQþy�n�FÅ(� ©��n�	¤Z�o�����¨©��¦���z�����¦�±�o�
���p�����6�n�n��©� ��p�(§<�¦�n�ö�n�z�	©��n�����Ä�n�Ä�� @£¦�¦�

R > 1
¤Z���¦��©�©�©� ��p��©��ô ­©��z�����

uR(x) = u(Rx)

l8�



ý)���n©��
uR

�Z©��)§<�¦���8�(¤o���ç����î8�n�õ�z�	�� ­�n�¦�z���Z�����ÄªZ�n�o��æ¦���

ER(v,Ω) :=

∫

Ω

1

2R
|∇v|2 +RF (v)

§<�¦�n�����¦�z�/�¦�z���Z���
Ω ⊂ IRn

é � �6�n��¤Z f�'� � �¦�����¦�ô �i	qp���Hm����8�/§n���¦�z��ª±î8�n�u�» ��n©/�ô U����¥������
R −→ +∞ íz� ïøªZ�n�o��æ¦���

ER(·,Ω) Γ
þ�¤Z�¦�p�¦�o��æ¦�Ä�¦�o��©��ô �å?�¦�z¤o�����¦�n�n�o������©��n�ç�¡ ��p���

E∞(u,Ω) =







cFHn−1 (Ω ∩ ∂E)
©�� ∃ ú ���o�2î8�n� {

u(x) = 1 p.p.x ∈ E,
u(x) = −1 p.p.x ∈ Ω\E

+∞ ©����n�¦�
�%­

cF
�Z©����� ­¤Z�¦�n©��ì ��p���

cF =

∫ 1

−1

√

2F (s)ds

�G��� ïø���p���o��å= �¤o��©�ªo§» ��� ¡�8�½���Z© ��ªZæ¦���¦�n© {u∞ = 1} �'� {u∞ = −1} �Z©��g��ªZæ¦�z����üo���¡í� ����¦��©
c−1
F E∞(u,Ω) = Hn−1 (Ω ∩ ∂E)

©Zïø���n�o�8����û»�)���z©����o¥¨�o�p�	ã�� ïó ��������n��¤o�o���������p���o��å= �¤o��¤Z�¦¥�§n����©��
�n ��n©(� ïø�¦�z���Z���

Ω
é

�G�®¥¨ ����p���Z�» ��p�
u
�o©��Q�z�n�)©��¦���G���������z�a«Nqzé ��q ¬ î6�z�<��ªZ���çû»��«Wqzéð��l ¬ �o�¢î8�n���n�I§n���n©4©��o©¼����¥¨�ç���o©�o�

xn = ±∞ ©��¦�p�
u = 1

�o�
u = −1

í2 ����¦��©)�n�¦�n©Ä©� @���¦�n©Äî8�n�
u
�o©��	¥¨���n��¥���©��Z�n�(æ¦���¦÷» ��¸�n�

�:ïóªo�n�Z��æ¦���a«?��ñnªZ�¦��üZ¥��Z©�qzéç�H{Gí�qzéç�Fj ¬ éGý)���n©��^��ïó �§n��üZ©öýI¥�÷n���¦©����ní��Q �÷n��ªfið�¡�p�Hm.«?�¦�����ö ��z©�©��^ýI��÷<�Z�����:í
ý)¥­÷n���¦©����ní��Q �÷z��ª�ið���%qnm ¬ í»�¦�j§<�Z�z���'ä6���� ������õ�n�n�Ä©��¦�n©�þ�©��n�ç��� (uR′)R′

î8�n�2�¦ªo���çû»�






uR′ −→ u∞
�» ��n©

L1
loc (IRn)

ER′(uR′ ,Ω) −→ E∞(u∞,Ω) < +∞
�%­
u∞

�Z©��E�n��¥¨���n��¥���©��Z�n���z�
E∞(·,Ω)

§<�¦�n�K�����z�
Ω ⊂ IRn

é¡ú �­§n �������¤Z�z�����o�2¤Z�o�ô )��¥¨§z����î8�n� î8�n�
���)÷<�¦���

∂ {u∞ > 0} �Z©��Q�n�n�)©��n��å= �¤Z�)¥¨���n��¥¨ �����é%�¼�Z¤Z�³©Zïø���p���o��§n��üo����í6�Z���n��©� ��p�¢î8��ïðã�� ïø���zû»�z� íp�ô 
����æ¦�z���n�Ä�n�����@ �� {u = 0} ©��Ä¤Z��¥¨§<�¦������
O�o©�©��o�p�����o�����Z¥��Z�p��
�¤Z�¦¥�¥��õ�n�n�Ä©��n��å= �¤Z�Ä¥����n��¥� ¡����é

$ �¦���� ��n©�©��µè)�z��¤ìñn���n©��¦��í!�µ�¦�n�Zæ¦ FÅ¼ ¿ió�%z�oHm í!�2�n¤ìë8ñ» ��z©Zí � �G�n��¤@ 3i	q¦�|j�m:í���Å¼�o��í Â �n÷n���n©����Z����í
�8���Z���8÷³�o��æ'i�qp��}�m íz§³�¦�z���z�Z©ö���o¤ìñn�n��î8�n�o©I©���¥����ô ¡�����o©Zé

l�q



t ◦ �6�n��å= �¤o�Z© � ���z��¥¨ ����o© ú��½��ú ������§z����î8�n�õ�G�o¥¨� þ��2���zª@ ������
/����VXkJKU�DF��DHX32 /ËÁ�G�C@k�RVL%DHJ�EHRVX32

� �n�n��¤o����ªõ�n�Z©(æ¦�� �§nñn�o©�©��¦���G�������n© �z�n��¤o����ªI�n�Z©�©��¦���z�����¦�n©
xn

þy¥��¦�n�����¦�n�o©«= _���Z¤	���õæ¦�� �§nñn� ⊂ IRn ¬ «?�nªoûn�n���o©�©��n�
���o©ö¤o£6�����n�n���o©

ω × (a, b) ⊂ IRn ¬� §» ��ö�nª'û»�n�ç������� ���o©ö©��¦���z�����¦�n©ö�o�8����üo���Z©
¥¨���n��¥���©��)�:ïóªo�n�Z��æ¦��� ©��¦�p�)�z�Z©(¥¨���n��¥���©��Z�n��©¼æ¦���¦÷» ��6ä

q ���Z©(©��n��å= �¤Z�o©(¥¨���n��¥¨ ����o©¼�» ¡�n©
IRn

���Z©(¥¨���n��¥���©��Z�n��©¼æ¦���¦÷» ��6ä�©��n�
IRn©��¦�p���n�Z©�ñp£6§³�o��§n�� ��n©(©��

n ≤ 7
©��¦�p�I§z�ô ��n©ö©��

n ≤ 7l ������äG��©����Ä�n�-�o�n©��o¥­÷n���	¥����z��¥¨ �� ���^�'äG��©����Ä�n�/¥¨���n��¥���©��Z�n�cæ¦����÷» ��
�z�¦�Gþyæ��� �§nñz�õ�» ��n©

IRn §<�¦�n� n ≥ 8
�n���/§z�ô ��j©��z�

IRn §³���n� n ≥ 8«=¤Z���n�Ä�n���G��¥��¦�n© ¬o ���o©(æ¦�� �§zñn�Z©(¥����n��¥� ��6ä��n ��n©
IRn

���o©ö©��¦���z�����¦�n©ö¥��¦�n�����¦�n�Z©ö©��n�
IRn©��¦�p���n�Z©�ñp£6§³�o��§n�� ��n©(©��

n ≤ 8
©��¦�p��§n�ô ¡�n�Z©(©��

n ≤ 8«=¤o�¦�¾���o¤o���z���	�n���I���Ä���¦��æ¦� ¬} ���Z©öæ¦�� �§nñn�o©(¥¨���n��¥¨ ��Gä¨�n�¦�/§n�� ��n© ���Z©(©��¦���z�����¦�n©Q¥��¦�n�¡���¦�n�o©ö�n�¦�/§n�ô ¡�n�Z©
�'äG��©����o�8���» ¡�n©

IRn
§<�¦�n�

n ≥ 9
�'äG��©����o�p�I©��n�

IRn
§<�¦�n�

n ≥ 9{ ���o©öæ¦�� �§zñn�Z©��2��§n©�¤ìñn���®�Ä�» ��n©
IRn

���Z©ö©������z�����¦�n©ö¥��¦�n�¡���¦�n�o©ö©��n�
IRn

 @�¦�Z¤
©��¦�p���n�Z©�ñp£6§³�o��§n�� ��n© �n�-�o�n©��o¥­÷n���	�z�	�z���¦�Z ��

u = 0
�2��§z©�¤ìñn�ç�s�

�o�/���¦�z���Z©(�n��¥��Z�z©������n© ©��¦�p��§n�ô ¡�n�Z©ö�o�/���¦�z���o©)�z��¥��Z�n©����¦�n©
j ���Z©(©��n��å= �¤Z�o©)¥����z��¥¨ ����o© �����z���Z�n©��Z¥­÷n���Ä�n�Ä�n�����@ ��

u = 0©���v�©� ¡¥¨¥��Z�p��§n�ô ¾���Z©ö�n ��n©
BR

©���v�©� ¡¥¨¥��Z�p��§n�ô ¾�(�» ��n©
BR

í
©��¦�p�)�z�Z©(æ¦�� ¡§nñn�Z©(�» ¡�n©

BR
2

�Z©��I�z�-æ¦�� �§nñn�
���n�nªo§³�o�n�» �¥�¥¨�o�p�(�n�

R
�» ¡�n©

BR
2

���n�nªZ§<�Z�z�» �¥�¥¨�o�8�(�z�
R

�� ¡�n©��� j�� �÷n����¤Z� þy�n�o©�©��n©Zíµ�n�¦�n©	§n��ªZ©��o�p���¦�n©����Z©� ��» ����¦æ¦���Z©õ�'äG��©��ì ¡�8���Z©��Z�p���������o©���ªZ©��n���� ¡��©
÷z���Z�j¤o�¦�n�8�n©�©��n�(���o©(©��n��å= �¤Z�o©�¥����z��¥¨ ����o©Zí8�o�����o©ö¤Z�¦�Á���Z¤o���n���o©�«?�n�¦�p�(¤Z�o���ì ¡���n�o©�©��¦�p����ïð ¡�������Z�n��©
�zªO��ã�§n�����z�¦ªo�Z© ¬ �n�¡��ªZ�o© (Ck)

§<�¦�n�
k = 1, ..., 8

ízî8�n�õ� ïø�¦��§<�Z�z�Q�» ¡���z���Z�����o¥¨�o�8�¼å?�¦��¥­�z���Z�¢§³���n�
���Z©Ä©������z�����¦�n©Ä��ïøªZî8�» ¾�������n©Ä�Z������§z����î8�n�o©õ©��Z¥��çþ������nª@ ������o©Zí<�n�¦�p���o�È§» ¡������¤Z�n�����o���ô �¤Z���¾���Z¤'���n�����n��)���õ������æ¦��qzé��Fo��z����ªo�	��¤Z�

(C5)
é�µ�¦�n�j���o©���ªoå?ªo���o�n¤Z�o©�©��z�����Z©j©��n��å= �¤o�Z©j¥����n��¥� ����Z©oíc�z�¦�n©j���o�8���_£¦�¦�n©�ãfê¼�Z���n©����Z���Øió�¦�%znm:í

�6��¥��¦�¢i�q%qp�6í!q|q%qnm:í � ���� ��n�» 3i	qz�FqGí�l%lp�nm:í!�����o¥¨���næ*ió�|{%}Hm í��õ���n©����\iç�¦�F{nm í��õ�ô ¡î6�z���p�ì �ió�%j|qnm é�K �¤o�¦�¾���Z¤'���n�����n�*�I�*�Ä���¦��æ¦�:í2�n����ªZ�
(C5)

�» ¡�n©­�ô j�ì �÷z����¤o�çþ��n�Z©�©��n©oí  �ªo��ª�§n���¦�z�¦ªo��§» ��
�õñn�¦�z©�©����n÷�í@�Ä�z��ið��j|}nm4�o�È�n��¥¨�o�n©����¦�

n = 2
« �¦�¦���Ä ��n©�©��4ê¼�Z���Z©��y£G¤ìë8�:íp�Q ��^ ����Z����� í�t)�����Z�8÷<�Z��æió�G�FqHm ¬ �o�õ§» ¡��ýI¥­÷z���¦©����ní��Q �÷n��ª3ið�¡�p�Hm��Z�r�n��¥¨�o�n©����¦�

n = 3
é��¼�o������¤o�¦�¾���Z¤'���n�����Z©������¦�Á���¦�n��©

���z�¦�o�����-�Z�a�n��¥��Z�n©����¦�z©
n ≥ 4

« �¦�¦���%�nª@ ��z¥¨�¦���n©%�������� @�� ¡���Q�n�¿�õñn�¦�n©�©��¦�n÷^íÿ�õ�n��ió�%j�{Hm��o�
�z��¥��Z�n©����¦�n©

n = 4, 5 ¬ é,��ïð ��G�����o©Q���� _�¡ ��6ä�§z���n©¼ ��n¤Z���Z�n©¢¤Z�¦�z¤Z�Z���n�Z�p�ö�� ��n��¥¨�o�n©����¦�
2

« � �6�n��¤@ zí
� �¦�����¦�ô *i	qp�G��m:í® @�¦�o¤��n�z�	¤o�¦�n�n�ç�����¦�j�n�Ä����æ��n�Z©ö�n�Ä�n�ç�¦�Z ��-�z�n��å?�¦��¥¨ªo¥¨�o�p���2��§n©�¤ìñn���®� ¬ í»���-÷n���Z��z�¦�n�n�o�8�)�n�o©)���zå?�¦��¥¨ ¡�����¦�n©c�n�Ä�y£6§³�õ��ñzªZ�¦��üZ¥��	�z���2���¦�z�6�������I�o�-�z��¥��Z�n©����¦�jî8�n�Z��¤Z�¦�zî6�z��« � �¡þ
�z��¤@ 3i	qz�F}Hm í��Q ��^ ����Z����� í��	 ¡����å= ����níz�G�Zæp ¡�ô *ió��l�}�m ¬ é $ �����( ��n©�©�� � �6�n��¤@ 3i�qG�Ho6í!qz�F{6í!qz�Fj6í!qz�FzHm é

l|l



�2�Z©)¤Z�¦�Á���Z¤o���n���o©
(C1), (C7)

©��¦�p���6�� ����Z©	Ã
(C1)

�Z©��)§n���¦�z�¦ªo���» ¡�n©)���õ��ñnªo�¦��üo¥¨��qzéç�Fz�§n ��
�� �¥¨ª'��ñn�6�n�ö�n�o©¢�zªZ§n�� �¤Z�o¥¨�o�8��©4�n�(�n�¦¥¨ ����n�o©Zí¡�o�

(C7)
 õªo��ª(§n���¦�G�¦ªZ��§» ���«=êQ ������FÅÄí¦êQ ¡©�©Zí,�õ�n�ió�G�¦�hm ¬ é $ �¦���­ ��n©�©��Q�������� @�� ¡���c�n�3�Q ��^ ����o����� í@�¼�¦���z�¦÷» Ùió��leoGíE��l|l�mQ©��n�­���Z©­¥����z��¥���©��o�n��©	�n�¦�p�

�:ïó�o�n©��o¥­÷n���õ�n�Ä�n�����@ �� {u = 0} �Z©����n�/æ¦�� �§nñn�¡é�K ��¼�¦�¾���o¤o���n���
(C2)

 (ª'��ª §n���¦�z��ªZ�c©��¦�n©2¤o�Z���ì ����n�Z©Kñp£6§³����ñnüZ©��Z©µ§» ��2ý)��÷<�Z����� í'ýI¥­÷z���¦©����ník�Q �÷n��ªió���|qHm)«?���¦���I��ñnªZ����üZ¥��fqzéç�Fj ¬ é
�K �¤Z�¦�¾���o¤o���n���
(C2)

�o©��	�Z�z¤Z�¦���%�6�� �����©��¦�n©Ä���o©õñ8£6§<����ñzüZ©��o©��z�
��ñnªZ����üZ¥��Zqzéç�H{�î6�z�¨�n���n©� @���¦�n©	§n���¦�G�¦ª�éKý)�±¤o�¦�p���� ¡�������� �¤Z�¦�¾���o¤o���n���

(C2)
��ïø�Z©���§» ¡©Ä�6�� ����

©� ��n©�¤Z�¦�n�z�������¦�n©Ä©��z§n§n��ªo¥¨�o�p�ì ������Z©oéK�K�o©�¤o�¦�¾���o¤o���z���Z©
(C4)

�o�
(C6)

©����8�����¦�Á���¦�n��©	�¦�z���Z�����Z©oét�ª@ ��z¥¨�¦���n©ö�n�¦�z©�§z���¦�z���¦�n©�������ñnªZ�¦��üZ¥��(qzéð����î6�z�2©��¦�n©�¤Z�o���� ����n�o©(ñ8£6§<����ñzüZ©��o©)©���æ¦�z��û»�
(C4) =⇒ (C6)�µ�¦�n�����Z©	©��z��å= �¤o�Z©­¥����n��¥� ¡���Z©oí^���Z©	¤Z�¦�¾���o¤o���n���o©

(C4)
�o�

(C6)
¤Z�¦�����o©�§<�¦�n�n�o�8�� ��Gäu��ªo©��n�ç�ì ¡��©

÷z���Z�r¤o�¦�n�8�n©Ä�o�Ä§z���¦�z��ªZ©õ§» ¡�Äê¼�¦¥­÷n���Z��� í��I�Z�õ���¦��æ¦� í��õ���n©�����ið�%q���m é��¸�¦�z��û»�n���oí^�� �¤Z�¦�Á���Z¤o���n���
(C8)

«?¤�ïø�Z©���þOã¾þ��n������
O§z�ô ¡������¥�§n����î6�z��
yæ¦�� ¡§nñn�;�2��§z©�¤ìñn�ç�s��� ¬ ���Z©����õ�n�n��î8�n�o©������¦�j�¦�z���Z�����Äã��n�¡�����¤o�¦�n�» ¡��©�©� ��n¤o��í¢ ����¦��©%î6�z���» ��z©*�Q ��^ ����o����� í.�¼�����n�¦÷n �ió��leonm:í4���ö�Z©���§n���¦�z��ª�î8�n���� u§z���¦§n����ª'��ª
yæ¦�� ¡§nñn�(�2��§n©�¤ìñn���®������¥�§n����î6�z�I�n�/¤Z�¦�p����ÿ¦���
C1,α

é
���,X�J@U�DF��DfYKEnMWCKL�MNYK��Ut��������¨��ªZ©��n���� ¡�	§n�����n¤Z��§» ��E�o©��­������ñnªo�¦��üo¥¨��©��n�ç�¡ ��p��î8�n�c¥��¦�p�����%î8�n�¨� ïø�'äG��©����Z�z¤Z����ïó�z�È¥����n� þ
¥���©��Z�n�4©�£G¥�ªo������î6�z�I©��z�

IRn−1
��¥¨§n����î8�n�ö�:ïó��äz��©����Z�n¤o�)��ïø�n��¤o�¦�p�����'þy��äG�Z¥�§n���Iã��ô Ä¤Z���¾���Z¤'���n���I�n��)���õ������æ¦�³�» ��n©

IRn
é

T �K�eG!EH]V_0RT~�Ô¤PS²³/ËÕ�DkEn�,DF�eÃ�M^R�Y.G�J�E*L|G�C�DFEnJKMNEHR'J@C�L|G�C�DkEnR|�®R��
RV_0Y\U^R°2
è�Ì 5 ÍhÊG7'9hÉsÌ 5 Í�= 5 Ï�BkÌ 5 HhÎNÊÄÌ 5

F ∈ C1,1(IR)
Í�Ç%ÎNÊ Í�B�Ç%Ê Í�Ç 5 Îg^�� N ` ¼ b N W#=HÈ�È�ÌFÍFÌ 5 Í�?�R Ï��|Ê ÍhÎ¡Ï 5 HðÏZ7�R = 5

A�Ê 5 ÊKA�Ê ÍFÏ,=VÉf;>? Ì>FðÇ>?
v

Í,=,É
IRn−1

^�Ç>=�ÍFÏ 5 Í�7VÏY?¯Ç{7'9�j 5 Ê�ÎWÊÄÌ 5 � NK�'½ bZÍ�Ç%ÎWÊ Í�B�Ç%Ê Í�Ç 5 Î |v| < 1
ÏhÎ�? ÏðÍÍ,J3AZ9hÎNÉhÊÄÏðÍ;Í,=VÊKLnÇ 5 Î¡ÏðÍ º

v(x1, ...,−xi, ..., xn−1) = v(x1, ..., xi, ..., xn−1)
È�Ì3=VÉ

i = 1, ..., n− 1

� ? ÌnÉsÍ;È�Ì3=VÉ{H:I�Ç�[\=�Ï
γ ∈

(

0,
√

2F (v(0))
) ÊK?ÿÏ��|Ê ÍhÎ�ÏE= 5 Ï*BkÌ 5 HhÎWÊÄÌ 5

u ∈ C2(IRn)
ÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5 7VÏ

^�� N `
�©b�Í�Ç%ÎWÊ Í�B�Ç%Ê Í�Ç 5 Î |u| ≤ 1
ÏhÎ�L>9hÉËÊ j�Ç 5 Î

∂u

∂xn
> 0

Í,=VÉ
IRn

Î¡Ï,?K? ÏY[\=�Ï?È�Ì3=,Ée= 5
λ ∈ IR

cQ?�R Ï 5 ÍFÏ,AEF\? Ï {u = λ} 5 R ÏðÍhÎ�È�ÇnÍC= 5 I'JðÈ�ÏhÉdÈ�?¯Ç 5 N� Ï?È�?�=eÍ�HðÏhÎNÎ¡Ï;ÍFÌ3?�=,ÎNÊÄÌ 5
u

ÏðÍhÎ�= 5 A�Ê 5 ÊKA�Ê ÍFÏ,=VÉ�;>? Ì>FðÇ>?�Í,=VÉ
IRn

ciL>9hÉËÊ j?Ï
∂u

∂xn
(0) = γ

ÏhÎ
u(0) = v(0)

ÏhÎ.Í�Ç%ÎNÊ Í�B�Ç%Ê�Î�? ÏðÍ½Í,J3AZ9hÎNÉhÊÄÏðÍ º
u(x1, ...,−xi, ..., xn−1, xn) = u(x1, ..., xi, ..., xn−1, xn)

È�Ì3=,É
i = 1, ..., n− 1

«WqGé �|{ ¬t��¦�n©� @�¦�¦�n©��n�Z©��� ���©��¦�z©��n��§<�Z�n©��Z��î8��ïø�n�È���Z�4¥����n��¥¨��©��Z�z��©�£6¥�ªo������î8�n�
v
©��n�

IR8
�'äG��©������o�

�^ïó�o©��Eå?�¦�z¤o�����¦�	î6�z�Q�n� |X| í |Y | í¡ @�¦�o¤ X = (x1, ..., x4)
�o�
Y = (x5, ..., x8)

é¡�G�6�n�������¼¤o�¦�p�G��¤o�����¦�
©��õ��ª'�¦üZ���õ�'äz �¤'����í® ¡���¦��©¼�n�������I��ñnªZ����üZ¥��õ§<�Z��¥��o������ ����¢�n�õ¤Z���n¤Z���n���õã­�:ïó��äG��©����Z�n¤o�õ��ïø�n�j¤Z�¦�p�����'þ
��äG�Z¥�§n���	ã��ô ­¤o�¦�¾���Z¤'���n�����z���)���õ������æ¦�³�» ��n©

IR9 é
leo
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ä

å�æ�çhè�é3æ
ê�ë�ìeí@îðïsñ¡ñ�ï�í�ïðîsñ¡ò�ókì�ìeókôeí@÷sìeókì
�ðókìeí�ô�ì(ñ��e÷ðókö��sý(ï�þ�ï.ñG§%õ"ïQ«�ò�ókô�ù%òûúûú�ï�õ"ókô�öKþ�ïðí�÷:��ôVë©�ñ¡ò�ókìeí�ïsúûúûòûõ�ñ¡ò��nôeïðí�îðóký;õ�ú��sñ�ïsý(ïsì�ñ)ìeókì*úûòûìe÷Ëë�òûö�ïðí,	#à�ókô�ö)þ�ïðí�÷:�nôVë�ñ¡ò�ókìeí�ò�í�ókñ¡ö�ókõ�ïðí��eóký(ó\��­�sìeïðí
í�ô�ö

IR2 ñ�ókô�ñ
ïsìnñ¡ò�ïsö¨�kìeókôeí�ý(ókì�ñ¡ö�ókìeí�í�ókôeí�îðïsö¡ñÜë�òûìeïðí
îðókìeþ|òûñ¡ò�ókìeí¨�
��ôeï@ú�ïðí�í�ókúûô�ñ¡ò�ókìeíþ�ókì�ñ?ú�ï*�FöÜëkþ|ò�ïsì�ñ�ìeï)í¨�Òë�ì�ì�ô�ú�ï½õVëkí?í�ókìnñ?þ�ïðí?í�ókúûô�ñ¡ò�ókìeí?ô�ì�ò�þ|òûý(ïsìeí¡ò�ókì�ìeïsúûú�ïðí¨�"ò�	 ï
	�ìeï�þ�÷��õ"ïsìeþ�ïsìnñ���ôeï�þS� ô�ìeï�í�ïsô�ú�ï)îðó�ókö�þ�ókì�ìe÷ðï�þS� ïðí¡õVëkîðï
	@��ókôeí�þ�ókì�ìeókìeí�ô�ìZö�÷ðí¡ô�úûñÜë�ñÿí�òûý;òûú¯ë�òûö�ïõ"ókô�ö.ú�ï�õ�ö�ó���ú��sý(ï�þ�ï�ñG§%õ�ï*�%ïsö¡ö¡òûì�îðókö¡ö�ïðí¡õ�ókìeþeë�ì�ñ¨	
òy�2©oïð ¡æ¦���ö�^ïó�n�/���� _�¡ ����^�o�-¤o�¦���� �÷³���� ¡�����¦�� _���Z¤ â é!�I�¦��÷³�Z ��n���Zét��¦�n©)¤Z�¦�n©����nªo���¦�z©I���o©I©��¦���z�����¦�z©)��ïø�n�n��ªZî8�» ¡�����¦�-�Z������§G����î8�n�Ä¤o�¦¥¨§z��üo���Z¥��Z�p�)�n�¦�������nªZ ������õñn�¡þ
¥��¦æ¦üo�n�õ�o����©��������¦§<�õ�n�¦�p���ô �å?�¦��¥¨�õ�� ­§n���z©öæ¦ªZ�nªo�� ����Ä�Z�/�n��¥��Z�n©����¦�

2
�^ïó�o©�§» �¤o���o©��

F(Dnnu,Dττu,Dnτu, |∇u|2, u) = 0

�%­
n = ∇u

|∇u|
�Z©��¼���ö�¦�Z¤'���o�n�¼�n����¥¨ ��n�n�n�ç�ì ������öãÄ�ô õ����æ¦�n�ö�z���z���¦�Z ����'�

τ
�o©��c���ö�¦�o¤o���Z�n�¢�n�n���� ������

�� ��næ¦�o�p� ãI�� )����æ¦�n�c�n�¼�z���¦�Z ����n�Q©��¦�����¼î8�n�
(τ, n)

å?����¥��¢�n�z�Q÷» �©��Q�¦����ñn�¦�n����¥�ªZ�c�n�����Z¤o����é%t)�¦�n©
 ¡�������n©)�z�¦�n©����Z©������o���n�n����ã��n��¤@ �©��%­�����æ¦�� ��z���Z�p�I�n�­©Zïó ��n�8�n���­§» �©oí^�n��©��¦�����­î8�n��� ïøªZî8�» ¡�����¦�
©��¦���ö���¦�¾���¦�z��©ö÷n���Z�/�nªoû»�z����é
t��¦�n©(���p�����6�n�n��©��¦�n©ö���Z©öñp£6§³����ñnüZ©��Z©)©��n�ç�� ¡�8���Z©
/ÜQg2 �¼�¦�n�n�ç�����¦�n©ö��ïø�Z������§G����¤o����ª�)ªoû»�n��©�©��¦�n©

α = (F)′Dnnu

í
β = (F)′Dττu

í
γ = (F)′Dnτ u

é�t)�¦�z©)©��n§n§<�¦©��¦�z©�î8�n�
α > 0, β > 0, 4αβ − γ2 > 0

/�þu2 �G�����z�����¦���z�n���n��¥¨�o�n©����¦�n�n�o�����t��¦�n©(©��z§n§³��©��¦�n©�� ïø�'äG��©����o�n¤Z�Ä��ïø�n�n�	©������z�����¦���n�z���n��¥¨�o�n©����¦�n�n�o�����
m0(t) > 0

�n�

F
(

d

dt

(

m2
0

2

)

, 0, 0, m2
0, t

)

= 0
§³�¦�z�

t ∈ (a, b)

t��¦�n©� @�¦�¦�n©) ����¦��©ö���õ��ªZ©��n���� ¡�(©��z���¡ ��p�(�n�õ�y£6§³���2���¦�z�6�������
T �K�eG!EH]V_0RT~�Ô¤P
A0/ T ���eG�EH]V_0R¿IKR�Dh��Y.R ¾ M^G�J��
MWUNUNR°2
W�ÌnÊ�Î

a, b ∈ IR
ÏhÎ

Ω ⊂ IR2
= 5 Ì3=@L%ÏhÉËÎ�HðÌ 5S5 Ï��,Ï(ÏhÎ@ÍhÊKA�È�? Ï,A�Ï 5 ÎQHðÌ 5S5 Ï��,Ï N t Ì3=�Í�Í,=FÈ�È�ÌFÍFÌ 5 Íf[\=�Ï

?¯Ç%BkÌ 5 HhÎNÊÄÌ 5 F ÏðÍhÎÿÇ 5 Ç>?�J�ÎNÊG[\=!Ï:cÿÏhÎ�[\=�ÏC?¯Ç%BkÌ 5 HhÎWÊÄÌ 5 Ç 5 Ç>?�J�ÎNÊG[\=!Ï
u

ÏðÍhÎ�ÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5 7VÏ
F(Dnnu,Dττu,Dnτu, |∇u|2, u) = 0

Í,=,É
Ω ⊂ IR2 «Nqzéð�%j ¬

L>9hÉËÊ j�Ç 5 Î
a < u < b

Í,=VÉ
Ω N t Ì3=eÍfÍ,=FÈ�È�ÌFÍFÌ 5 ÍZ[\=QR ÊK?ÿÏ��|Ê ÍhÎ¡Ï&= 5 ÏZFhÌnÉ 5 Ï�Í,=VÉ |u|C2(Ω)

ÏhÎ87VÏ,=>�
BkÌ 5 HhÎNÊÄÌ 5 Í_HðÌ 5 ÎNÊ 5 =!ÏðÍ

m(·) ÏhÎ
M(·) Î¡Ï,?K? ÏðÍY[\=!Ï

0 < m(u(x)) ≤ |∇u(x)| ≤ M(u(x))
Í,=VÉ {a < u(x) < b} ∩ Ω

l�}



t Ì3=�Í½Í,=HÈ�È�ÌFÍFÌ 5 Ír[\=�Ï F Í�Ç%ÎNÊ Í�B�Ç%Ê�Î]?¯ÇzHðÌ 5 7%Ê�ÎNÊÄÌ 5 7�R Ï,?K?ûÊuÈ�ÎNÊ<HhÊ�Î�9�^ � b
cÿÏhÎi[\=]R ÊK?KÏ��|Ê ÍhÎ¡Ïr= 5 Ï�ÍFÌ3?�=VÎNÊÄÌ 5
= 5 ÊG7%ÊKA�Ï 5 ÍhÊÄÌ 5S5 Ï,?K? Ï

m0

L>9hÉhÊ j�Ç 5 Î*^ 4 bZ7VÏ;ÍFÌnÉËÎ�Ïg[\=�Ï
lim

t→t∞
M(t) −m0(t) = lim

t→t∞
m(t) −m0(t) = 0

È�Ì3=VÉ
t∞ = a, b

«Wqzéð�%z ¬
� ? ÌnÉsÍf? ÏðÍ8?ûÊd; 5 ÏðÍ87VÏ 5 ÊKL%Ï®Ç>= {u = t} ÍFÌ 5 Îi7VÏðÍ8?ûÊd; 5 ÏðÍ87%ÉsÌnÊ�Î�ÏðÍøÈ�Ì3=VÉgH:I�Ç�[\=!Ï

t ∈ (a, b)
cÿÏhÎ

Ω
ÏðÍhÎ

7VÌ 5 Hr= 5 ÏYFðÇ 5 7VÏg7VÏÿÈ�?¯Ç 5 cQ= 5 7VÏ,A�ÊK| È�?¯Ç 5 Ì3=uF�ÊÄÏ 5 ? Ï�È�?¯Ç 5 Ï 5 ÎWÊÄÏhÉ N�¼����ñzªZ�¦��üZ¥���©���¥��¦�p������ãr� ïó ����n�¨�n��¤o�¦�n©����nªZ�� ¡�����¦�n©­©��n�����o©��'ä6����ªZ¥¨ ��n�fæ¦�� ¡�n���o�8�­©��n�
���Z©�����æ��n�Z©Ä�n�¨�n�����@ �� �z���ô j©��¦���z�����¦��éµú � ¤Z���n©����nªZ�� ��p��ã-�� /å?�¦��©����¨æ��� ��n���Z�p���o�­�� -¤o�¦�n��÷z�n���
�o�Î¤Z�Z©Ä§<�¦���p��©��'ä6�����Z¥¨ zí��¦�Î�¦÷G�����o�p�������¦��©�¤o�¦�n§n���Z©õ�n��æ��� ��n���Z�p���¾¤Z�¦�n��÷n�n����Ã�¤Z�o���n�E �©�©��G¤o��ª� ��
¥����z��¥­�n¥ �n�fæ¦�� ��n���Z�p�@íE¤o�Z���n�ö �©�©��6¤Z��ªj ¡�a¥¨ ¾äG��¥­�z¥��z�aæ¦�� ��n���Z�p�@íE�'�%¤Z�o���n�Q�z�/�� �©��¦���z�����¦�
�z�n���n��¥¨�o�n©����¦�n�n�o������é\�¼�Z©�¤o�¦�n§n���Z©%©� ¾����©�å?�¦�p���n�a©�£6©���üo¥¨�/��ïø���nªoî8�» ¡�����¦�n©%�n�¯�^ªo���Z�p�����Z�����o©��¦���n� þ
�n ������Z©�§» ¡�� �¥�ªo����ª­§» ¡�������n�����@ ��

t = u
�n���� �����æ¦�n���n�­�n�ç�¦�@ ¡��«?¤oåOé³�n�r���� @�¡ ����¸§n��ªZ¤oªZ�n�o�8�	�n��)�¦��÷<�@ ��z���@í � �¦�n�n�Z ���i �Á�nm ¬ é!�K %¤Z�¦¥�§» ��� ���©��¦�j�Z�p������¤o�Z©�¤Z�¦�z§n���o©)§<�Z��¥¨�'�)�z��¤o�¦�n¤Z���n���Äî8�n���ô 

©��¦���G���������Z©���ªoæp ����Äã��� %©��¦���G���������n�n���z��¥��Z�n©����¦�n�z�Z������é
����§<�Z�G���� ¡§n§n���6¤ìñn�o�)�n�¡�����	��ñnªo�¦��üo¥¨�	��ïø�n����ªZ©��z���ì ¾�)�z�¤�³ªZ���o�p�I�'��¤Z��¥¨§n��ªZ¥��o�� ������I�����¦�z�¦ª

��ªZ¤o�Z¥�¥¨�o�8��§» ����® ������» ¢ið�%{��nmc�Z�±�n��¥��Z�z©������
2
§<�¦�n�	¤Z�Z���ì ����n�Z©	ªZî8�» ¾�������n©�î8�» ¡©��������nªZ ������Z©õ�n�
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f(c) = 0
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f(u0) = 0
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ε > 0

���o��î8�n�«=  ¬ �¦�j÷n���Z� f �o©����nªo¤Z������©�©� ��p����«= ��j©��Z�z©)�� ���æ¦� ¬ ©��z� (u0 − ε, u0 + ε)
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u0 ∈ Za«?÷ ¬ ����÷n���Z� f > 0
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(u0, u0 + ε)
í8�o�¼�¦���n�ç�¢î8�n�

u0 ∈ Zb
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ÏðÍhÎY? Ì
H®Ç>? Ï,A�Ï 5 Î�}�Í,J3AZ9hÎNÉhÊÄÏ
ÉÆÇ�7%ÊNÇ>? Ï:c�ÍSR ÊK?;Ï��|Ê ÍhÎ¡Ïn= 5 Ï'Í,=VÊ�Î�Ï~7'9 5 Ì3AEF�ÉÆÇ�F\? Ïn7VÏ
BkÌ 5 HhÎNÊÄÌ 5 Í

(ui)i∈I

ÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5 ÍY7VÏ
∆pui + f(ui + Ci) = 0

Í,=,É
IRn

Î¡Ï,?K? ÏY[\=�Ï
u =

∑

i∈I

ui

ÏhÎh[\=�Ï






ui = 0
Í,=VÉ

IRn\BRi

ui = ci > 0
Í,=,É

Bri

ui
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i
ÏhÎ
j
c�Ì 5 Ç�Ì3=�F�ÊÄÏ 5
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⊂ Bri

c�Ì3=uF�ÊÄÏ 5
BRi

⊂ Brj N
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p > 2
c
B = B(0, 1)

?¯Ç{FhÌ3=@? ÏC= 5 Ê�Î�9_7VÏ
IRn

c
f
= 5 ÏQBkÌ 5 HhÎWÊÄÌ 5 HðÌ 5 ÎNÊ 5 =�ÏgL>9hÉhÊ j�Ç 5 Îi?�R I'JðÈ�Ì3|ÎKISDðÍFÏ&^w�ib
c?ÏhÎ

u ∈ C1
(

B
) = 5 Ï;ÍFÌ3?�=,ÎNÊÄÌ 5 7VÏ







∆pu+ f(u) = 0
Í,=,É

B
u ≥ 0

Í,=VÉ
B

u = 0
Í,=,É

∂B

Ç>L%Ï:H
∆pu =

7%ÊKL
(|∇u|p−2∇u) N W�ÌnÊ�Î

M = |u|L∞(B) N�� 5 Í,=FÈ�È�ÌFÍFÏg[\=!Ï
u ∈ C2 ({x ∈ B,∇u(x) 6= 0}) ∩ C1,γ ({x ∈ B, u < M})
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Ì3X
γ > 1

p−1 N W!Ê(?�R Ï 5 ÍFÏ,AEF\? Ï
I := {x ∈ B, ∃u0 ∈ Zb\ {0} , u(x) = u0, ∇u(x) = 0}

ÏðÍhÎiLFÊG7VÏ:c�Ç>? ÌnÉsÍ
u
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p−1
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f(u(x0)) 6= 0
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Ω∞ = IR2×(−1, 1)
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x = (x′, x3)
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x′ = (x1, x2)
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u = (u1, u2, u3)
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(λ+ 2µ)∂11u1 + µ(∂22u1 + ∂33u1) + (λ+ µ)(∂12u2 + ∂13u3)

(λ+ 2µ)∂22u2 + µ(∂11u2 + ∂33u2) + (λ+ µ)(∂21u1 + ∂23u3)

(λ+ 2µ)∂33u3 + µ(∂11u3 + ∂22u3) + (λ+ µ)(∂31u1 + ∂32u2)
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






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
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

µ(∂3u1 + ∂1u3)

µ(∂3u2 + ∂2u3)

λ(∂1u1 + ∂2u2) + (λ+ 2µ)∂3u3
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λ, µ > 0
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M = (MS,MA)
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ζ(x′) = (ζ1, ζ2, ζ3)

í»�'�(�nªoû»�z�µ§n ��
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(MSζ)1 = ∆′ζ1 +

(

3λ+ 2µ

λ+ 2µ

)

∂1

�n�ç� ′ζ

(MSζ)2 = ∆′ζ2 +

(

3λ+ 2µ

λ+ 2µ

)

∂2

�n�ç� ′ζ

MAζ = ∆′2ζ3
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∆′ = ∂11 + ∂22

�'���� r�n�����Z��æ��Z�n¤o��÷n���n��¥��Z�n©����¦�z�n�Z������§<�¦���ì ��p���n�n��î6�z�Z¥��Z�p��©��n�����Z©%�n�o�Gäa§n���o¥¨��üZ���Z©%¤Z�¦¥�§<�¡þ
©� ��p���o©)�n�

ζ
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x3

Ã

vs(x) =
1

2
(v(x1, x2, x3) + v(x1, x2,−x3))

�o�
va(x) =

1

2
(v(x1, x2, x3) − v(x1, x2,−x3))
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u = (u1, u2, u3)
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uS = (us
1, u

s
2, u

a
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uA = (ua

1, u
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s
3)
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Lu = −f ©��z�
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Bu = g
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L(uS) = −fS

B(uS) = gA

�o� {

L(uA) = −fA

B(uA) = gS
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ζ(x′)
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ζ = (ζ1, ζ2, ζ3)
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(ζ1, ζ2)

US(ζ) =


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ζ1 +
λ

λ+ 2µ

x2
3
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∂1

�z��� ′ζ

ζ2 +
λ

λ+ 2µ
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∂2
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− λ

λ+ 2µ
x3
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
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ζ3

UA(ζ) =

















−x3∂1ζ3 + a(x3)∂1∆
′ζ3

−x3∂2ζ3 + a(x3)∂2∆
′ζ3

ζ3 +
λ

λ+ 2µ

x2
3
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∆′ζ3












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a(x3)
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x3
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a(x3) =

(

3λ+ 4µ

λ + 2µ

)

x3
3

3!
− 2

(

λ+ µ

λ+ 2µ

)
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ζ
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U(ζ)
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ζ(x′) = (ζ1, ζ2, ζ3)
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Í,=,É
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LU(ζ) = 0
Í,=,É

Ω∞
BU(ζ) = 0

Í,=VÉ
∂Ω∞
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u
= 5 Ï;ÍFÌ3?�=,ÎNÊÄÌ 5
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7VÏ

{

Lu = 0
Í,=,É

Ω∞
Bu = 0

Í,=VÉ
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C, p > 0
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|u(x)| ≤ C (1 + |x|)p Í,=VÉ
Ω∞

� ? ÌnÉsÍfÊK?øÏ��|Ê ÍhÎ�Ï�= 5 È�Ì3?�J 5(' A�Ï
ζ(x1, x2)
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p
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ÏhÎ
u = U(ζ) N

o|o



t��¦�n©õ©����nñ» ��ç���¦�n©õ¥¨ ����8���Z�» ¡�8�I¤Z�¦�p����ÿ¦���Z�����Z©õ�nªo§n�ô �¤o�Z¥��Z�p��©
u
�Z�rå?�¦�z¤o�����¦���n�o©õå?�¦��¤o�Z©õ�n�

���¦���z¥¨� −f = Lu
�o���n�o©%å?����¤Z�o©%�n�j©��n��å= �¤Z�

g = Bu
é�ý�¤Z ��n©��/�z�a�n�_£¦ ��a�z�¦�U�����ç�6�ô ��¢�n�

�:ïó��§³ªo�� ¡���Z�n�)�n�­� ïøªZ�� �©�����¤o����ª	�����nª@ ¡�����¡í»�¦�r�n�­§<�Z�G�õ§» �©�÷<�¦���n�Z���:ïó���p��ªZæ��� �������ªÄ�n�o©õ�nªZ§z�ô �¤o�Z¥��Z�p��©
¥¨ ���©)©��Z�n���Z¥��Z�p�Ä�n�n�)
y§» ����������ìé®òy����äG��©������Z�r�h�^�'�õ�n�n�*
y§» ��������	�n�¦�r÷<�¦���zªZ����î8�n�E�o©��õ�����n�_£p ¡�
©��n���¡ ��p�ÄÃ

P2,4 =
{

v ∈ C2(Ω∞), Lv = Bv = 0, ∃C > 0, |vS(x)| ≤ C(1 + |x|)2, |vA(x)| ≤ C(1 + |x|)4
}

òy�G©Zïó �æ¦�ç����ïø�n���o�n©��o¥­÷n���¼�n�Q§<�¦��£6�nÿ¦¥��Z©µ�Z�
(x1, x2, x3)

í¡�z�¦�p� ���o©�§<�¦��£6�nÿ¦¥��Z©¸©�£6¥�ªo������î8�n�o©E©��¦�p�
�z�­�n�Zæ���ª% ��r§n���n©�ªoæp ��¸ãj�T«=� ïø�¦���n�����n�­� ïø�¦§<ªZ�� ¡���o�n�

MS ¬ �'�õ�n�¦�p�õ���Z©�§<�¦��£6�nÿ�¥¨�o©� ��p����©�£6¥�ª'þ������î6�z�Z©(©��¦�p���n�Ä�n�oæ¦��ª	 ��/§n���z©öªZæp ��Kã�l'«=�:ïó�����n���õ�n�Ä� ïø�¦§³ªo�� ¡���Z�n�
MA ¬ é

t��¦�n©4 ������¦�n©µ�n�¦�z�n�Z�E�z�n�ö�Z©�����¥¨ ¡�����¦���n�n��å?����¥��¢�» ¡�n© �n�Z©��n�¦��¥��Z©��n�(è%»¦���n�Z�?«=�n���n©E�n�¦�z�n�'þ
���¦�n©(§n���n©ö�ì ����/�z�Z©��Z©�����¥¨ ¡�����¦�n©ö ¡�» �����æ¦�n�Z©ö�n ��n©(�n�Z©��n�¦��¥¨�o©ö�n���G�¦÷<�¦���'���n�n�çå?�¦��¥��Z© ¬ éGýI���z©��§<�¦�n�)�n�n�	å?�¦�n¤o�����¦�

v
�n�oûn�n����©��n���z��©��¦�z©�þy�o�n©��o¥­÷n���­�¦�z���Z���

A
í<�n�¦�z©��n�����¦�n©I�� �©��Z¥��çþ��n�¦��¥��

�z��è*»¦���z�Z�ö§<�¦�n�
α ∈ (0, 1)

[v]α;A = sup
x,y∈A, x6=y

|v(x) − v(y)|
|x− y|α

� ���n©(æ¦ªZ�nªo�� ����Z¥��Z�p�(�n�¦�z©��� �§n§<�Z���¦�n©ö���o©(�n�¦��¥��Z©

|v|k+α;A =

k
∑

j=0

|Djv|α;A

 @�¦�o¤ |v|α;A = |v|0;A + [v]α;A

�o� |v|0;A = sup
x∈A

|v(x)|

�µ�¦�n��§n���o�n�n�����o�-¤o�¦¥¨§G���Ä���õ�n�_£¦ �� P2,4

�n�Ä� ïø�¦§<ªZ�� ¾���Z�z���z�	�:ïóªo�ô �©�����¤Z����ª�íG�n�¦�n©(©���¥¨¥��Z©(�» ¡���Gþ
���Z�����Z¥��Z�p�� �¥¨�o�nª% ��nª'û»�n���õ�� �©��o¥¨� þy�n�¦��¥¨�	©��z���¡ ��p����©��n�Ä�n�Î�¦�z�¦�o���

A
î8�n�o��¤Z���nî8�n�%¤Z�¦�p���o�8�

�n ��n©
Ω∞

Ã
Nk+2+α;A(u) = sup

x∈A

inf
P∈P2,4

|u− P |k+2+α;B1(x)∩A

�õ�sr¡¤Z��ã�¤o�o������©��Z¥��çþy�z�¦��¥��¨��� �n��¤o�¦�n©��o�����/î8�n���ô �§» ¡�������¨÷<�¦���nªZ���z�U�nªZ§n�� �¤Z�o¥¨�o�p�@é]���f 
 ¡���n©���� ïø�Z©�����¥¨ ¡�����¦���o������§z����î8�n�I©��n���¡ ��p���
T �K�eG!EH]V_0R¿��Ô¤~U/ÆQ;X�DFMW_0�,DHMNG�C×JKC@M^bdG!En_0R

C2+α 2´ ?KÏ��|Ê ÍhÎ¡Ïr= 5 Ï_HðÌ 5 ÍhÎÄÇ 5 Î�Ï
C > 0

Î�Ï,?K? Ïe[\=!Ï½ÍhÊ
u

ÏðÍhÎQ= 5 7'9¡È�?¯Ç'HðÏ,A�Ï 5 ÎQ7VÏ;É�9<;>='?¯Ç%ÉËÊ�Î�9
C2+α(Ω∞)

cÇ>? ÌnÉsÍaÌ 5 ÇE?�R ÏðÍhÎWÊKAZÇ%ÎNÊÄÌ 5 Í,=VÊKLnÇ 5 Î�Ï
N2+α;Ω∞

(u) ≤ C (|Lu|α;Ω∞
+ |Bu|1+α;∂Ω∞

)

7'DðÍC[\=!ÏC? ÏðÍY7VÏ,=!�ZA�Ï,AEF�ÉsÏðÍg7VÏe?�R Ê 5 9<;�Ç>?ûÊ�Î�9½ÍFÌ 5 Î#j 5 Ê Í N�K �§z���Z�G�¦���n��¤Z����ñnªZ�¦��üZ¥���©���å= ����)§» ��)� ïó �÷n©��n���n��æ¦�sr¡¤Z��ã��z��¤Z�¦�p����ÿ¦����©��z�
u− P

�|­
P
�Z©��

�z��§³����£6�nÿ¦¥����z� P2,4

é��¼�­¤Z���8����ÿ¦����©��n�
u − P

�z��������©��Ä�ô %��ñnªo�¦�������n�o©��Z©�§» �¤o�Z©õ�n�­�G�¦÷<�¦���'��ã
§<�¦���n©¼§<�¦�n�Q�:ïó��§³ªo�� ¡���Z�n�¢�n�(�K �§n�ô ¡¤Z�I©��n�

IRn
íz�zªo�¦�o���¦§z§³ªo�õ�Z�p�����Ä ��z�����Z©ö§» ¡�¼ýI¥������n¤ìñn�fi	q%l�znm:í

ý)¥¨���¦�n¤ìñn�¡í@�Ä���� ��n�ç�@í��Ä�����¦�����*i	q%l�jHm é@�¼�����¦�n©	 ��n©�©���#)�|�o���_�<í �  %�¡ïø£¦ zí Â �¦©�©�¥¨ ��n�wi	ln�kznm:é@t��¦�n©
o%}



¤o�¦�¾���o¤o���z���¦�n©¸� ïø�'äG��©����o�n¤Z�c��ïø�n�n�¢��ñnªZ�������4©���¥����ô ¡�����¸�n�Z©µ�Z©�§» �¤o�Z©E�n�¼�G�¦÷<�¦���o�Äã(§³�����n©K§<�¦�n�µ� ïø�¦§³ª�þ
�� ¡���o�n�¼�z��� ïøªZ�� �©�����¤Z�ç��ª(©��z�Q�n�n��§z�ô �î8�n�)���zû»�z���

Ω∞
í8��ñzªZ�¦�����Iî8�n�³��¥�§n����î8�n�Z�� ����4�n��©¼��ªo©��n�ç�ì ¡��©Q�n�

å= ¡ùZ�¦�j§n���n©(�n�����Z¤o����é
�I�o©¼�o©�����¥� ¾�������n©E�n�)è%»¦���n�Z�4��ïø�¦���n����§n���z©cªo��ª'�¦ª

Ck+2+α
î8�n��¤Z�Z�����o©c�z�¦�n�nªo�Z©¼�n ��n©c���ö��ñnªo�¡þ

��üZ¥��;lné	l¨©��¦�p�)��÷z���o�6�z�Z©(å= �¤Z�����Z¥��Z�p�( @���Z¤	�n�������Ä¥¨ª'��ñn�6�n��é
òy�n©���©����¦�n©%©��n�%����å= ��ç��î8��ïó���W rªo�6���n�Z¥��Z�p���n�Z©%�o©�����¥� ¾�������n©­©���¥¨���ô ������o©	�n ��n©%���o©��Z©�§n �¤Z�o©

W k,p
¥­�n�z�µ�z���n����¥��Z©��n�n��å?����¥��Z©Zé®úE�� ��p�I�n���n�nª	�n���¦�z���Z���

A
î8�n�Z��¤Z�¦�nî8�n�¡í³�����nª'û»�n���)§<�¦�n�

1 < p < +∞ �'���n�n�õå?�¦�n¤'�������
u
�ô ­�n����¥��

|u|Lp+-, ù . (A) = sup
x∈A

|u|Lp(B1(x)∩A)

�'��§n���n©öæ�ªZ�nªo�� ����Z¥��Z�p��§³�¦�z�Q���¦�z�
k
��ªZ�Z�2§<�¦©������çå

|u|W k,p+/, ù . (A) = sup
x∈A

|u|W k,p(B1(x)∩A)

���- �©�©��G¤o���Ä ��z©�©��µ ��j�n�_£¦ �� P2,4

�ô ­©��Z¥��çþ��n�¦��¥��

NW k,p+-, ù . (A)(u) = sup
x∈A

inf
P∈P2,4

|u− P |W k,p(B1(x)∩A)

ý)���n©����¦�- ����
T �K�eG!EH]V_0R¿��Ô��l/ÆQ;X�DFMW_0�,DHMNG�C×JKC@M^bdG!En_0R

W 2,p021�3 4 2´ ?@Ï��|Ê ÍhÎ¡ÏC= 5 Ï_HðÌ 5 ÍhÎÄÇ 5 Î¡Ï
C > 0

Î¡Ï,?K? Ïg[\=�Ï;ÍhÊ
u

ÏðÍhÎ�= 5 7'9¡È�?¯Ç'HðÏ,A�Ï 5 Îi7VÏ�É�9<;>='?¯Ç%ÉhÊ�Î�9
W 2,p5 687 (Ω∞)

cÇ>? ÌnÉsÍaÌ 5 ÇE?�R ÏðÍhÎWÊKAZÇ%ÎNÊÄÌ 5 Í,=VÊKLnÇ 5 Î�Ï

NW 2,p9;:=< > (Ω∞)(u) ≤ C

(

|Lu|Lp9;:=< > (Ω∞) + |Bu|
W

1− 1
p ,p9;:=< > (Ω∞)

)

7'DðÍC[\=!ÏC? ÏðÍY7VÏ,=!�ZA�Ï,AEF�ÉsÏðÍg7VÏe?�R Ê 5 9<;�Ç>?ûÊ�Î�9½ÍFÌ 5 Î#j 5 Ê Í N
ã�� Ú h/SpDGM�JLB DGM t4v S�R2XOXOMyV)DGMONQPIR2S�M v DGH�wzM�R2P�wnR2S�V t P)w�P v J t }I~2XORr}IRrV�XOB4NQP)R

¢ v MOR R v H2XOB4S8DGMO�^M�DGH X�M v H2BcMywzR à Ú ë@ä
å�æ�çhè�é3æ

�ÿókôeí�õ�ö�÷ðí�ïsì�ñ�ókìeí�ô�ìeï½ìeókô�ùHïsúûú�ï(÷sñ¡ôeþ�ï�þ�ïðí�÷:�nôVë�ñ¡ò�ókìeí�þ�ï½ú�� ÷sú¯ëkí�ñ¡ò�îsòûñ�÷;úûòûìe÷Ëë�òûö�ï;õ"ókô�öô�ìeïÿõ�ú¯ë���ôeïh"eì�ò�ï
ω × (−1, 1)

ó@?
ω

ïðí¡ñpô�ìaókô�ùHïsö¡ñ�þ�ï
IR2 	�A ô�ì�ñ�ïsö¡ý(ï?õ�ö��ðí,�%ï�ª|õ"ókìeïsì��ñ¡ò�ïsúûú�ïsý(ïsì�ñ\þ�÷ðîsö�ókò�íÜíÜë�ìnñ\ïsì;ú¯ë�þ|ò�í¡ñÜë�ìeîðï�õVë�öKöÜë�õ�õ�ókö¡ñ@ë�ôC��ókö�þ;ú¯ë�ñ�÷söÜë�ú

∂ω× (−1, 1)
�Hìeókôeíó���ñ�ïsìeókìeíaþ�ïðí�ïðí¡ñ¡òûý�ë�ñ¡ò�ókìeíaïsúûúûòûõ�ñ¡ò��nôeïðízÓ

W k,p ïsñ
Ck+α ß(í¡ô�ö�ú�ïðí�þ�÷sõ�ú¯ëkîðïsý(ïsìnñ�í,�pô�ì�òÃ�ü�ókö¡ý(ïðí�®(ú�� òûì�ñ�÷sö¡ò�ïsô�ö�þ�ï�ú¯ë�õ�ú¯ë��nôeï�ïsìZü�ókìeîsñ¡ò�ókì�þ�ïðíøü�ókö�îðïðíÿï�ª%ñ�÷sö¡ò�ïsô�ö�ïðí¨	p�ÿókôeíÿþ�ókì�ìeókìeíë�ôeíÜí¡ò�þ�ïðí�ïðí¡ñ¡òûý�ë�ñ¡ò�ókìeí?îðókìnñ¡ö�ókú¯ë�ìnñ�ú�ïðíÿþ�÷®ü�ókö¡ý�ë�ñ¡ò�ókìeíÿþ|ô�þ�÷sõ�ú¯ëkîðïsý(ïsìnñ?ñ¡ö¡ò�þ|òûý(ïsìeí¡ò�ókì�ìeïsúõVë�ö?ú�ïðí?þ�÷®ü�ókö¡ý�ë�ñ¡ò�ókìeí�þS� ô�ìeï)õ�ö�ó\�¡ïðîsñ¡ò�ókìM��ò�þ|òûý(ïsìeí¡ò�ókì�ìeïsúûú�ï(þ|ô�þ�÷sõ�ú¯ëkîðïsý(ïsìnñ�ñ¡ö¡ò�þ|òûý(ïsì��í�ò�ókì�ìeïsú�	

o|{



�� ¡�n©¢¤o�o������©��Z¤'�����¦���n���n©¢���Z§n���Z�n���n©¢���(§n���¦÷z��üZ¥��öªo���n�n��ª)ãÄ�ô õ©��Z¤o�����¦�¨§n��ªo¤Zªo�n�Z�p���)¥� ¡��© ��¤o�
©��n�¼�z�n�I§n�� �î8�n��î6�z�^��ïø�Z©��Q§» �©¢���zûn�n���¡é6�G�¦���

ω
�z���¦�z���Z���¼�n�

IR2 î8�n�Z��¤Z�¦�zî6�z�f«=ª'�¦�Z�p���n�Z�����Z¥��Z�p�
�z�¦�-÷<�¦���nªõ�o���n�¦�/��ªoæ¦�n�����Z� ¬ é°�õ�j¤o�¦�n©����nüZ������ ­§n�ô ¡î6�z�	©��n���¡ ��p���

Ω = ω × (−1, 1)

t��¦�n©(�n�����¦�n©(�n��©��
(x′, ω)

�� ­�n��©��ì ��z¤Z�Ä��ïø�n�-§<�¦���8�
x′ ∈ IR2

ã
ω
ín�'�

Ωd = ωd × (−1, 1)
�|­

ωd =
{

x′ ∈ IR2,
�n��©��

(x′, ω) < d
}

�µ�¦�n�(�n�/�Z�n©��Z¥­÷z���Äî8�n�Z��¤Z�¦�nî8�n�
A ⊂ Ω∞

í»�n�¦�n©(�nª'û»�n��©�©����n©

Nk+2+α;A(u) = sup
x∈A

inf
ξ∈Ξ(x′)

|u− U(ξ)|k+2+α;B1(x)∩A

�%­
Ξ(x′) = {ξ ∈ C∞(B2(x

′)), Mξ = 0
©��n�

B1(x
′)}t��¦�n©õ�z��������©����n©I���Z©�¥Z�Z¥��Z©õ�n�¡�ì ¡�����¦�n©)î8�n�%�» ��n©õ�� �©��o¤o�����¦�Î§n��ªo¤Zªo�n�Z�p����§<�¦�n�����Z©õ�¦§<ªZ�� ¡���o�n��©

M,L,B
ét��¦�n©(���p�����6�n�n��©��¦�n©ö ¡�n©�©��µ�� ­�n���� ¡�����¦�

∂∗Ωd

§<�¦�n�ö�nªo©���æ��n�Z�(���õ÷<�¦���/�z�
Ωd

�'äG¤Z�o§z��ª	���o©ö÷³�����n©
�� ¡��ªo�� ��6ärÃ

∂∗Ωd = (ωd × {+1}) ∪ (ωd × {−1})t��¦�n©� @�¦�¦�n©) ����¦��©ö���õ��ªZ©��n���� ¡�(©��z���¡ ��p�
T �K�eG!EH]V_0R¿��Ô¤�U/ÆQ;X�DFMW_0�,DHMNG�C×MNC�DF�eEnMNRVJ�EnR

Ck+2+α Y.G�J�E*JKCKR¿Y\U^��S�J�R
����R,L3[.G!EnI@X32
´ ??Ï��|Ê ÍhÎ�ÏM7VÏðÍ{HðÌ 5 ÍhÎdÇ 5 Î¡ÏðÍ

C, c > 0
Î�Ï,?K? ÏðÍM[\=�Ï�È�Ì3=VÉ�Î¡Ì3=VÎ�Ï%BkÌ 5 HhÎWÊÄÌ 5

u ∈ Ck+2+α(Ωd)
c 5 Ì3=eÍ

Ç>L%Ì 5 ÍÿÈ�Ì3=,É
d ≥ 0

Nk+2+α;Ω(u) ≤ C
(

|Lu|α;Ωd
+ |Bu|k+1+α;∂∗Ωd

+ e−cdNk+2+α;Ωd
(u)
)

7'DðÍC[\=!ÏC? ÏðÍY7VÏ,=!�ZA�Ï,AEF�ÉsÏðÍg7VÏe?�R Ê 5 9<;�Ç>?ûÊ�Î�9½ÍFÌ 5 Î#j 5 Ê Í N�I�Äå= �ùo�¦�j©���¥����� �������í8�n�¦�z©��z�����¦�z©�§<�¦�n�
1 < p < +∞ í

|u|Lp+-, ù . (Ω) = sup
x∈Ω

|u|Lp(B1(x)∩Ω)

�'��§n���n©öæ�ªZ�nªo�� ����Z¥��Z�p�
|u|W k,p+-, ù . (Ω) = sup

x∈Ω
|u|W k,p(B1(x)∩Ω)

t��¦�n©(���p�����6�n�n��©��¦�n©ö�� ­©��Z¥��çþ��n�¦��¥¨�
NW k,p+/, ù . (Ω)(u) = sup

x∈Ω
inf

ξ∈Ξ(x′)
|u− U(ξ)|W k,p(B1(x)∩Ω)

t��¦�n©� @�¦�¦�z©I ����¦��©¼� ïó ��» ����¦æ¦�n���z�/��ñnªZ�¦��üZ¥��;lnéuo�§<�¦�n�(���Z©ö�Z©�§» �¤o�Z©
W k+2,p+/, ù . Ã

o%j



T �K�eG!EH]V_0R¿��Ô��U/ÆQ;X�DFMW_0�,DHMNG�C×MNC�DF�eEnMNRVJ�EnR
W k+2,p021B3 4 Y.G�JKE�J@C�R
Y@UN��S�JKR
����RVL'[.G!EnI@X­2

´ ?�Ï��|Ê ÍhÎ¡Ïz7VÏðÍÉHðÌ 5 ÍhÎÄÇ 5 Î�ÏðÍ
C, c > 0

Î¡Ï,?K? ÏðÍ{[\=�Ï�È�Ì3=VÉ�Î¡Ì3=VÎ�ÏfBkÌ 5 HhÎWÊÄÌ 5
u ∈ W k+2,p5 687 (Ωd)

c 5 Ì3=eÍÇ>L%Ì 5 ÍÿÈ�Ì3=,É
d ≥ 0

NW k+2,p9;:=< > (Ω)(u) ≤ C

(

|Lu|W k,p9;:=< > (Ωd) + |Bu|
W

k− 1
p ,p9;:=< > (∂∗Ωd)

+ e−cdNW k+2,p9;:=< > (Ωd)(u)

)

7'DðÍC[\=!ÏC? ÏðÍY7VÏ,=!�ZA�Ï,AEF�ÉsÏðÍg7VÏe?�R Ê 5 9<;�Ç>?ûÊ�Î�9½ÍFÌ 5 Î#j 5 Ê Í N
Â �Z¥¨ ���î8�n���n©õî8�n�%���Z©õ�o©�����¥¨ ¡�����¦�n©Iî8�n���z�¦�n©	 @�¦�¦�n©Ä�¦÷G���Z�8�n�o©Ä�» ��n©õ���­¤@ �©Ä��ïø�n�n��§z�ô �î8�n�

���zû»�n���
Ω∞ = IR2 × (−1, 1)

©����8���n�u¤Z�¦���¦���� ���������¥¨¥�ªZ�z�ô ¡�I�n�Z©	�Z©�����¥¨ ¡�����¦�n©I���p��ªo�����o�n���o©Äî6�z�
§z��ªZ¤oüZ�n�o�p�f«=��¤Z�

d = +∞ ¬ éýK�¡ ��p���n��ûn�n���(¤Z�'�����­©��o¤o�����¦��í<�n�¦�n©)�n�¦�n�z�¦�n©I�z�n�­�Z©�����¥� ¡�����¦�j�n�	�y£6§³�%�6�¦÷³�����o�<í®¥¨ ���©(�n�
�n ¡���n���Ä�n�¤�³ªZ���Z�p���¡é»ýI�/�����o����ï	�o�����Ä�n�n��å?����¥���íz�o�����õ�Z©������8��ªZæ¦�� ����¡é�µ�¦�n�4¤Z�o�ô zí�ªo�ì ¡�8�c�n���n�nªZ���n�n�öå?�¦�z¤o�����¦�

h = (h1, ..., h11)
�nªoûn�n���(©��z�

ωd

íp�n���n©4�nªoû»�z��©�©��¦�n©c©��¦�
y�'ä6���o�n©����¦�j�������n��¥��Z�z©������n�n�Z��������§» ��

P0(h) =























h1 + x3h4 +
x2

3

2!
h7 +

x3
3

3!
h10

h2 + x3h5 +
x2

3

2!
h8 +

x3
3

3!
h11

h3 + x3h6 +
x2

3

2!
h9























t��¦�n©(�n�����¦�n©(§» �� P �:ïó�o©�§» ¡¤Z�õå?�¦��¥�ªõ�n�õ���o�����Z©Qå?�¦�n¤'�����¦�n©õÃ

P =
{

P0(h), h ∈ H2(ωd)
}

t��¦�n©��nªoûn�n��©�©��¦�n©)�ô %§n���Á���Z¤o�����¦�/÷n���n��¥��Z�n©����¦�z�n�Z�����;� ���Á�
|P(u)

í»�|­¿� ���¾�
|P
�Z©��I�^ïó��¥¨§<�¦�����õî8�n�Z�

§z���¾���o¤o���o�n���z�
L2([−1, 1])

©��n�
IR11 í(î8�n���o©����» ¡���z���Z�����o¥¨�o�8�/ª'���Z�z�n� ãf�n��§n���¾���Z¤'���Z�z���n�

H2(Ωd)
©��z� P é!t��¦�n©(�n�¦�n�z�¦�n©�¥� ����p���Z�n ��p�ö�n�n�	�Z©�����¥¨ ¡�����¦��©��n�

w = u− � ���¾�
|P(u)

T �K�eG!EH]V_0R¿��Ô�o�/ÆQ;X�DFMW_0�,DHMNG�C×MNC�DF�eEnMNRVJ�EnR
W k+2,p Y.G�JKE�J@C�R
Y@UN��S�JKR
����RVL'[.G!EnI@X­2

´ ?�Ï��|Ê ÍhÎ¡Ïz7VÏðÍÉHðÌ 5 ÍhÎÄÇ 5 Î�ÏðÍ
C, c > 0

Î¡Ï,?K? ÏðÍ{[\=�Ï�È�Ì3=VÉ�Î¡Ì3=VÎ�ÏfBkÌ 5 HhÎWÊÄÌ 5
u ∈ W k+2,p5 687 (Ωd)

c�Ì 5 ÇÈ�Ì3=VÉ
w = u− � ÉðÌ v

|P(u)
ÏhÎ
È�Ì3=VÉ

d ≥ 0 º
|w|W k+2,p(Ω) ≤ C

(

|Lu|W k,p(Ωd) + |Bu|
W

k− 1
p ,p

(∂∗Ωd)
+ e−cd|u|W k+2,p(Ωd)

)

7'DðÍC[\=!ÏC? ÏðÍY7VÏ,=!�ZA�Ï,AEF�ÉsÏðÍg7VÏe?�R Ê 5 9<;�Ç>?ûÊ�Î�9½ÍFÌ 5 Î#j 5 Ê Í N

o%z
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å�æ�çhè�é3æ
ê�ë�ìeí(îðïsñ¡ñ�ïZí�ïðîsñ¡ò�ókìTìeókôeí(îðókìeí¡ò�þ�÷sö�ókìeí;ô�ìeïfõ�ú¯ë��nôeïaúûòûìe÷Ëë�òûö�ïsý(ïsì�ñ�÷sú¯ëkí¡ñ¡ò���ôeï

Ωε =
ω × (−ε, ε)

þS� ÷sõVë�ò�í�íÜïsô�ö
2ε

õ�ókô�ö�ô�ì'ókô�ùHïsö¡ñ
ω

þ�ï
IR2 	(C�ì
ï��"ïðîsñ¡ôeï�ô�ì¿î��Vë�ì��Hïsý(ïsìnñþS� ÷ðî��eïsúûú�ï(õ"ókô�ö�í�ï½öÜë�ý(ïsìeïsö�í¡ô�ö�ô�ì'ókô�ùHïsö¡ñ�"�ª|ï
��þeë�ìeí�ú�ï:�nôeïsúKókì�ë�õ�õ�úûò���ôeï;ú�ïðí�ïðí�ñ¡òûý�ë©�ñ¡ò�ókìeí@ô�ì�ò ü�ókö¡ý(ïðí\ó���ñ�ïsì�ôeïðípþeë�ìeíKú�ïðí\í�ïðîsñ¡ò�ókìeí@õ�ö�÷ðîð÷ðþ�ïsìnñ�ïðí¨	DC�ì�ó���ñ¡ò�ïsì�ñ.þ�ïðí@ïðí¡ñ¡òûý�ë�ñ¡ò�ókìeíþS� ïsö¡ö�ïsô�ö½ókõ�ñ¡òûý�ë�ú�ïðí�ïsìnñ¡ö�ï�ú¯ëfí�ókúûô�ñ¡ò�ókì'ñ¡ö¡ò�þ|òûý(ïsìeí¡ò�ókì�ìeïsúûú�ïaïsñ�ô�ìeï(õ�ö�ó\�¡ïðîsñ¡ò�ókìÉ��ò�þ|òûý(ïsì��í�ò�ókì�ìeïsúûú�ï�þ�ï�ú¯ë½í�ókúûô�ñ¡ò�ókìfñ¡ö¡ò�þ|òûý(ïsìeí�ò�ókì�ìeïsúûú�ï
	

t��¦�n©�¤Z�¦�n©����nªo���¦�z©��n�n�/§n�� �î8�n�
Ωε = ω × (−ε, ε) �n���8�¨� ïøªZ§n ���©�©��Z�z� 2ε

�Z©����n�o©������nªo��ã
���Z�n�z�������Z��©;�oªZ���né�� ïø�Z�n©��Z¥­÷n���

ω
�o©��õ�n�r���z�¦�o���õî8�n�o��¤Z���nî8�n�3«=ª'�¦�o�8���n�Z�����o¥¨�o�8���n�¦�r÷<�¦���nª��o�

�z�¦����ªoæ¦�n�����Z� ¬ �z� IR2
é³ý)§n��üo©�¤ìñ» ��næ��Z¥��Z�p�õ�n���¡ ����ô �÷z���Z©oíK«=¤'åOé��¼�� ������o��i�q|}%znm ¬ �¦��©��­�� ¡¥¨üo�n�­ã�:ïó���z�¦�o���(ûzäG�

Ω = ω × (−1, 1)
é#���-��÷z�����Z�p�(�n�Z©(�nªo§n�ô ¡¤Z�Z¥��Z�p��©

u
�nªoû»�z��©(©��n�

Ω
é����j§³��©��

eε(u) =





















e11(u) e12(u)
1

ε
e13(u)

e12(u) e22(u)
1

ε
e23(u)

1

ε
e13(u)

1

ε
e23(u)

1

ε2
e33(u)





















�'���¦�j�nªoû»�z�����ô �å?�¦��¥¨�õ÷z�������nª@ ¡������©��z�
H1ã äwå (Ω) × C∞

0 (ω × [−1, 1])

aε(u, v) =

∫

Ω

λeε
ii(u)e

ε
jj(v) + 2µeε

ij(u)e
ε
ij(v)

�'���ô �å?�¦��¥¨�õ�����nªZ ������I©��z�
C∞

0 (ω × [−1, 1])
Ã

l(v) =

∫

Ω

fv +

∫

ω×{+1}
gv −

∫

ω×{−1}
gv

§<�¦�n���z�Z©�å?�¦�n¤'�������n©
f ∈ L2ã äGå (Ω)

�'�
g ∈ H

1
2ã äwå (∂Ω)

é����!¤o�¦�n©����nüo���/ �������©­���Z©��nªo§n�ô �¤o�Z¥��Z�p��©
u ∈ H1ã äGå (Ω)

©������z�����¦�n©¼�n�-§z���¦÷n��üZ¥��õ©��n�ç�¡ ��p�ÄÃ

aε(u, v) = l(v), ∀v ∈ C∞
0 (ω × [−1, 1])

«Nlzéuq|q ¬
ý ¤Z��©��� ��n���z���ô %§n��ªZ©��o�p�ì ¡�����¦���z�¦�n©I§<�¦�n�������¦�n©(�� Á�����z���o�)�n�z��¤Z���n�n�������¦�/©��z�I���Ä÷<�¦���-�ô ¡��ªZ�� ��
∂ω × (−1, 1)

í2¤Z�Z§<�Z�z�» ��p���n�������%��ñnªo�¦�����%�nªZ¤o�Z©�©�������§n���n©��z���nª'�¦�Z���¦§n§<�Z¥��Z�p��©�§³���n���o�±���Z�n���
¤o�¦¥�§z���)�n�)å= �ùo�¦��©� ¡����©�å= ���©� ��p����«=ª'���n�z�)û»�n�I�n�Z©Q¤o�¦�n¤ìñn�o©Q����¥¨�ç���o© �» ��n©Q�z�Z©Q�n����¥��Z©c�n�n��å?����¥��Z©
 ¡�» �§z��ªZ�Z© ¬ é!�Iïó�o©����ô ­�� ���©��¦��§<�¦�n�ö�ô ¡î6�z�Z�����I�n���n©ö��ïø���p��ªoæ¦���¦�z©ö§» �©(¤Z�o©�¤o�¦�n�n�ç�����¦�n©ö ��6ä�����¥¨�ç���o©
�n ��n©(�ô �å?�¦��¥­�n�� ¡�����¦���¡ ����� ¡�����¦�n�n�o�����a«^lnéuq%q ¬ é

}¦�



òy�)�'äG��©������n�-����üo©��n�¦¥�÷n���o�GäW���� @�¡ ��GäW©��n�����Z©��Z©�����¥¨ ¡�����¦�n©%��ïø�Z�����Z�z��©��Z�p�����r�ô u©��¦���z�����¦�
�������n��¥��Z�n©����¦�z�n�Z�����	�n�Z©ÄªZî8�» ¾�������n©Ä�n�%� ïøªZ�ô ¡©�����¤Z�ç��ª������nªZ ��������'���z�±�nªo§n�ô ¡¤Z�Z¥��Z�p�Ä�n�Z#õ����¤ìñnñn�%�®þ�2�_�¦��©������z�����¦���n�o©¢ªoî8�» ¡�����¦�n©4�n��¥��o¥¨�ö�z�¦¥-é��¼�������n©4�Z��§» �������¤o�n�����Z�E���Z© ���� _�¡ ��6ä%�n�)�Gñn�¦��ë8ñn�o�iÒl�}�{Fm2�o���¼�ô ������o�Zí��)�Z©����z£6�n�n�o��i	q�{G�¡í�q|j|z6í"q|j|jGí"q|}|}Hm2§<�¦�n�Q���Z©Q§n���Z¥���üo���Z©¼�Z©�����¥¨ ¡�����¦�n©c��ïø�Z�����Z�n�
����æ¦���n���o�n©��o©¨©��n�¨�� r�n�¤�³�Z���Z�n¤o�

u − U0
�Z�p�����-�� r©��¦���z�����¦�U�������n��¥��Z�z©������n�n�Z�����¨�o�¨���j�nªZ§z�ô �¤o�'þ

¥��Z�p�¼�n�;#õ����¤ìñnñn�%�®þ��2�_�¦�¡é"�¼�ç���¦�n©¼ã�� ïø���p���Z��©����������� _�¡ ����®��ªZ¤o�Z�p�ö�n�½�� ��næ¦�I�o���õ���n ���©)i�q%j¦��m³©��n�
�z�Z©Ä�Z©�����¥¨ ¡�����¦�n©I��ïó�o�����Z�n�

L∞ í��o�Ä�������ç�G��������üZ©Ä��ªo¤Z�o�8�	�n� �  ���ï £p zí�t) %�@ ����_�³í�� �� �¥¨�o�n�o�6©�ë6� �oíiÒl�q%lGí\l�q|oHm¢�|­ ©����8������ ¡����ªo©��n�¨�n�¦¥­÷z���Z�6ä §n���¦÷n��üZ¥��Z©��z��§<�Z�����n��÷n ¡�����¦�È�» ¡�n©­�n�o©­�n�¦¥¨ ����z�Z©
©����næ��n�����Z��©% @���Z¤����Z�n��©¨�o©�����¥� ¾�������n©���ïø�Z�����Z�n��©�¤o�¦�����Z©�§<�¦�n�n ��p���Z©oé?��ïø�n�n�/å= �ùZ���Wæ¦ªo�nªZ�� ����¡í ¤Z�Z©
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�^ïó�o©�����¥¨�o�

u− U0
�» ¡�n©I���Z©��n�¦��¥��Z©)�» ¡���n���o�����o©Zé��� ¡�)��äz�o¥¨§z����¥Z�Z¥��	�» ��n©)���	¤@ �©�����üo©I§» ¡����� þ

¤o�n�����Z����ïø�n�n��§z�ô �î8�n��§³ªo�����6�n��î6�z��«?� éø��é
Ω = ω × (−1, 1)

 @�¦�o¤
ω = IR2\ E 2)

í®©��
f ∈ L2(Ω)

�o�
g ∈ H

1
2 (∂Ω)

ín���^��ïø�Z©��(§» �©Q¤o�¦�n�8�j��ïø�Z©�����¥¨ ¡�����¦���z���y£G§<� |u− U0|H2(Ω)

§» ��Q�n�z�õ§n�n��©�©� ��z¤Z�õ�n�
ε
é��� ��n©)���¦�n©I���Z©)¤@ �©I¤Z�¦�n�8�n©I���Kå= ��z�@í<�¦��÷z���Z��©��­¤o�¦�p���Z�p���Z�õ��ïø�n�n�­�o©�����¥¨ ¡�����¦�-�z�­��ªoæ¦�n�ô ¡������ª
§z���n©öå= ���÷n���)©��n�

u− U0
í»�¦�j÷n���Z�/�n�Z¥¨ ��n�z�Z�ö§n���n©(�n�Ä��ªZæ��n�ô �������ª�©��n�(���Z©Qå?�¦��¤Z�Z©���¥�§<�¦©�ªo�Z©

f
�o�

g
é�� ïð �§z§n���6¤ìñn��¤Z�� �©�©���î8�n�% �ª'��ª% �§z§n����î6�zªZ��ã��n������üo©õ�n�¦¥­÷z���Z�6är§n���¦÷n��üZ¥��Z©I�z����ªZ�z�n¤o�����¦�r�n�
�z��¥��Z�n©����¦��é��¼�Z§<�Z�z�» ��p�	ã��n�������­¤o�¦�n�» ���©�©� ��n¤Z�¡í^�����n©�©������^���Z�p�Ä�n��¤o�o�����­¥Z�Z¥��­�n�¤v�¤o�n����ª��n�
��ªZæ¦�z�ô �������ª¡é��¼�ç���¦�n©(ã%¤Z�Ä§n���¦§<�¦© â  �¤Zî8�n�o©�þ¡�K���n��©��2���¦�z©�«ÆiÒl8�%z�m:ín§�é!zp� ¬ Ã
O ÏðÍ
ÏðÍhÎNÊKAZÇ%ÎNÊÄÌ 5 Íx7VÌ 5S5 9ðÏðÍ~^ NKNKN b¿ÍFÌ 5 ÎY7�Ç 5 ÍM?�R ÏðÍ¡È�Ç'HðÏ

H1 N ��5 B�Ç%Ê�ÎaÏ 5 =,ÎNÊK?ûÊ Í�Ç 5 Îe? ÏðÍ3É�9ðÍ,=@?ûÎÄÇ%Î�Í
H,?¯ÇnÍðÍhÊG[\=�ÏðÍM7VÏ*É�9<;>='?¯Ç%ÉhÊ�Î�9z7VÏðÍ�È�ÉsÌ>F\?yD,A�ÏðÍ�Ç>=>�~?ûÊKA�Ê�Î¡ÏðÍ'Ï,?K?ûÊuÈ�ÎNÊG[\=!ÏðÍu^ NKNKN b
cf? ÏðÍ�ÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5 Í

u
^ NKNKN bÍFÌ 5 Î*7�Ç 5 Í�7VÏðÍ�ÏðÍ¡È�Ç'HðÏðÍ�È�?�=�Í�È�ÏhÎNÊ�Î^Íz^�7VÏYW�Ì>FhÌ3? Ï,L\c�7VÏ_WsH:I�Ç>=p7VÏhÉ�c)ÏhÎ�H N b N�F =�Ï,?K? ÏðÍ�ÍFÌ 5 Î�? ÏðÍ�ÏðÍhÎWÊK|

AZÇ%ÎNÊÄÌ 5 Íg7�R ÏhÉËÉsÏ,=,Ég7�Ç 5 Í_HðÏðÍ�ÏðÍ¡È�Ç'HðÏðÍ 
� ïø�¦÷6���'�)�z�	�z�������Ä���� @�¡ ����³�Z©��)�z�	§z���¦§<�¦©��o�(�n�n�Ä��ªo§³�¦�z©��	§³�¦©�©���÷n���õã%¤Z�'�����	î8�n�o©������¦�/©��n�(���õ¤@ �©
�z�Z©I§z�ô �î8�n�o©�«=¥¨ ���©�î8�n�¸ ¨�o��å= ��ç�)�z��¤@ ��� �¤o��üZ���������z��þyã¾þ�å= ��ç�öæ¦ªo�nªZ�� �� ¬ í<�o��¤Z���8���¦�n���» ��p���� ��n�çåôþûn¤Z�n�ç��ª­¤o�ô �©�©���î8�n��æ¦�sr�¤o��ã��:ïó���8�����6�n�n¤'����������ïø�n�n��§n���¾���Z¤'�����¦��÷n���n��¥��Z�n©����¦�z�n�Z�����Ä�n�­�� �©��¦���z�����¦�
�������n��¥��Z�n©����¦�z�n�Z������é
Á�����C�Ã�RV_0RVC�D�I�R'�"��E�M^�"[@UNRVX
�������8�����6�n�n�ç�±��� ¤ìñ» ��zæ¦�Z¥��Z�p�U�n�a�� ¡���ô ¡÷n���o©±©��n���¡ ��p�

x = (x1

ε
, x2

ε
, x3)

 @�¦�Z¤
x ∈ Ω =

ω

ε
× (−1, 1)

�'�

u1(x) = ε2u1(x) ∂1 = ε∂1 f 1(x) = ε4f1(x) g1(x) = ε4g1(x)

u2(x) = ε2u2(x) ∂2 = ε∂2 f 2(x) = ε4f2(x) g2(x) = ε4g2(x)

u3(x) = εu3(x) ∂3 = ∂3 f 3(x) = ε5f3(x) g3(x) = ε5g3(x)�¼�	¤ìñ» ��zæ¦�Z¥��Z�p�)�n�	�¡ ����ô �÷z���Z©ö§<�Z��¥¨�'�I�z�	©����� �¥¨�o�n�Z��ã%� ïøªo���n�n�	§n��ªo¤ZªZ�z�Z�p�����n���� �§n�ô �î8�n�	�Z�
ªo�ô �©�����¤Z����ªI�����nªZ ������I©��z�ö� ïø�¦�z�¦�o��� ω

ε
× (−1, 1)
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ú �±���³�Z¤o���» ��p�����%¤ìñ» ��næ��Z¥��Z�p���z�%�¡ ����ô �÷z���Z©õ§z��ªZ¤oªZ�n�o�p�@í��z�¦�n©	 ������¦�n©õ¥¨ ����p���Z�» ��p�	 �§z§n����î6�z�Z�
�� Ä��ñnªZ�������(î8�n�)�n�¦�n©¢ @�¦�¦�n©¢�nªo���Z���¦§n§<ªZ�I�n ��n©c���Z©c©��o¤o�����¦�n©c§n��ªZ¤Zªo�n�Z�p���Z©Zé"�� ��n©c���o©¢�o©�����¥� ¾�������n©
©��n���¡ ��p���Z©ö�n�¦�z©ö§n���o�n�n�����n©(�n�Z©Qå?�¦��¤Z�o©ö©��n��å= �¤Z��î6�z�Z©(�8�n�����Z©

g = 0
§<�¦�n�Q©���¥�§n���çû»�Z�c�ô �§n��ªo©��Z�p�� ¾þ

�����¦�^ín÷n���o�jî6�z�	�z�Z©���ªZ©��n���� ¡��©(©���¥����ô ¡�����o©¢©��¦���o�p�(�n��©�§³�¦�z��÷n���Z©Q§<�¦�n�
g 6= 0

é
ý �n�o©öû»�n©(§³ªo�» �æ¦��æ¦��î8�n�o©Zí»�n�¦�z©�¤o�¦¥�¥¨�o�nùZ�¦�z©�§n ��ö�n�/��ªZ©��n���� ¡�(§» �������¤Z�n�����Z�oé
T �K�eG!EH]V_0R¿��Ô¤ U/®�aG!EnCKRVX

L∞ I���CKX�U^R
L|��X�Y.�eEnMNG
IKMNS�JKR°2
´ ?"Ï��|Ê ÍhÎ�Ï�= 5 Ï%HðÌ 5 ÍhÎÄÇ 5 Î�Ï

C > 0
[\=,Ê 5 Ï�7'9¡È�Ï 5 7r[\=!Ï�7VÏ

λ, µ
Î�Ï,?K? Ï�[\=!Ï�È�Ì3=VÉh?¯Ç�È�?¯Ç�[\=�ÏKÈS9hÉËÊÄÌ\7%ÊG[\=�Ï

^�HSR ÏðÍhÎG|�}>|�7%Ê�ÉsÏ
Ω = ω × (−1, 1)

Ç>L%Ï:H
ω = IR2\ E 2 b
c�ÍhÊ

f ∈ L∞(Ω)
ÏhÎ
g ≡ 0

c;Ç>? ÌnÉsÍ�Î¡Ì3=,Î¡ÏÍFÌ3?�=VÎNÊÄÌ 5
u
7VÏE^ ±�N ���©b�ÏðÍhÎøÎ�Ï,?K? ÏY[\=�Ï

w = u− � ÉsÌ v
|P(u)

L>9hÉhÊ j?Ï

|eε(w)|L∞(Ω) ≤ Cε
(

|fα|L∞(Ω) + ε |f3|L∞(Ω)

)

t��¦�n©����_£¦�¦�n©�î8�n��¤Z����ñnªZ�¦��üZ¥����n���n©� �©�©��n����î8�n��©��)�¦� ©� ����¨÷³�����n�o�����o©��nª'å?�¦��¥¨ ¡�����¦�n©��n�� ���¾�
|P(u)

î8�n�2�o©��)�n�n�Äî8�» ��p���ç��ªÄ�Z©�©��o�8�����o�����o¥¨�o�p�(÷n���n��¥¨�o�n©����¦�n�n�o������íG ����¦��©Q�¦�/©� ��ç�� ��n©�©��2÷<�¦��þ
�z�Z�(���o©��zªoå?�¦��¥� ¡�����¦�z©(«=�'�)�z�¦�n¤Ä���o©�¤o�¦�p���� ����p���o© ¬ �n�Ä�ô ���ªZ�����ì ¡÷n���Ä©������z�����¦���������z��¥��Z�n©����¦�n�z�Z������éòy¤o�z�� )¤Z���n©��� ��p���

C
�» ��n©E�:ïó�o©�����¥¨ ¡�����¦�Ä�Z©��E���n�nªo§³�o�n�» ��p���ö�n�Q�ô (�ì �������� �n�Q� ïø�¦�z���Z���

ω
§<ªZ�����6�n��î8�n�

¤ìñz�¦��©��p«?�¦��§<�¦�n���� ��ç� ���¦�z�¼ ��n©�©��³÷n���o��¤ìñn�¦��©����
ω = lIR2\ E 2  @�¦�o¤ l ����üZ©cæ¦�� ��z��¤Z�¦¥�¥����:ïó���p�¦�Z��©���^ïó�n�z��§n�z��©�©� ��n¤o�	�z�

ε
§» ��(�'äG�o¥¨§n��� ¬ é

t��¦�n©��n�¦�z�n�¦�n©�¥¨ ����p���Z�» ��p���n�Z©��o©�����¥� ¾�������n©��^ïó�o�����o�n��©��z���y£G§<�
W 2,p

�» ��n©�����¤Z �©­�n�¦�
§<ªZ�����6�n��î8�n�¡é
T �K�eG!EH]V_0R¿��Ô¤OU/ÆQ;X�DFMW_0�,DHMNG�CKX�I���RVEHEHRVJKE�MWC�Dk�VEnM^RVJKEHRVX

W 2,p 2W�ÌnÊ�Î
Ω = ω × (−1, 1)

Ç>L%Ï:H
ω
= 5 Ì3='L%ÏhÉËÎ�FhÌnÉ 5 9g7VÏ

IR2
c�ÏhÎ

Ωd = ωd × (−1, 1),
Ì3X

ωd =
{

x′ ∈ IR2,
7%Ê ÍhÎ

(x′, ω) < d
}

W�ÌnÊ�Î
1 < p < +∞ N ´ ?øÏ��|Ê ÍhÎ�Ï�7VÏ,=>�¾HðÌ 5 ÍhÎÄÇ 5 Î¡ÏðÍ

C, c > 0
7'9¡È�Ï 5 7�Ç 5 Î�= 5 ÊG[\=!Ï,A�Ï 5 Î*7VÏ

λ, µ
ÏhÎ

p
cøÎ�Ï,?K? ÏðÍY[\=�Ï?È�Ì3=VÉ(Î�Ì3=VÎ�Ï(ÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5

u
7VÏ&^ ±�N ���©b�Í,=,É

Ωd

Ç>L%Ï:H
f ∈ Lp(Ωd)

c�Ì 5 Ç&?�R ÏðÍhÎNÊKAZÇ%ÎWÊÄÌ 5Í,=VÊKLnÇ 5 Î¡Ï�Í,=VÉ
w = u− � ÉsÌ v

|P(u)
^�[\=�Ï_?�R Ì 5 7VÌ 5S5 Ïg= 5 ÊG[\=!Ï,A�Ï 5 Î�7�Ç 5 Íg? ÏEH®ÇnÍfÌ3X

g ≡ 0
È�Ì3=,É

ÍhÊKA�È�?ûÊ j?ÏhÉr?¯Ç;È�É:9ðÍFÏ 5 ÎÄÇ%ÎNÊÄÌ 5 b
ε2 |eε(w)|Lp(Ω)

|∂33w3|Lp(Ω)

ε |∂33wα|Lp(Ω) , ε |∂3αw3|Lp(Ω)

ε2 |∂3αwβ|Lp(Ω) , ε2 |∂αβw3|Lp(Ω)

ε3 |∂αβwγ|Lp(Ω)
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

≤ C




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











ε3

(

∑

α

|fα|Lp(Ωd) + ε |f3|Lp(Ωd)

)

+ ε2e−c d
ε





|eε(w)|Lp(Ωd)

+|u3|Lp(Ωd) + ε
∑

α |uα|Lp(Ωd)










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


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


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W k,p

�n�õ¤Z�'�����õ�o©�����¥¨ ¾þ
�����¦�^é

t��¦�n©ö ������¦�z©c�z�¦�n�n�o�Q�n�n�)�Z©�����¥¨ ¡�����¦���n�n��å?����¥��)�» ¡�n©¼�n�o©Q�n�¦��¥¨�o©¼�n��è%»¦���n�Z�oé6ýg¤Z�'�����)û»��í
�z�¦�n©����p�����G�n�z��©����n©%î6�z�Z��î8�n�o©��n�¡�ì ¡�����¦�n©oé ýI���n©��(§<�¦�n�%�n�n�/å?�¦�n¤o�����¦�

v
�z�oû»�n���-©��n���n�W©��¦�n©�þ

�o�n©��o¥­÷n�����¦�G�¦�Z���
A
í®�n�¦�n©(�n�¡���¦�n©��ô ­©��Z¥��çþ��n�¦��¥��õ�n�	è%»����n�o�ö§³�¦�z�

α ∈ (0, 1)
§» ��(�� �§z§³�¦���)ã

x′ = (x1, x2)
©��o�n���o¥¨�o�p�

[v]′α;A = sup
x=(x′,x3),y=(y′,x3)∈A, x6=y

|v(x′, x3) − v(y′, x3)|
|x′ − y′|α

�'���ô ­©��o¥¨� þy�n����¥����n�	è%»¦���n�Z�ö§<�¦�n�
α ∈ (0, 1)

§» ��(�� �§n§<�¦���(ã
x3

©��Z�n���Z¥��Z�p�

[v]3α;A = sup
x=(x′,x3),y=(x′,y3)∈A, x6=y

|v(x′, x3) − v(x′, y3)|
|x3 − y3|α

t��¦�n©(�� ¡§n§³�o���¦�z©( ��n©�©��Kî6�z�	�z�¦�n©(�n�����¦�n©(�ô ­�n����¥��
L∞ Ã

|v|0;A = sup
x∈A

|v(x)|

t��¦�n©(�nªoûn�n��©�©��¦�n©

U ε(ζ) =

























ζ1 − x3∂1ζ3 + ε2

(

λ

λ+ 2µ

x2
3

2!
∂1

�n�ç� ′ζ + a(x3)∂1∆
′ζ3

)

ζ2 − x3∂2ζ3 + ε2

(

λ

λ+ 2µ

x2
3

2!
∂2

�n�ç� ′ζ + a(x3)∂2∆
′ζ3

)

ζ3 + ε2

(

− λ

λ + 2µ
x3

�n�ç� ′ζ +
λ

λ + 2µ

x2
3

2!
∆′ζ3

)

























�%­/�z�¦�n©��� �§n§<�Z���¦�n©öî8�n�
�z��� ′ζ = ∂1ζ1 + ∂1ζ2, ∆′ = ∂2

1 + ∂2
2 , a(x3) =

(

3λ+ 4µ

λ+ 2µ

)

x3
3

3!
− 2

(

λ+ µ

λ+ 2µ

)

x3

ý)���n©��2�n�¦�n©� @�¦�¦�z©
T �K�eG!EH]V_0R¿��ÔNA
²³/ÆQ;X�DHMN_0��DFMNG�CKX�I��¯ReEHEHRVJKE

C2,α J@CKMNbÄG�En_0RVX32
W�ÌnÊ�Î

Ω = ω× (−1, 1)
Ç>L%Ï:H

ω
= 5 Ì3='L%ÏhÉËÎQ[\=!Ï,?yHðÌ 5 [\=�ÏY^ÆÏ,L%Ï 5 Îw=�Ï,?K? Ï,A�Ï 5 Î 5 Ì 5 FhÌnÉ 5 9�b_7VÏ

IR2
c�ÏhÎ

Ωd = ωd × (−1, 1),
Ì3X

ωd =
{

x′ ∈ IR2,
7%Ê ÍhÎ

(x′, ω) < d
}

� 5 7'9�j 5 Ê�Î�?¯Ç 5 ÌnÉ¨A�Ï?È�Ì3=VÉ
0 < α < 1

|v|α,ε;Ω = |v|0;Ω + [v]3α;Ω + εα[v]′α;Ω

}|q



ÏhÎi?¯ÇZÍFÏ,A�ÊK| 5 ÌnÉ¨A�Ï
Nα,ε;Ω(v) = sup

x∈Ω
inf

ξ∈Ξε(x′)
|v3 − U ε

3 (ξ), ε (vα − U ε
α(ξ))|α,ε;Ω

Ì3X
Ξε(x

′) = {ξ ∈ C∞(B2ε(x
′)), Mξ = 0

Í,=,É
Bε(x

′)}´ ??Ï��|Ê ÍhÎ�ÏM7VÏ,=!�æHðÌ 5 ÍhÎÄÇ 5 Î�ÏðÍ
C, c > 0

7'9¡È�Ï 5 7�Ç 5 Î%= 5 ÊG[\=�Ï,A�Ï 5 Îr7VÏ
λ, µ

ÏhÎ
α
c�Î�Ï,?K? ÏðÍM[\=�Ï(È�Ì3=,ÉÎ¡Ì3=VÎ�Ï
ÍFÌ3?�=VÎNÊÄÌ 5

u
7VÏç^ ±�N ���©bcÍ,=,É

Ωd

Ç>L%Ï:H
f ∈ Cα(Ωd)

c�Ì 5 Ç�?�R ÏðÍhÎNÊKAZÇ%ÎWÊÄÌ 5 Í,=,ÊKLnÇ 5 Î¡Ï¿Í,=VÉ
w = u − � ÉsÌ v

|P(u)
^�[\=!ÏY?�R Ì 5 7VÌ 5S5 ÏY= 5 ÊG[\=!Ï,A�Ï 5 Î�7�Ç 5 ÍY? ÏEH®ÇnÍ�Ì3X

g ≡ 0
È�Ì3=VÉ�ÍhÊKA�È�?ûÊ j?ÏhÉg?¯ÇÈ�É�9ðÍFÏ 5 ÎÄÇ%ÎWÊÄÌ 5 b

ε2 |eε(w)|α,ε;Ω

|∂33w3|α,ε;Ω

ε |∂33wα|α,ε;Ω , ε |∂3αw3|α,ε;Ω

ε2 |∂3αwβ|α,ε;Ω , ε2 |∂αβw3|α,ε;Ω

ε3 |∂αβwγ|α,ε;Ω
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≤ C









ε3
(

|fα|α,ε,Ωd
+ ε |f3|α,ε,Ωd

)

+ ε2e−c d
ε

(

|eε(w)|α,ε,Ωd
+ Nα,ε,Ωd

(u)
)








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Ck,α

�o�
W 2,p+/, ù . �n�Ä¤Z�o������o©�����¥¨ ¡�����¦��é
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∂ω × (−1, 1)
éK�� ¡�n©�¤o�o�����
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ú�ï�õVëkí�íÆë\�Hï
2d − 1d

þeë�ìeí½ú¯ë�úûòûý;òûñ�ï�ó@?
ú�� ÷sõVë�ò�í�íÜïsô�ö
2ε
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(λ+ 2µ)∂11u1 +
(λ+ µ)∂21u2 + µ∂22u1

ε2
= −f1

(λ+ µ)∂21u1 + µ∂11u2

ε2
+

(λ+ 2µ)∂22u2

ε4
= −f2
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∣

∣

∣

∣
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Ω

µ(∂2u1 + ∂1u2)

ε2
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λ∂1u1
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(λ+ 2µ)∂2u2

ε4
= g2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

©��n�
∂Ω

«^lné�q%l ¬

�G���n©(�ô �¤Z�¦�z�n�������¦����ïøªZî8�n������÷n�����z�Z©(å?�¦��¤o�Z©ÄÃ
∫

Ω

fi +

∫

∂Ω

gi = 0, i = 1, 2
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∑
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F =
∑

k∈ E , |k|≤K

F c
k (x2) cos(k1x1) + F s

k (x2) sin(k1x1)
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F c

k , F
s
k ∈ C∞([−1, 1])
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Φ : C∞(Ω) × C∞(∂Ω) × [0,+∞) −→ C∞(Ω)
(f, g, η) 7−→ u(η)
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∣

∣
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C = C(n, k, α) > 0
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u ∈ H1(Ω), u = 0
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ω × ∂I
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x′ = (x1, x2) ∈ ω
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Aijkl = Ajikl = Aijlk, i, j, k, l = 1, 2, 3
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φ ∈ H1(I) : φ = 0
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φ ∈ H2(I) : φ =
dφ

dx3
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ψ(x′)dx′ = 0

}

���/�nªoûn�n���(�o�n©��n�ç���Ä���o©ö�Z©�§» �¤Z�o©I�n�õå?�¦�z¤o�����¦�n©(ã­�¡ ����o�n�ö�» ��z©
IR3











BNb(Ω) = {u : ∃ζα ∈ H2
b (I), uα(x) = ζα(x3), α = 1, 2

∃ζ3 ∈ H1
b (I), u3(x) = ζ3(x3) − xα
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b (I), vα(x) = c(x3)x
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RD⊥
2 (Ω) = {w : wα ∈ L2(I;H1

m(ω)), α = 1, 2
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ω
(−x2w1(x
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′, x3)) dx
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Ω

A(x)eedx =
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hedx
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í4�n�¦�n©�§n�����z�¦�¦�z©�� ï�ÏðÍhÎNÊKAZÇ%ÎWÊÄÌ 5 ÇÈ�ÉËÊÄÌnÉËÊ

∃M > 0, ∀|F | < R0, (u ∈ Kε
M

�o� Aε(u) = F ) =⇒
(

u ∈ Kε
M
2

) «^lné	lp� ¬
Q)DF�"Y.RÙ�gb �¼���n¤Z���n©����¦��é
�õ�sr¡¤Z�%ã¢«Nlzéuq|z ¬ í^���­�����nª@ ¡����©�ª��o©��Ä���8���Z��©���÷z���­�ì ¡�8��î6�z� u ∈ Kε

M

é6���
�� �©��¦���z�����¦�

u
�n��§³�o�z�Ä©������������n�

Kε
M

í�¤@ ��
u ∈ Kε

M/2

§» ��Z«^lné	lp� ¬ é�t)�¦�n©õ¤o�¦�n¤o���n�¦�z©ZÇfÈ�ÌFÍhÎ�Ï,|ÉËÊÄÌnÉËÊ í2î8�n��������ñnªo�¦��üo¥¨�%��ïø���p���Z��©����¦�±���6¤@ ����­¤Z�� �©�©���î8�n��©Zïó �§n§n����î8�n��ãj� ïøªo�ì ¡§³�
2
�n�n�çå?�¦��¥�ªZ¥��Z�p�

�o�
ε ∈ (0, ε0)

í^§<�¦�n�)���¦�z���Z©õ���Z©
F
�¦ªo����û» ��p� |F | < R0

é��I��§z���n©��:ïó���nªZæ¦ ����ç��ª�«Nlné�q|z ¬ ��¥�§n����î6�z��:ïó�z�n��¤o����ªI�n�Ä�ô ­©������z�����¦�
u
©��n�

Kε
M

é

�¼�'�����¼¥¨ª'��ñn�6�n�c��ïó���p�¦�Z��©����¦�­©����næ¦�n����üo���4©��o¥­÷n���¼ �§n§n����¤Z �÷n���cã��n�¢����üZ©��n�¦¥­÷n���Z�Gä�§n���¦÷n��üZ¥��Z©
§<�¦�n�2���Z©�î6�z�Z��©2���Z©K ��G�����o©µ �§n§n���G¤ìñn�o©KªZ¤ìñn�¦�z�Z�p��«?¤oåOé@§n ��2�'äG�Z¥�§n���4ê¼�¦�n�n�'�@ín�¼ñ» ¡§n¥� ¡��í � �¦�z�n�@ ��i	qzí?l�m íQ§<�¦�n���n�n�u �§n§n����¤Z ¡�����¦�W�n�r¤o�o�����Î¥¨ª'��ñn�6�n���n ��n©j�n�½ ��z�����r¤Z���8���'ä6���¡í( @�¦�Z¤Î¤o�¦�n¤ìñn�o©
����¥������Z© ¬ é

{�l



Q½CKG�CKL|�¿YKEn�VL�MNXfI@JÑEH�VXkJKU^DF�,Dt��¦�n©(¤Z���n©����nªZ���¦�n©(�n�n�	§n�ô ¡î6�z�õ§³ªo�����6�n��î6�z�õ��ïóªo§» ���©�©��o�n�
ε

Ωε = ω × (−ε, ε)  @���Z¤
ω = IR2\ E 2

t��¦�n©�¤Z�¦�z©����zªZ�����n©¨�z�Z©%å?�¦��¤o�Z©%�¦�¦���n¥¨��î8�n�Z©%�'ä6��ªZ�����Z�n���Z©
f ε �o���n�o©¨å?�¦��¤Z�o©¨©��n��å= �¤o��î8�n�o©¨��äG��ª'þ�����o�n���o©

gε
ín�'�)�� �§n§<�Z���¦�n©ö� ïøªZ�z�Z��æ����õªZ�� �©�����î8�n�õ�n���-�����nªZ ������

EF ε(uε) =

∫

Ωε

λ

2
(Ekk(u

ε))2+µ (Ekl(u)Elk(u
ε))−f ε

i u
ε
i −
∫

ω×{ε}
gε

iu
ε
i +

∫

ω×{−ε}
gε

iu
ε
i

«^lné	ln� ¬
�%­

Eij(w) =
1

2
(∂iwj + ∂jwi + ∂iwk∂jwk)

òy¤o�I�n���n©� @�¦�¦�z©��z��������©�ª-�� ±¤o�¦�p�¦�Z�p�����¦�0��ïóú ���n©����Z��� �n��©��¦¥�¥� ¡�����¦�!©��z�����o©����n�z��¤Z�o©���ªZ§<ªo��ªo©Zét��¦�n©�©��¦¥¨¥��Z©����p��ªo���Z©�©�ªo©¨§» ¡�­���o©�î6�n ��p������ªZ©*
y���Z©�¤@ ���ªZ�o©����zªoû»�n���Z©�©��n�
Ω = ω × (−1, 1)

í¸�o�
�z�¦�n©õ�n�����¦�n©

u, F = (f, g)
���Z©�î8�» ��p������ªo©Ä�nªoû»�z���Z©õ©��n�

Ω
�o�
uε, F ε = (f ε, gε)

���o©õî6�n ��p������ªZ©
¤o�¦�����Z©�§³�¦�z�» ��p���o©)�nª'û»�n���Z©�©��n�

Ωε
�'�)���Z����ªZ�o©ö§» ��

uε
α = ε2uα f ε

α = ε2fα gε
α = ε3gα

uε
3 = εu3 f ε

3 = ε3f3 gε
3 = ε4g3

«^lné	l8� ¬
�%­a���Z©%î8�» ��p���ç��ªZ©����z�nª'äGªZ�o©�§» ¡�

ε
©��¦�p�¨ªo�¡ ����zªZ�Z©¨ ��!§³�����p�

xε = (x1, x2, εx3) ∈ Ωε
�'�����Z©

î8�» ¡�8������ªZ©�©� ¡�n©����n�z��¤Z�
ε
©��¦�p�%ªo�¡ ����nªZ�o©% ��U§³�����p�

x = (x1, x2, x3) ∈ Ω
ép�K�o©����n�z��¤Z�o©­æ¦���Z¤Z©

§z���Z�z�n�Z�p�Ä���o©��¡ ����Z�n��©
1, 2

é�t)�¦�n©)���o�8���_£¦�¦�n©	 ��������6�����n�a�¼�ô ������'�ai�{G��m¸§<�¦�n�I�z�n�����n©�����ûn¤@ ¡�����¦�
§zñ8£6©���î8�n�	�n�Ä¤Z�Z©�������©Q��ïøªZ¤ìñz�Z�����Z©(�Z�

ε
ét��¦�n©I���_£¦�¦�n©õî8�n�

uε �o©���å?�¦��¥¨�o�����Z¥��Z�p���n��§<�¦���p��¤o���ç����î8�n�	�n�­�:ïóªo�n�Z��æ¦��� EF ε

©��¸�o�I©��Z�z���Z¥��Z�p�
©��
u
©� ¡����©�å= ��ç�ö���o©öªZî8�» ¡�����¦�n©(��ïóú �n���o��þ¡�µ ¡æ¦�� ��zæ¦�õî8�n�Ä�n�¦�n©(�n�����¦�n©(©����n©öå?�¦��¥��õ¤Z�¦¥�§» �¤'���

Aε(u) = F
©��n�

Ω
«Nlné	l�q ¬

�%­ Aε
�Z©��(�n���¦§<ªZ�� ¡���o�n�ö�n�¤�³ªZ���Z�p�����Z�³î6�n �©��������zª@ ����������n¤o�¦��§<�¦�� ¡�8�¼���o©Q¤Z�¦�z�n�������¦�n©¼�n�¦�������nª@ ¡�����o©

 ¡�Gäj÷<�¦���n©oét��¦�n©(�� �§z§³�o���¦�n©(���Z©ö�nª'�¦�Z���¦§n§<�Z¥��Z�p��©) �©�£G¥�§z��������î6�z�Z©öå?�¦��¥��Z��©�Ã
T �K�eG!EH]V_0Rn/ËÁ�M^�"EnUNR�D{myo�A�q�2� Ì3=,Î¡Ï½ÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5 7VÏ�^ ±�N ± �©bMHðÌ 5 L%ÏhÉw;VÏ]BkÌnÉ¨A�Ï,?K? Ï,A�Ï 5 Î]L%ÏhÉðÍC= 5 Ï]BkÌ 5 HhÎNÊÄÌ 5

u0
7VÌ 5S5 9ðÏ?È�Ç%É

u0 =







u0
α = ζα(x′) − x3∂αζ3(x

′)

u0
3 = ζ3(x

′)

«^lné	l|l ¬
Ì3X
x′ = (x1, x2)

ÏhÎ
ζ

ÏðÍhÎi?¯ÇZÍFÌ3?�=,ÎNÊÄÌ 5 7VÏC?�R�9�[\=�Ç%ÎWÊÄÌ 5u5 Ì 5 ?ûÊ 5 9®Ç%Ê�ÉðÏC7VÏðÍ?È�?¯Ç�[\=!ÏðÍ�Í,=,É
ω º

{|o









































−∂βnαβ(ζ) = hα

8µ(λ+ µ)

3(λ+ 2µ)
∆2ζ3 − ∂β (nαβ(ζ)∂αζ3) = h3

Ì3X
nαβ(ζ) =

4λµ

λ+ 2µ
E0

γγ(ζ)δαβ + 4µE0
αβ(ζ)

«^lné	leo ¬

ÏhÎ
E0

αβ(ζ) =
1

2
(∂αζβ + ∂βζα + ∂αζ3∂βζ3)

hα = IFα, h3 = IF3 + ∂αI(x3Fα)Ì3Xx?�R ÌðÈS9hÉÆÇ%Î�Ï,=VÉ
I

ÏðÍhÎ�7'9�j 5 Ê�È�Ç%É

IFi(x
′) =

∫ +1

−1

fi(x
′, x3)dx3 + [gi(x

′, x3)]
x3=+1
x3=−1

�µ�¦�z���uå?�¦�z¤o�����¦�
u0

���o�����rî6�z�È�nª'û»�n���u�» ��z©-������ñnªo�¦��üo¥¨�u§n��ªo¤Zªo�n�Z�p��©��Z�� W �§n§<�Z��ªZ�u�n�n�
©��¦���G���������n�Ä� ïøªZî8�» ¡�����¦�

A0(u0) = F
©��z�

Ω
«Nlné	l�} ¬

§<�¦�n�ö¤o�¦�n©��Z�����Z�)���õ¥Z�Z¥����y£G§<�Ä�n�Ä�n���� ¡�����¦�n©Zé
ú �È§n �������¤Z�z�����o��� ïø�'äG��©����o�n¤Z�%��ïø�n�n�%���o������©��¦���z�����¦�r�n�Z¥¨ ��n�z�%å?����¥��Z�����Z¥��Z�p�õî8�n�����o©õ¤Z�¦�n�z�çþ

�����¦�z©ö��ïóªoî8�n������÷n����©��n�ç�¡ ��p���Z©�©������Z�p�(���Z¥�§n�����Z©
∫

Ω

f +

∫

∂Ω

g = 0
«Nlné	le{ ¬

�)�I§n���n©4�ô Ä©��¦���z�����¦�
u
�Z©��¼�nª'û»�n���Iã� ��n�n�ç���������^ïó�n�z�)¤o�¦�n©��� ��p���)§n��üo©¼©��z�¢¤ìñ» ¡¤Z�n�n�)�n�I©��Z©¢¤Z�¦¥�þ

§<�¦©� ��p���Z©oé%t��¦�n©¸�¦÷z���o�n�¦�n©µå?�¦��¥��Z�����o¥¨�o�8�K�z�n�¼�n�z��î8�n�c©��¦���z�����¦��©��G�z�¦�n©���¥¨§<�¦©��¦�n©K�ô (¤Z�¦�z�n���n���¦�
�z�	�z�¦��¥¨ �����©� ¡�����¦�¨©��n�ç�¡ ��p���

∫

Ω

u = 0
«Nlné	l�j ¬L G�DF��DHM^G�C@X�µ�¦�n�¨�n�n�-å?���n¤o�����¦�

h
�n�¦�n©¨�n�������n©

Dlh
�:ïó�o�n©��o¥­÷n���/�n�/���¦�z���Z©¨���Z©��nªo������ªZ�o©��n�

h
���z©�î8��ïóã

�:ïó�����n���
l ∈ IN

Ã
Dlh = {∂l1

1 ∂
l2
2 ∂

l3
3 h}li≥0,i=1,2,3,l1+l2+l3=l

�o�
Dl

Th = {∂L1
1 ∂l2

2 h}lα≥0, l1+l2=l

é�µ�¦�n�
k ≥ 0

íÁ�n�¦�n©µ�n��©��¦�n©µî8�n�
F = (f, g) ∈ Hk

©��8�o�¸©��o�n���o¥¨�o�8�¸©��
f ∈ Hk(Ω)

�o�
g ∈ Hk(∂Ω)�'���n�¦�n©(�nª'û»�n��©�©��¦�z©)���Z©ö�n�¦��¥¨�o©(¤Z�¦�����Z©�§³���n�» ��p���o©a«?¤Z�Ä¤ìñn�¦� äj��ïø�Z©��)§n �©(�¦§z����¥� ¡� ¬

|F |Hk =

k
∑

l=0

|Dlf |L2(Ω) + |Dl
Tg|L2(∂Ω)

{%}



t��¦�n©(�nª'û»�n��©�©��¦�z©
∇εu =

(

e33(u)

ε2
,
e13(u)

ε
,
e23(u)

ε
, e12(u), e11(u), e22(u), e

−
13(u), e

−
23(u), e

−
12(u)

)

�%­
eij(u) =

1

2
(∂iuj + ∂jui)

�o�
e−ij(u) =

1

2
(∂iuj − ∂jui) = −e−ji(u)�)�	§z���n©(ªo�� ��p���n�¦�n�nªo�Ä�n�n�õå?�¦�n¤'�������

u0
í»�z�¦�n©(�n�����¦�n©

u2 = u2[u0]
�� ­å?�¦�n¤o�����¦�

u2[u0] =







u2
α = 0

u2
3 = T (e33(u

2))

�%­
e33(u

2)
�Z©����n���n�nªÄ§» ��ÄÃ

e33(u
2) = −

(

E2
33(u

0) +
λ

λ+ 2µ
E0

ββ(u0)

) «^lné	l�z ¬

E0
ij(u) =

1

2
(∂iuj + ∂jui + ∂iu3∂ju3), E2

ij(u) =
1

2
∂iuγ∂juγ

�'��§³�¦�z�ö�n�n�õå?�¦�n¤'�������/æ�ªZ�nªo�� ����
h
Ã

Th =

∫ x3

0

h(x′, s)ds

t��¦�n©�©��¦¥�¥¨�o©ö¥� ¡���p���o�» ��p���Z�/§³�¦©��������¦��§<�¦�n�(ªZ�z�¦�n¤Z�o�)§z��ªZ¤o��©�ªZ¥��Z�p�I�z�������	��ªZ©��n���� ¡��§n�����Gþ
¤o��§» ¡�
T �K�eG!EH]V_0R¿��ÔNAV�U/ËÁ�G�C���ReEHÃ!RVC@L|R
~!I��ðP!I�R�DZRVX�DHMN_0��DHM^G�CwI���RVEHEHRVJKE�2
´ ?øÏ��|Ê ÍhÎ¡Ï

ε0, R0,M > 0
Î¡Ï,?uÍ&[\=�Ï½È�Ì3=,É�Î¡Ì3=VÎ

ε ∈ [0, ε0)
ÏhÎ�Î¡Ì3=,Î

F
Í�Ç%ÎWÊ Í�B�Ç%Ê Í�Ç 5 Î�?¯ÇuHðÌ 5 7%Ê�ÎNÊÄÌ 5

7�R�9�[\=VÊK?ûÊGF�ÉsÏE^ ±�N ±6ü bfÎ¡Ï,?�[\=!Ï |F |H4 < R0

cøÊK?\Ï��|Ê ÍhÎ�Ïr= 5 Ï;ÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5
u ∈ H3(Ω)

7VÏ
Aε(u) = F

È�Ç%É¨A�Êe? ÏðÍ�ÍFÌ3?�=,ÎNÊÄÌ 5 Í'Í�Ç%ÎNÊ B�Ç%Ê Í�Ç 5 ÎY?¯Ç¯HðÌ 5 7%Ê�ÎNÊÄÌ 5 7VÏ 5 ÌnÉ¨AZÇ>?ûÊ Í�Ç%ÎWÊÄÌ 5 ^ ±�N ±h� b N � ÏZÈ�?�=�Í'ÍhÊ 5 Ì3=eÍ
5 ÌnÎ¡Ì 5 Í

u0 ?¯ÇZÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5 È�Ì3=,É
ε = 0

c?ÏhÎ
v = u0 + ε2u2[u0]

c�Ç>? ÌnÉsÍ 5 Ì3=�Í�Ç>L%Ì 5 Í
|∇ε(u− v)|H2(Ω) ≤ εM

«Nlnéuo�� ¬
� Ì3=VÉ]j 5 Ê�É�Î¡Ì3=VÎ�Ï;ÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5 Í�Ç%ÎNÊ Í�B�Ç%Ê Í�Ç 5 Î*^ ±�NK¼'È b�ÏðÍhÎi= 5 ÊG[\=�ÏCA�Ì\7>='? Ì�?¯Ç 5 ÌnÉ¨AZÇ>?ûÊ Í�Ç%ÎWÊÄÌ 5 ^ ±�N ±h� b N� ïø�Z©�����¥¨ ¡�����¦� «Nlnéuo�� ¬ �o©����¦÷z���o�8�n�/�6�� u�� Î¥�ªo��ñn�6�n�j�n�Z©����� ¡�n©��� ¡�����¦�n©��n�'t)�����Z�8÷<�Z��æÑ«?¤oåOé
ê¢��ª��o��©�i	q�o%znm ¬ �o�(�o©��)÷» �©�ªo�Ä©��n�(� ïø���zªZæp �������ªI�n��#)������é
��R,_c�"EnS�JKR'��ÔWA'�ji Ï,AZÇ%É�[\=!Ì 5 ÍE[\=!Ï 5 ÌnÎNÉsÏEAZ9hÎ�I�Ì\7VÏ�7�R Ê 5 L%ÏhÉsÍhÊÄÌ 5 ÍhÊ 5 ;>='?ûÊ<DhÉðÏ 5 Ï½È�ÏhÉ¨A�ÏhÎ.È�ÇnÍ
7�R Ï,A�ÈSé:H:I�ÏhÉ�? Ï�ÈSIS9 5 Ì3AZD 5 Ï8H,?¯ÇnÍðÍhÊG[\=�Ï87VÏøÈ�ÏhÉËÎ¡Ï87VÏ�É�9<;>='?¯Ç%ÉËÊ�Î�9 º Ê<HhÊpÌ 5 7VÏ,AZÇ 5 7VÏf[\=�Ï%? ÏðÍ�BkÌnÉ:HðÏðÍ
ÍFÌnÊÄÏ 5 Î]FhÌnÉ 5 9ðÏðÍ87�Ç 5 Íf= 5 Ï 5 ÌnÉ¨A�Ï8F�ÊÄÏ 5 È�?�=�Í(BkÌnÉËÎ¡Ïe[\=�Ïr?¯Ç 5 ÌnÉ¨A�Ï 5 Ç%Îw=VÉsÏ,?K? Ïe[\=VÊiHðÌnÉËÉsÏðÍ¡È�Ì 5 7%ÉÆÇ%Ê�Î
}É7VÏ,=>�~HhÉ®Ç 5 Í�7VÏ�É�9<;>='?¯Ç%ÉhÊ�Î�9&7VÏ_A�ÌnÊ 5 Í�[\=�Ï�?¯Ç�É�9<;>='?¯Ç%ÉËÊ�Î�9&7VÏ�ÍFÌ3?�=,ÎNÊÄÌ 5 N ègR ÏðÍhÎ)Ç>=�ÍðÍhÊh?¯Ç3É®Ç%Ê ÍFÌ 5È�Ì3=VÉe?¯Ç�[\=!Ï,?K? Ï 5 Ì3=eÍ 5 R Ç>L%Ì 5 Í�È�ÇnÍ_H:I�ÏhÉ�H:IS9g}�ÌðÈ�ÎWÊKA�Ê ÍFÏhÉr?¯Ç�É�9<;>='?¯Ç%ÉËÊ�Î�9g}*Ç>L%ÌnÊ�É�Í,=VÉ

F
ÏhÎ
u N

{|{



�K È§n���Z�z�����n� ��ñnªZ�¦��üZ¥���¤o�çþy�z�Z©�©��n©����Z§<�¦©����Z©�©��Z�p�����Z�����Z¥��Z�p��©��n�¨���Z©¨�n�Z�6ä §n���¦§<�¦©��ç�������n©
©��n���¡ ��p���Z©(�|­/�¦�j�n�����

Kε
M(F ) =

{

u ∈ H3(Ω), |∇ε(u− v)|H2(Ω) ≤ εM
}

�%­
v = u0 + ε2u2[u0]

§³�¦�z�
u0
©������z�����¦���n� A0(u0) = F

 @���Z¤ |F |H4 < R0

é
1�EHG!Y.G�X�M^DHM^G�C ��ÔNApo�/ËÁ�G�ReEnL�M^��M�DF�°2
´ ?@Ï��|Ê ÍhÎ¡Ï

ε′0 = ε′0(M,R0) > 0
ÏhÎ
c > 0

Î�Ï,?uÍY[\=�Ï?È�Ì3=VÉ�Î¡Ì3=VÎ |F |H4 < R0

c.ÍhÊ
u ∈ Kε

M(F )
Ç>L%Ï:H

ε ∈ (0, ε′0)
cÿÇ>? ÌnÉsÍ

∀w ∈ H1(Ω), (DuAε(u) · w,w) ≥ c|∇εw|2L2(Ω)�µ�¦�n�4�¦÷z���Z�n���4¤Z�o�������Z©�����¥¨ ¡�����¦��í¾�n�n��÷<�¦���n�
L∞ ©��n� ∇u �o©��¢�nªZ¤o�Z©�©� ��������» ��n©c�n�������� �§n§n���G¤ìñz��í¤¡ïó�o©��µ�ô Q�� ���©��¦�õ§<�¦�n���� �î8�n�Z�������z�¦�n©2���� _�¡ ��������¦�n©³ _���Z¤

u ∈ H3(Ω)
éH�� ¡�K ��������Z�z��©^�z������� �Z©�����¥¨ ¡�����¦�

 �§n�����¦�����Z©����ô ­©��z���¡ ��p���
1�EHG!Y.G�X�M^DHM^G�C ��ÔNAV U/ÆQ;X�DFMW_0�,DHMNG�C×�¢Y@EnM^G�EnMa2
´ ?@Ï��|Ê ÍhÎ¡Ï

M > 0
ÏhÎ
ε0 < ε′0(M,R0)

Î�Ï,?uÍY[\=�Ï;ÍhÊ
ε ∈ (0, ε0)

Ç>? ÌnÉsÍ?È�Ì3=,É(Î¡Ì3=,Î |F |H4 < R0 º
(Aε(u) = F

ÏhÎ
u ∈ Kε

M(F )) =⇒
(

u ∈ Kε
M/2(F )

)

�µ�¦�n�Iû»�z����¤Z�����¦�n©)���Ä���� @�¡ ����µ���Z¥¨ ���î8�» ¡÷n���	�o�)����üo©���ªo¤Z�o�8���n���»�����Z©��o¤ìë��¡í â  �¥��Z©)�o� ��& �����Z�i	q|z|}Hm í»�%­-§» ¡�ö�n�n�	¥¨ª'��ñn�6�n�õ¤Z��¥¨§n��üo���Z¥��Z�p�(�n�¤�³ªZ���Z�p����«?÷» �©�ªo��©��n�(�ô ­§n���Z�z������ïø�n�/���o¥¨¥����n�
����æ¦���n����ª�å?�¦�n�» �¥��Z�p�� �� íµ©��¦�������^ïó���nªZæp ¡������ª¨�z�3#)�¦���U�n�¦�U�����nª@ ¡����� ¬ íK¤Z�o©% ��z���Z�n��©�§n���¦�G�¦�Z�p�%�n���ªZ©��n���� ¡�(�n�

Γ
þy¤Z���8���Z��æ¦�Z�n¤o�(���n©����çû® ��p�(�ô ���ñnªZ�¦�����Ä�n��#õ����¤ìñnñn�%�®þy���Á�����n�¦�/�����nª@ ¡�����¡é

ã��aì kfPIR2XONQP)R2SLwnRKJLB wnNQP)R2SLS6P)w X'|=M v �4R�wzSGMyx�MOXOM�DGH�B4S
ÿ(JÊV)D t DGMONQPIR }IP XOMa·
v H2B wnMOS6H�}IR�X'|?H2XOBcSpDGMO�^M�DGH vIt4v XOM v H2B4MywnR à Ú ã\ä

å�æ�çhè�é3æ
ê�ë�ìeí(îðïsñ¡ñ�ïZí�ïðîsñ¡ò�ókì¢ìeókôeí;ìeókôeí;òûì�ñ�÷sö�ïðí�í�ókìeí�ë�ô�ª¿õ�ö�ókõ�ö¡ò�÷sñ�÷ðí�þS� òûìnùHïsö�í¡ò���òûúûòûñ�÷�þ|ôTúûòÃ�ìe÷Ëë�ö¡ò�íÜ÷�þ�ïðí;÷:��ôVë�ñ¡ò�ókìeí(þ�ï�ú�� ÷sú¯ëkí¡ñ¡ò�îsòûñ�÷aìeókìTúûòûìe÷Ëë�òûö�ï�þeë�ìeí½ú�ïaîËëkí;þS� ô�ìeïaõ"ókô�ñ¡ö�ïaý;òûìeîðïþS� ÷sõVë�ò�íÜí�ïsô�ö

2ε
ïsñÿõ�÷sö¡ò�ó%þ|ò���ôeï)þeë�ìeíÿí�ókì*ë�ô�ñ¡ö�ï)þ|òûö�ïðîsñ¡ò�ókì#	°�ÿókôeíøý(ókì�ñ¡ö�ókìeí¨�"þS� ô�ìeï)õVë�ö¡ñü�ókö¡ý(ïsúûú�ïsý(ïsìnñ¨���nôeï�õ"ókô�ö?þ�ïðí�îðóký;õ�ö�ïðíÜí¡ò�ókìeí�þ�ï�ú¯ë�õ�ókô�ñ¡ö�ï½þeë�ìeí?ú�ï;í�ïsìeí?þ�ï½ú�� ÷sõVë�ò�í�íÜïsô�öîðókö¡ö�ïðí�õ�ókìeþeë�ì�ñh®;þ�ïðípü^ë�ò���ú�ïðí�þ�÷®ü�ókö¡ý�ë�ñ¡ò�ókìeí�ïsì

O(ε2)
�|òûú#§�ë½õ"ókô�ö¡ñÜë�ìnñ]Ñ,ë�ý%��ïsý(ïsì�ñÿþ�ïú¯ë�í¡ñ¡ö¡ôeîsñ¡ô�ö�ï
	��\ïsú¯ë�ý(ókìnñ¡ö�ï;ïsì�õVë�ö¡ñ¡ò�îsô�úûò�ïsö���ôeï�ú�� ïsìeí�ïsý%��ú�ï;þS� òûìnùHïsö�í¡ò���òûúûòûñ�÷�þ|ô�úûòûìe÷Ëë�ö¡ò�íÜ÷ïðí�ñ

ε l/m�nSo Ú�Þ mJp ÞrqK	�ê8�Òë�ô�ñ¡ö�ï�õVë�ö¡ñ�ìeókôeí?÷sñ¡ôeþ|ò�ókìeíÿõ"ókô�ö�ô�ìeï)õ�ókô�ñ¡ö�ï)òûì�"eì�ò�ï
IR × (−1, 1)

�ú�ïðípí�ókúûô�ñ¡ò�ókìeí.îðókö¡ö�ïðí�õ�ókìeþeë�ì�ñ�ë�ô�ª�÷:��ôVë�ñ¡ò�ókìeí.þ�ï�ú�� ÷sú¯ëkí�ñ¡ò�îsòûñ�÷?úûòûìe÷Ëë�òûö�ïÿîsú¯ëkíÜí¡ò��nôeï
�|þ�ókì�ñ.ú�ïðíîðó%ï�)�îsò�ïsìnñ�í�í�ókìnñ;ú�÷��­�sö�ïsý(ïsì�ñ(õ"ïsö¡ñ¡ô�ö���÷ðí;õVë�ö;ô�ì
õ"ïsñ¡òûñ;õVë�öÜë�ýe�sñ¡ö�ï
δ
	��ÿókôeí½õ�ö�ókô�ùHókìeíö¡ò��Hókô�ö�ïsôeíÜïsý(ïsìnñ(í¡ô�ö�îðïsñ�ï�ª�ïsý;õ�ú�ï
�Æ��ôeï(õ"ókô�ö

δ < 0
Ó îðïY��ô�ò@îðókö¡ö�ïðí¡õ"ókìeþ¿ë�ô¿úûòûìe÷Ëë�ö¡ò�í�÷þ|ô�õ�ö�ó���ú��sý(ï?ìeókì�úûòûìe÷Ëë�òûö�ï)ëðùHïðî�îðóký;õ�ö�ïðí�í¡ò�ókìfþeë�ìeí�ú�ïÿíÜïsìeí.þ�ï?ú�� ÷sõVë�ò�í�í�ïsô�ö�ß���ókìfó���ñ¡ò�ïsìnñþ�ïðí.íÜókúûô�ñ¡ò�ókìeí.õ�÷sö¡ò�ó%þ|ò���ôeïðí�óFí�îsòûúûú¯ë�ìnñ�ïðí�þeë�ìeípú�ï�í�ïsìeí.þ�ï?ú¯ë�ú�ókì��Fôeïsô�öøþ�ï?ú¯ë)õ"ókô�ñ¡ö�ï�ïsñ�þ�ïõ"÷sö¡ò�ó%þ�ï�þ�ï�ú�� ókö�þ|ö�ï�þ�ï

1/
√
−δ
	@�\ïsñ¡ñ�ï�sNòûìeí¡ñÜë\��òûúûòûñ�÷2t�í¨� òûì�ñ�ïsö¡õ�ö��sñ�ï�úd®(ïsìeîðókö�ï�îðóký;ý(ï�ô�ìeïõ"ïsö¡ñ�ï�þS� òûìnùHïsö�í�ò���òûúûòûñ�÷)þ|ôfúûòûìe÷Ëë�ö¡ò�íÜ÷�þ|ô�õ�ö�ó���ú��sý(ï�òûì�òûñ¡ò¯ë�ú�	

{%j



t��¦�n©Iª'���n�z���¦�n©��n�n��§³���z������÷n���n��¥��Z�n©����¦�z�n�Z�����
Ωε = I × (−ε, ε) �^ïóªo§» ���©�©��o�n� 2ε

í®�'�I©��n§Gþ
§<�¦©�ªZ�Ä§³ªo�����G�n��î8�n�õ�» ��n©(©��¦�� ¡�z�����	�z�����o¤o�����¦�

I = IR/ (2πL E )
é����/¤Z�¦�z©����züZ���Ä�:ïóªo�n�Z��æ¦���

E(uε) = E0(u
ε) +

∫

Ωε

f ε
i u

ε
i −

∫

∂Ωε

gε
iu

ε
i

�%­
E0(u

ε) =

∫

Ωε

λ

2
Eε

iiE
ε
jj + µEε

ijE
ε
ij

�%­È���o©����n�n��¤o�Z©
i, j

§z���Z�z�n�Z�p�����Z©��¡ ����Z�n��©��n ��n© {1, 2} í¸�'���z�¦�n©� @�¦���n©��z��������©�ª%�� /¤o�¦�p�¦�Z�p�����¦��^ïðú ���z©����o���j�n�Ä©���¥¨¥¨ ¡�����¦��©��n�)���Z©ö���n�n��¤o�Z©ö��ªZ§<ªo��ªo©Zé��I�Ä§n���n©(�¦�j�n�����
xε = (xε

1, x
ε
2)
ín�o���¦�- 

Eε
ij =

1

2
(∂ε

i u
ε
j + ∂ε

ju
ε
i + ∂ε

i u
ε
k∂

ε
ju

ε
k)t��¦�n©(�n�¦�z©����p��ªZ���Z©�©��¦�n©) ��/¤@ �©(§» ¡������¤Z�n�����o�

f ε
i = 0, gε

1 = 0, gε
2 = ±(λ+ 2µ)δε2 ©��n�

I × {±ε}t��¦�n©(§n�����z�¦�¦�z©�å?�¦��¥¨�o�����Z¥��Z�p��Ã
T �K�eG!EH]V_0R¿��ÔNAVOU/ ¾ MN_�M�DFR3bdG!En_0RVUWU^R�IKRTU����VCKReEHÃ�MNR�`

ε = 0
2

ÇKÌnÉ¨A�Ï,?K? Ï,A�Ï 5 Î]? ÏeA�Ê 5 ÊKA�Ê ÍFÏ,=VÉr? Ì
H®Ç>?
uε

7VÏ E ÏðÍhÎøÎ¡Ï,?�[\=!Ï










1

ε2
uε

1(x1, εx2)

1

ε
uε

2(x1, εx2)











−→





ζ1(x1) − x2∂1ζ2(x1)

ζ2(x1)





Ì3X
ζ = (ζ1, ζ2)

A�Ê 5 ÊKA�Ê ÍFÏr?�R�9 5 9hÉw;%ÊÄÏ½Í,=VÊKLnÇ 5 Î¡Ï

E0
δ (ζ) =

∫

I

{

(

ζ ′1 +
(ζ ′2)

2

2

)2

+
1

3
(ζ ′′2 )2 +

λ+ 2µ

2µ
δ(ζ ′2)

2

}

òy�2�o©��) �������©Qå= �¤o�����I�n�Ä§n���¦�G�¦�Z�(����æ¦�¦�z���Z�z©��Z¥��Z�p��î8�n�
T �K�eG!EH]V_0R¿��Ô¤PS²³/�V�UN�"_¢[.RV_0RVC�DfYK�"E*L|G�_0YKEHRVXkXkM^G�CwXkJKM^����C�D�UÜ���eYK��MWX�X�RVJKE�2
W�ÌnÊ�Î

V = H1(I) × H2(I) NrO R Ê 5 jQA�='A 7VÏ E0
δ

ÏðÍhÎZÇ%ÎNÎ�ÏhÊ 5 Î�Ï��eÇ'HhÎ¡Ï,A�Ï 5 Î)È�Ç%Éu? ÏðÍgBkÌ 5 HhÎWÊÄÌ 5 ÍÍ,=VÊKLnÇ 5 Î¡ÏðÍE^a= 5 ÊG[\=�ÏðÍY}�Ç�7%Ê�ÎNÊÄÌ 5 7VÏ_HðÌ 5 ÍhÎÄÇ 5 Î�ÏðÍ?È�É�DðÍ�b
ζ = 0

ÍhÊ
δ > − 1

c3L2ÏhÎ

ζ =























ζ1(x1) = −L
2

√

c2

(

δ + 1
c3L2

)−
sin(2x1

L
)

ζ2(x1) = 2L

√

c2

(

δ + 1
c3L2

)−
sin(x1

L
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ÍhÊ
δ ≤ − 1

c3L2

Ì3X
c−1
3 = 2µ

3(λ+2µ)

ÏhÎ
c2 = λ+3µ

2µ N
{%z



t��¦�n©¢���_£¦�¦�n©ö�z�¦�n¤�í8�o�����'�¦�Z�n ��p�( ��Gä¨¤Z�6�¦���n�¦�n�nªo�Z©¢��ïó������æ����n�¡ípî6�^ïó�n��x» �¥­÷<�Z¥��Z�p�¼©��I§n���¡þ
�z�n���(©��

∂ε
2u

ε
2

 ¾�����o���p�(�ô ��¡ ����Z�n�

(λ+ 2µ)δε2  _���Z¤
δ < − 1

c3L2

«^lnéuoG� ¬
�¼�o�ô �¥��¦�p������«= ���¥��¦���z©�å?�¦��¥¨�o�����Z¥��Z�p�@í»¥¨ ���©����K��ïø�Z©��õ§» �©)�n�¤v�¤o�����	�n���������Z�n�z���­����æ¦�¦�z���Z�6ä ¬ íî8�n�I���I�����nªZ �����©�ª��n��§n���¦÷n��üo¥¨�����z������ ��»¤Z�o©�©��	�^ï��'�����I���p�¦�o��©���÷n���)©��³�ô �¤o�¦�n�n�ç�����¦�T«^lné o6� ¬ �o©��ö©� ¡����©�þå= ¡�����¡é!�¼�Z�� �©���æ¦�z��û»�Ä�Z�/��ïó ��z�����Z©)¥¨�¡��©öî8�n���:ïóªo�n�Z��æ¦���õ�z���:ïóªo�ô �©�����¤o����ª��n�¦�/�����nª@ �������¤o�Z©�©��­��ï	�o�����
¤o�¦�p�¦��äz��©��¦�z©��� �¤Z�¦�n�z�������¦�y«Nlzé oG� ¬ é�¼����ªZ©��n���� ¡�õ¥��¦�p�������n��å= ��ç�I�o©�©��Z�p�����Z�QÃ<¥��o¥¨�� �§n��üZ©�����¤ìñ» ��zæ¦�Z¥��Z�p�Ä�n���¡ ����ô �÷z���Z©�¤Z�� �©�©���î8�n�
�� �¥��Z�» ��p�ö����§n���¦÷n��üo¥¨�I©��n�ö�n�����z�¦�o���(ûzäG��ín�����n�¦¥¨ ����n� Dε

©��n�ö���oî6�z�Z�����������nª@ �����©�ªI�Z©��(���p�¦�o��þ
©���÷n���¢�o©��

ε
þ��nªZ§<�Z�n�n ��p�@é��¼�'�����Q�nªZ§<�Z�z�» ��n¤o�ö�Z¥�§��o¤ìñn�Q�Z��§n �������¤Z�z�����o�2���¦�z���Q �§z§n����¤@ ¡�����¦�Ä�n�����o¤o���

�z�±��ñzªZ�¦��üZ¥��¨�n�o©	å?���n¤o�����¦�n©Ä��¥¨§n����¤o�����o©��» ��z©�¤o�¨¤Z ��n����þy��ã0«?¥��o¥¨���n�u�y£6§³��tI �©�ñGþ � ��©��Z�oíK¤oåOé
�¸ ��n¥����o��iÒleo%}Hm ¬ î8�n�K�n�¦�n�z�Z�� ¡�����n�n��©��¦���z�����¦�/ã ε > 0

ã�§» ¡�������(�n��¤Z �©)§n �������¤o�n�����Z�
ε = 0

é<ú �
�h�^�'�@ízã­�ô �����¥������

ε = 0
í6� ïø�Z�z©��Z¥�÷n��� D0

��ïø�Z©��(§n���n©¼�n���¦�z���Z���Q�n�õ� ïø�Z©�§» �¤Z�I�n�Z©ö�nªo§n�ô ¡¤Z�Z¥��Z�p��©Zé
��ïó ��z�����Ä§» ����ö�n�¦�z©öªo���z�n���¦�z©ö����æ��¦�n���o�n©��o¥¨�o�p�ö���o©ö©��¦���z�����¦�n©¼÷<�¦���nªZ�o©��z�/©�£6©���üo¥¨�õ©��n���¡ ��p�

§<�¦©�ª	©��n�(�n�n�Ä§<�¦�z�����Ä���zû»�z���
Ω∞ = IR× (−1, 1)

Ã

L(δ)v = 0
©��n�

Ω∞ = IR× (−1, 1)
«^lné o�� ¬

î8�n�2©oïóªo¤Z�������'äG§n����¤Z�ç���o¥¨�o�8�










































∂11v1(λ+ 2µ+ λ(δ + δ2

2
)) + ∂12v2(λ+ µ)(1 + δ) + ∂22v1(µ+ (λ+ 2µ)(δ + δ2

2
)) = 0

∂11v2(µ+ (λ+ 2µ)(δ + δ2

2
)) + ∂12v1(λ+ µ)(1 + δ) + ∂22v2(λ+ 2µ)(1 + 3(δ + δ2

2
)) = 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

©��n�
Ω∞

∂2v1(µ+ (λ+ 2µ)(δ + δ2

2
) + ∂1v2µ(1 + δ) = 0

∂2v2(λ+ 2µ)(1 + 3(δ + δ2

2
)) + ∂1v1λ(1 + δ) = 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

©��n�
∂Ω∞

«^lnéuo%q ¬�¼��©�£G©���üo¥¨�j�Z©��%�¦÷z���Z�8�f�Z�f§n���o�» ��p�%���¨�����nª@ �����©�ª��n�U§n���¦÷n��üZ¥����n�¦�U�����nªZ ������
«?�Z�f�ô �©��¡þ
���z�����¦��§n �������¤Z�z����üo���	¤Z�¦�����o©�§<�¦�n�» ��p�	ã��n�z��¤Z�¦¥�§n���o©�©����¦���z�n��å?�¦��¥¨���n�­�� �§³���z�����­©��n�ç�¡ ��p�õ©��¦�
ªo§» ���©�©��o�n�Zí<�o�� �§n��üZ©I¤ìñn ��næ¦�o¥¨�o�8�I�n���¡ ����ô �÷z���Z© ¬ í»�'���Z���n��¤o�¦�n©��o���¡ ��p���z��¤Z�������nª@ �����©�ª	î8�n���ô §n ��������õ��ïø�¦���z���(�Zªo�����Z�

ε
é

ý)���¦��©ö�n�¦�n©(§n���¦�z�¦���n©)����æ¦���n���o�n©��o¥¨�o�8�
T �K�eG!EH]V_0R¿��Ô¤P
A0/ËÕ�G�UNJ�DFMNG�CKXaY.�VEnM^G
IKMWS�J�RVXfIK��CKXZUNR¿CKGV���"J�I@J�UNMWC��e�"EnMWX��S2
� Ì3=VÉ

δ < 0
ÏhÎ |δ| Í,=¨¿ÙÍ�Ç>A�A�Ï 5 Î,È�ÏhÎWÊ�ÎKc
ÊK?!Ï��|Ê ÍhÎ�Ï�7VÏðÍ�ÍFÌ3?�=VÎNÊÄÌ 5 Í

x1

| È�ÏhÉhÊÄÌ\7%ÊG[\=�ÏðÍ 5 Ì 5 HðÌ 5 ÍhÎÄÇ 5 Î�ÏðÍ
7VÏ&^ ±�NK¼ `\b�7VÏQBËÉ�9�[\=!Ï 5 HðÏ

ξ2 = −3(λ+ 2µ)

2µ
δ(1 + o(1))

j¦�



� =ZHðÌ 5 ÎNÉÆÇ%Ê�ÉsÏ@È�Ì3=VÉ
δ ≥ 0

Ç>L%Ï:H |δ| Í,=,¿ÙÍ�Ç>A�A�Ï 5 ÎeÈ�ÏhÎWÊ�ÎKc�? ÏðÍøÍFÏ,=@? ÏðÍøÍFÌ3?�=VÎWÊÄÌ 5 Í�FhÌnÉ 5 9ðÏðÍ�7VÏ8^ ±�NK¼ `\bÍFÌ 5 Î�HðÌ 5 ÍhÎÄÇ 5 Î�ÏðÍ N�¼�/��ªo©��n�ç�ì ¡���Z©������p��ªo���Z©�©� ��p�¨��ïø�n�n�/§» ����¨ãÎ¤@ ��z©��/�n�j©��Z©¨�����Z�n©% @�¦�o¤-���Z©%���o¥� ¡��î8�n�Z©�î8�n�
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BkÌ 5 HhÎNÊÄÌ 5
H ∈ C2+α(Σ)
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V =
{

(f,Q) ∈ L∞(Ω) × (L∞(Ω))2 , ∇f, �����
Q ∈ L2(Ω)
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K =

{

(f,Q) ∈ V, f 2 −Q2 ≥ 1
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c�ÊK?ÿÏ��|Ê ÍhÎ�Ï
κ0 = κ0(h0)
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κ > κ0
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C > 0
[\=VÊ 5 ÏY7'9¡È�Ï 5 7M[\=�Ïg7VÏ

Ω
Î¡Ï,?K? ÏY[\=�Ï
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Eκ(f,Q) ≤ C(1 + h2
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R
2 × [−1, 1],

¤o�¦¥�§³�¦©�ªõ�n�Ä�n�_£p ��6ä/��ªZ§n �������©ö©��z�)���õ��ªZ©��@ ��

εZ3 ∩
(

R
2 × [−1, 1]

)
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ρ
é��2�j§n����÷n��üo¥¨�

ª'�ì ��p��§<ªZ�����G�z��î8�n���o�
(x1, x2)

ín�z�¦�n©����p�����G�n�z��©����n©Q�ô �¤o�Z�����n���IªZ��ªo¥¨�o�p�ì ������f«?§³ªo�����6�n��î6�z� ¬
Γε = R

3/
(

εZ2 × {0}
)

�K �¥��Z©��n���%���o§n��ªo©��o�8�� ��p�	�ô ��n��©�������÷n�G���������n��¤ìñ» ���æ¦���n�o©	�z�Á£¦ ��GäÎ©��n�õ¤Z�'������¤o�Z�����n�����Z©��	 �������©
©��n§n§<�¦©�ªo��ªoæp ����Äã

m(x) =

N
∑

k=−N

ε3δ(x− kεe3).

òy¤o�
2N+1

�Z©��E���4�n��¥­÷n���4���¡�ì ��8�n�c�n�_£p ��6ä^í¡�o�¸§³���n�¸æ¦ ��� ��p����� 1

ε2

∫

Γε

m = 2
í¾�z�¦�n©�©��n§n§<�¦©��o���¦�z©

§<�¦�n��©���¥¨§n����û»�o�Äî6�z�
ε = 1

N+ 1
2

é(��� �nª'û»�n�����ô jå?�¦�n¤o�����¦�È�n�*�õ���o�Z�U©��z�­�ô /¤Z�Z�����n���
Γε

§» ����ô 
©��¦���G���������n� −∆Gε = δ0(x)

¤ìñn�¦��©����õªoæp ����Äã

Gε(x) = − 1

2ε2
|x3| +

1

4π

∑

k∈εZ2×{0}

(

1

|x− k| −
1

ε2

∫

[− ε
2
, ε
2
[×{0}

dy

|x− y − k|

)

+
M

ε
,

«WoGé�}z� ¬
�%­¨�� Ä¤o�¦�n©��ì ��p���

M
�o©��cûzäGªZ�a«=���z�nªZ§<�Z�n�n �¥¨�o�p�¢�z�

ε ¬ �n�(©���������î8�n� Gε(x)− 1
4π|x| → 0

������©�î8�n�
x→ 0

é#���j©��n§n§<�¦©��	î8�n�Ä����¥� ¾��ªZ���ô ����o©��(÷» ¡��æ¦�nªI�» ��n©(�n�j¤ìñ» �¥�§jªZ���Z¤o������î6�z�
E
�'ä6��ªo�����o�n�ö�o�

�z�n��å?�¦��¥¨�¡ézý)���n©��2���õ¤ìñ» �¥�§jªZ���Z¤o������î6�z�Ä�����ì ¡���Z©��)�z�¦�n�nªÄ§» ��

Etot = −∇
(

Gε ?

(

m− ρ

ε

)

− Ex3

) «WoGé�}p� ¬
�%­��ô 	¤Z�¦�p�¦�����z�����¦�� 	�����Z��©��n�Q�� �¤Z�o�����n���

Γε

ép����©��n§z§³�¦©����n��§z���n©¢î6�z���ô 	�n�Z�n©�����ªIªZ���Z¤'�������n��î8�n�
ρ

«?�nªoû»�z����©��n�
Γε ¬ ¥����n��¥¨��©��(� ïøªZ�z�Z��æ������n���öñn�¦¥¨ �©�þ¡�®�o��¥��çþ �¦�¦��£±�Z�¤�Z©®¥�¤ìë��o��«^���@£ ¬ �n�o©Qû»��¥�©¥����z¤Z�Z©õÃ
Eε(ρ) =

∫

Γε

ε4 |∇√
ρ|2 + ε2ρ

5
3 + ρ ·Gε ?

(

1

2
ρ−m

)

+ εEx3ρ,
«ÄoGé�}|q ¬

î8�n�2�o©��)©�������¤'���o¥¨�o�8�(¤o�¦�p�¦��äz��©��n�(���õ¤Z�¦�p�¦��äG�
Kλ

�nªoûn�n�2§³���n�
λ > 0

§» ��

Kλ =

{

ρ ≥ 0,
√
ρ ∈ H1(Γε), |x3|ρ ∈ L1(Γε),

1

ε2

∫

Γε

ρ = λ > 0

}

.

���/§n���¦�G�¦�� ����¦��©Q���
T �K�eG!EH]V_0RT��Ô¤�U/ËÁ�EnMWX�Dk��U�M^G�C@MNX���Y@��E*UNR¿L�����_0Y��,U^RVL%DFEnMWS�JKR�R���DF�eEnMNRVJ�E�2
t Ì3=�Í;Í,=HÈ�È�ÌFÍFÌ 5 Íg[\=�Ï

0 ≤ E < 1
ε N t Ì3=�Í�È�ÌFÍFÌ 5 Í�Ç>? ÌnÉsÍ

λc = (1 − εE)

(

1

ε2

∫

Γε

m

)

,

t Ì3=�Í�Ç>L%Ì 5 Í
^dÊ bæW!Ê

λ > λc

cÿÇ>? ÌnÉðÍ
infKλ

Eε = −∞.

j|z



^dÊ�Ê bæW!Ê
0 ≤ λ ≤ λc

c?Ç>? ÌnÉsÍ
infKλ

Eε > −∞,
ÏhÎ*HðÏhÎWÎ¡Ï&9 5 ÏhÉw;%ÊÄÏaÇ�7>A�ÏhÎh= 5 = 5 ÊG[\=�ÏYA�Ê 5 ÊKA�ÊK|ÍFÏ,=VÉ

ρλ ∈ Kλ N�Q ¡�����ní\�2��ê¼����©��'�f�2���¦�n©�iuo6�kl�m:í��¦�p��¥��¦�p����ª�î8��ïø���¢�'äG��©������n�z��©��¦���z�����¦�
ρper

§<ªZ�����G�z��î8�n�
�n ��n©%���o©­��������©­�n�����o¤o�����¦�n©��n�

IR3,
 �©�©��6¤Z��ªo�jãr�n�n�j�n��©�������÷n�z�����¦�È�n�j¤ìñ» ���æ��Z©%©��ç���nªo�Z©%©��n�%�n�

��ªZ©��@ ��±�n�¦��¥¨ �����©�ª­ã E 3 é2òy��©Ä�¦�p�	§n�È ¡©�©��6¤Z���Z�Ä©���¥­�n�ç�ì ��nªo¥¨�o�p�Ä�n�n��å?�¦�n¤'������� φper

§<ªZ�����G�z��î8�n�
�o�����õ ��n©�©�� ízî6�z��§³�o�z���o�����Ä���p���Z��§z��ªo��ªZ�õ¤o�¦¥¨¥����n�j§<�����o�p�����o��ªZ���Z¤'������î8�n��é�t��¦�n©ö§n���¦�z���¦�n©� �������©
���
T �K�eG!EH]V_0RT��Ô��U/ - �VL|EnG�MNXkX���CKL|R�R
��Y.G�C�RVC�DHM^RVUWU^R�I@JÑLn����_0Y��VU^RVL%DFEnMWS�J�R�IK�"C@XfU^R¿L|EnMNXh�Dk��U�2
W�ÌnÊ�Î

0 ≤ E < 1
ε

ÏhÎ
λ = λc N�� ? ÌnÉsÍ�ÊK?\Ï��|Ê ÍhÎ¡Ï_7VÏ,=>�ÉHðÌ 5 ÍhÎÄÇ 5 Î¡ÏðÍ

C1, C2 > 0
^�[\=VÊ 5 Ï_7'9¡È�Ï 5 7VÏ 5 Î

[\=�Ï87�R = 5 Ï8FhÌnÉ 5 Ï�Í,=VÉ
E

ÏhÎ�È�ÇnÍf7VÏ
ε
b�Î¡Ï,?K? ÏðÍ8[\=!Ï%?¯Ç�7VÏ 5 ÍhÊ�Î�9*A�Ê 5 ÊKA�Ê Í�Ç 5 Î�Ï

ρ = ρλc

ÏhÎ(? ÏeH:I�Ç>A�È
9,? Ï:HhÎNÉËÊG[\=!Ï�Î¡ÌnÎÄÇ>?

Etot

^�7VÌ 5S5 9ÿÈ�Ç%Ér?�R�9�[\="Ç%ÎNÊÄÌ 5 ^ ¼�NG½ `\b:baÍ�Ç%ÎNÊ Í�BkÌ 5 Î º
∣

∣ρ(x) − ρper(
x
ε
)
∣

∣

∣

∣Etot(x) + (∇φper)
(

x
ε

)∣

∣







≤ C1e
−C2

d(x)
ε ,

Ì3X
d(x) = d (x3, [−1, 1]c)

ÏðÍhÎ�?¯Çz7%Ê ÍhÎÄÇ 5 HðÏg7�R = 5 È�ÌnÊ 5 Î
x
7>=nHhÉËÊ ÍhÎdÇ>?KÇ>=�FhÌnÉ�7M7>=nHhÉhÊ ÍhÎÄÇ>? N
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Ẋi = Fi(X1, ..., Xn), i = 1, ..., n
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mX
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Xi
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©��n���¡ ��p���

Ẏi = Gi(Y̌i), i = 1, ..., n
«ÄoGé�}�o ¬
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Y̌i = (Y1, ..., Yi−1, Yi+1, ..., Yn)�z�-å= ��ç��§» ¡©����p���Z�����Z�n���¨�� u�¡ ����ô �÷n���

Yi
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mY = dY1 ... dYn

î8�n�2�o©��)ªZî8�n�ç�� ¡���Z�p���Äã
mX
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mX
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T
é��2���z£6�» �¥���î8�n�«=ú��r� ¬ �o©����ô �©��n���¡ ��p���%Ã

ṙ = p
ṗ = F (r) − pξp
ṗξ = p2 − kT

«WoGé�}|} ¬
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r
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1 ¬ í p � ïø��¥�§n�n��©����¦�±�n�j�ô §n �������¤Z�z����í8�'�
pξ


O� ïø��¥�§n�n��©����¦�­�n����ñn�Z��¥¨�¦©��ì ¡���ìéV�2�Z©cå?�¦��¤o�Z©
F (r)

©��¦�p�Q©��n§n§<�¦©�ªo�Z©ö�nªo���ç�¦�Z�¼��ïó�z�
§<�����Z�p�����Z�

F (r) = −V ′(r)
í»�o���� %¥¨ �©�©��	�n���� �§» �������¤o�n���Ä %ªo��ª��n����¥¨ �����©�ªZ�Äã

1
é!�K %¤Z�¦�n©��ì ��p���

k
�o©���¤Z�o�����õ�z��ê¢�¦���®�Z¥¨ ��n��é

òy�2�o©���÷n���Z�j¤Z�¦�z�6�-î8�n��«ÄoGé�}|} ¬ ¤o�¦�n©��o�������ô ­¥��Z©��n���Ä©��n���¡ ��p���Ä�n�õ�y£6§<�T
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m1 = e

− 1
kT � p2

2
+

p2
ξ
2

+V (r) �
dr dp dpξ
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ξ̇ = pξ
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H ′ =
p2

2
+
p2

ξ

2
+ V (r) + ξkT
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p̃ = eξp
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ṙ = p̃e−ξ

˙̃p = eξF (r)
ṗξ = p̃2e−2ξ − kT

ξ̇ = pξ
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L = ṙ∂r + ˙̃p∂p̃ + ṗξ∂pξ
+ ξ∂ξ
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L = L1 + L2 + L3 @���Z¤
L1 = ξ̇∂ξ

L2 = ˙̃p∂p̃
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A
�'�
B

e∆t(A+B) = e
∆t
2

B e∆tA e
∆t
2

B +O(∆t3)
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e
∆t
2

La e
∆t
2

Lb e∆tLc e
∆t
2

Lb e
∆t
2

La = e∆tLeff
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 @���Z¤ {a, b, c} = {1, 2, 3} é®ê¢���Z�z©®Ðn�(�¦�/ % �������©
e∆tLeff = e∆tL +O(∆t3)
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(a, b, c) = (1, 2, 3)

���- ��:ïð ���æ¦�¦������ñz¥¨��©��n�ç�¡ ��p��Ã

(1) ξ → ξ + 1
2
∆t ξ

(2) p̃→ p̃+ 1
2
∆t eξF (r)

(3)

{

r → r + ∆t p̃e−ξ

pξ → pξ + ∆t
(

p̃2e−2ξ − kT
)

(2) p̃→ p̃+ 1
2
∆t eξF (r)

(1) ξ → ξ + 1
2
∆t pξ
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m̃
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¥��Z©��n���¡é
Â �Z¥¨ ���î6�z�¦�n©�î8�n�¡í�¤o�¦¥¨¥�� ���¦�z©E���o©� ���æ¦�¦������ñz¥¨�o©µî8�n�6�'äG��©����o�p� �Z�­�G£G�n �¥¨��î8�n�¼¥��¦��ªo¤Z�n�� �������í@¤o�o�
 ¡��æ¦�¦������ñn¥¨���z��¤Z�¦�z©��Z���¦��§» ¡©��'äz �¤'���o¥¨�o�8�3«=¥¨ ���©	©��o�n���o¥¨�o�8�­ �§n§n���@äz��¥� ¾�������Z¥��Z�p� ¬ � ïøªZ�z�Z��æ�����z�-©�£G©���üo¥¨�	î8�n�2�» ��n©(�n��©��z�¦�z�¦�o�����Z©ö�¡ ����� �÷n���o©Q�Z©��

H̃ ′ =
p̃2

2
e−2ξ +

p2
ξ

2
+ V (r) + ξkT
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