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De Gauss à Joseph Bertrand...
• Ce qui est enseigné ordinairement et sa critique 
• Classification des calculs d’erreur.
• Calculs à la Gauss

Approche élémentaire, exemples simples,
notion intuitive de structure d’erreur

Partie A 



La «loi des erreurs» de Gauss (1809)

Si on suppose que les valeurs mesurées sont conditionnellement
indépendantes sachant la vraie grandeur et que la meilleure valeur
à prendre en compte est la moyenne arithmétique 
  alors l’erreur suit une loi normale





Divers types de calcul d’erreur





(loi des erreurs)











Structures d’erreur

Le concept de structure d'erreur
Définir un calcul d’erreur intrinsèque et avec outil d’extension 
Structures d’erreur : Définition fondamentale 
Calculs fonctionnels lipschitziens, existence de densité







extension du 
calcul de Gauss

��������Γ 
est l’opérateur
carré du champ
(ou opérateur
quadratique 
de Gauss)

la forme 
est fermée



Un calcul d'erreur pour les processus

Images. 
Produits finis  
Produits infinis 
Structures d’erreur sur l’espace de Wiener
sur l’espace de Monte Carlo
sur l’espace de Poisson  sur l’espace de Poisson  





La structure d’Ornstein-Uhlenbeck (=calcul de Malliavin)
est une perturbation transversale du mouvement brownien

formule de type Mehler généralisée





Le biais

calcul fonctionnel pour le biais
(sous hypothèses sur F et sur u ) 







Identification 
et

applications
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Historique



Théorie des erreurs
Prolongements et questions ouvertes

IHP février-mars 2011



1. Questions liées aux applications

1.1 Extension ds méthodes statistiques

Théorie des erreurs = Théorie des probabilités avec des v. a.
infiniment petites tout en conservant
leurs deux premiers moments

Les structures d’erreur conservent beaucoup de propriétés des
modèles probabilistes
Quid des grandes méthodes statistiques ?
- Lien avec l’information de Fisher (Bouleau-Chorro)
- maximum de vraisemblance
- séries temporelles, filtrage
- théorie des tests
- statistique paramétrique et non paramétrique



1. Questions liées aux applications

1.2 Problèmes aux limites

O

Les structures d’erreurs permettent
d’étudier des problèmes aux limites avec une erreur sur la forme de
la frontière.
Ce genre de problème avait déjà été abordé par Hadamard dès 1908



1. Questions liées aux applications

1.3 Endomorphismes de structures d’erreurs
Situations analogues à celles des systèmes dynamiques, si ✓
conserve la mesure et multiplie � par un facteur �

(⌦,A,P,D, �) ✓�! (⌦,A,P,D,��)

par exemple le décalage sur

(⌦,A,P,D, �) =
1Y

n=1

(R,B(R), µ,d,�nG)

(cf thèse de Guillaume Poly)



1. Questions liées aux applications

1.4 Physique statistique et quantique
Les physiciens font des calculs qui ressemblent à l’usage de
structures d’erreurs sans le dire, notamment pour les calculs de
fluctuations.
Je cite un passage du fameux traité de Landau et Lifschitz, où on a
vraiment l’impression qu’ils font un calcul de carré du champ sur
un pont brownien muni de la structure d’Ornatein-Uhlenbeck.

C’est semble-t-il assez général.



2. Approfondissements et prolongements de la
théorie des erreurs

2.1 Méthode de simulation par paquets
La détermination de l’erreur quadratique et du biais dans un modèle
probabiliste peut se faire par la méthode des paquets expliquée au
chapitre 11. Pour le calcul du biais cette méthode utilise une double
limite (pour chaque point ! 2 ⌦ de la structure (⌦,A,P,D, �)):
a) D’abord on évalue par simulation l’écart entre le résultat du calcul sur
le centre de gravité d’un nuage de points et le centre de gravité des
résultats du calcul sur ces points.
b) On resserre le nuage de points initiaux dans une région de plus en plus
petite autour de la donnée ! choisie.

La question qui reste en suspend est de savoir quelle répartition prendre

pour le nuage de points. Pratiquement on peut savoir si cette répartition

a une grande importance ou non. Il n’en reste pas moins que des

hypothèses précises seraient à dégager pour les cas usuels.



2. Approfondissements et prolongements de la
théorie des erreurs

2.2 Extension de l’interprétation par l’information de Fisher à
la dimension infinie
Il s’agit de trouver une meilleure connexion de la théorie des
structures d’erreur avec la statistique asymptotique.
J’esquisse comment on pourrait envisager le passage de la
dimension finie à l’espace de Wiener concernant l’information de
Fisher en l’abordant côté carré du champ.



2. Approfondissements et prolongements de la
théorie des erreurs

2.3 Limites projectives avec le générateur au lieu de la forme

Il semble que la définition d’un système projectif serait di↵érente si
la condition de compatibilité par projection portait non plus sur les
formes de Dirichlet mais sur les générateurs associés.
Apparemment on obtiendrait une notion de système projectif plus
restrictive qui fait intervenir la forme et la mesure. Mais on
pourrait alors disposer de l’outil de la symétrie des pré-générateurs
sur leurs domaines pour appliquer la méthode de Friedrichs et
obtenir peut-être des conditions su�santes de fermabilité.



2. Approfondissements et prolongements de la
théorie des erreurs

2.4 Répartition empirique de suites équiréparties

Disons les choses en dimension 1 pour simplifier. Soit ⇠n une suite
équirépartie sur [0, 1] et FN(x) =

1
N

PN
1 1{⇠nx} la fonction de

répartition associée. Si U est une variable uniforme sur [0, 1], la
variable aléatoire FN(U) est une approximation de U car FN(x)
tend vers x (uniformément).
Alors la théorie des opérateurs de biais s’applique (cf. chapitre 10)

Ceci permettrait de se doter d’un calcul d’erreur pour les
simulations du type quasi-Monte Carlo.



2. Approfondissements et prolongements de la
théorie des erreurs

2.5 Structure d’erreur instantanée d’un processus
stochastique

2.6 Structure d’erreur et théorie des capacités

Si nous avons une structure d’erreur, nous disposons aussitôt d’une
théorie des capacités, Du point de vue de la théorie des erreurs les
ensembles de capacité nulle ont une signification empirique. Ceci
se relie au fait que durant une procédure d’approximation certains
ensembles ne sont pas vus.



3.Problèmes mathématiques ouverts et conjectures

3.1 Caractérisation des structures d’erreurs en dimension 2
et au delà.

En dimension 1, une condition nécessaire et su�sante de
fermabilité sur L2(R) d’une forme quadratique de la forme

⇢
E(u, v) =

R1
�1 u0(x)v 0(x)⌫(dx)

D[E ] = C1
0 (R)

a été trouvée par M. Hamza en 1975.
La question se pose évidemment de trouver des caractérisations en
dimension supérieure et déjà en dimension 2. Travaux inachevés de
Gabriel Mokobodski utilisant des résultats de David Preiss.





Cette conjecture s’écrit donc

Conjecture (Energy Image Density)
Pour toute structure d’erreur (⌦,A,P,D, �) et tout entier d � 1,
si X 2 Dd

X⇤(1{det �[X ,Xt ]>0}.P) << �d

où �d est la mesure de Lebesgue sur Rd et X⇤µ désigne l’image de
la mesure µ par X .

cette conjecture n’est pas résolue à ce jour.



merci de votre attention

questions ?



• considérer la résolution par éléments finis 
de problèmes aux limites avec 
coefficients ou données frontière aléatoires, 
avec les outils du chapitre 10
afin de viser des résultats 
d’existence de densité pour la solution


