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Ce document est en travaux et comporte probablement beaucoup d’erreurs ou d’imprécisions.
Tout commentaire est le bienvenu : julien.reygner@upmc.fr.

INTRODUCTION

Grandeurs et principes de la thermodynamique. Le premier principe de la thermodynamique
énonce l’existence, pour tout système thermodynamique, d’une quantité appelée énergie interne et
notée U , dont la variation infinitésimale dU se fait par échange de chaleur δQ avec l’extérieur. Le
flux thermique à travers la surface Σ du système est noté Φth := δQ/dt, il s’exprime en W. Pour
tout x ∈ Σ, le vecteur densité de flux thermique J(t, x) est défini par dΦth = J · dΣ, où dΣ est un
élément de surface orienté autour de x. La norme de J s’exprime en W.m−2.

La température thermodynamique T d’un système thermodynamique est définie par la dérivée
∂S/∂U , où S est l’entropie du système, définie par le second principe de la thermodynamique. La
température s’exprime en K. La loi de Fourier est la relation constitutive

(1) J = −κ(T )∇T,

où κ(T ; t, x) est appelée conductivité thermique du matériau. En général, c’est une matrice 3 ×
3 positive et ses coefficients s’expriment en W.m−1.K−1. Cette loi est empirique, mais vérifiée
expérimentalement dans la quasi-totalité des situations (fluides, solides, températures extrêmes),
à l’exception notable des nanotubes de carbone, qui sont des matériaux unidimensionnels.

Comportement diffusif de l’énergie. La loi de Fourier exprime un comportement diffusif de
l’énergie. [l’écrire

(2) c(T )∂tT = ∇ · (κ(T )∇T ),

où c(T ) est la capacité calorifique.] [définir diffusion normale et anormale]

Du microscopique au macroscopique. À l’échelle microscopique, la matière est constituée de
particules dont l’évolution suit les lois classiques du mouvement. Dans ce contexte, le but de la
mécanique statistique est double :

– donner une définition thermodynamique des grandeurs macroscopiques (énergie interne, tem-
pérature, etc.), c’est-à-dire comme des statistiques de l’état du système microscopique ;

– en déduire une justification rigoureuse des relations constitutives telles que (1).
Assez naturellement, une grandeur thermodynamique ne devrait pas être sensible aux petites va-
riations du système microscopique : si la position d’une particule est légèrement modifiée, l’énergie
totale ou la température du système ne devraient pas être affectées. Cette propriété du système
microscopique est appelée ergodicité. D’un point de vue mathématique, c’est une propriété difficile
à établir pour des évolutions purement déterministes — donc, des évolutions décrivant réellement
la physique. C’est pourquoi de nombreux modèles ont été construits en introduisant une perturba-
tion stochastique de l’évolution déterministe, afin d’obtenir des résultats d’ergodicité. Bien sûr, une
telle perturbation peut modifier le comportement du système, y compris à l’échelle macroscopique.

Ce document propose une introduction au formalisme utilisé pour décrire l’évolution micro-
scopique des systèmes et leur comportement à l’échelle macroscopique. Les deux grands articles
de revue sur ce problème sont Bonetto, Lebowitz et Rey-Bellet [6] et Lepri, Livi et Politi [16]. Le
contenu de cette introduction reprend, dans une large mesure, le chapitre 3 de Stoltz [23].

1. DYNAMIQUE MICROSCOPIQUE À TAILLE FINIE

On considère un système de N particules en interaction, qui vivent dans un domaine D ⊂ R
d. Au

temps t ≥ 0, la i-ème particule, i ∈ {1, . . . , N}, est décrite par sa position qi(t) ∈ D et sa quantité
de mouvement pi(t) ∈ R

d. L’espace des phases est X = DN × (Rd)N . Sauf mention explicite du
1
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contraire, on suppose que toutes les particules ont la même masse, prise égale à 1, de sorte que
l’on peut identifier quantité de mouvement et vitesse.

On postulera toujours que la dynamique (q1(t), . . . , qN (t); p1(t), . . . , pN (t))t≥0 est un processus
de Markov homogène. Rappelons que le semi-groupe associé (Pt)t≥0 est la famille d’opérateurs
définie par, pour tout t ≥ 0,

(3) x ∈ X , Ptf(x) := Ex [f(q1(t), . . . , qN (t); p1(t), . . . , pN (t))] ;

où la notation Ex [·] indique que le processus (q1(t), . . . , qN (t); p1(t), . . . , pN (t))t≥0 est initialisé à
la configuration x ∈ X . Lorsque le semi-groupe possède de bonnes propriétés de régularité, on
définit son générateur infinitésimal L par

(4) ∀f ∈ D(L), ∀x ∈ X , Lf(x) := lim
t↓0

Ptf(x) − f(x)

t
,

où D(L) est l’ensemble des fonctions f pour lesquelles la limite ci-dessus existe. Une présentation
adéquate de la théorie des processus de Markov, et en particulier de leurs propriétés d’ergodicité,
est faite par Rey-Bellet [20].

1.1. Dynamique hamiltonienne et perturbation stochastique. On s’intéressera plus particuliè-
rement aux dynamiques suivantes.

1.1.1. Dynamique hamiltonienne. Soit V : DN → R une fonction représentant l’énergie potentielle

associée à un ensemble de positions. L’évolution d’un système suivant les lois classiques du mou-
vement est gouvernée par le hamiltonien H : X → R défini par

(5) H(q, p) :=

N
∑

i=1

|pi|
2

2
+ V (q1, . . . , qN ), (q, p) = (q1, . . . , qN ; p1, . . . , pN ),

selon le système d’équations différentielles

(6)

{

q̇i = ∇pi
H(q, p) = pi;

ṗi = −∇qi
H(q, p) = −∇qi

V (q1, . . . , qN ).

Si, pour toute configuration initiale x ∈ X , il existe une unique solution (q(t), p(t))t≥0 au sys-
tème d’équations différentielles (6) initialisé en x, alors on appelle flot hamiltonien (φt)t≥0 la
famille d’applications de X dans lui-même définies par φt(x) := (q(t), p(t)), et le semi-groupe de
la dynamique hamiltonienne s’exprime en fonction du flot par

(7) ∀x ∈ X , Ptf(x) = f(φt(x)).

Formellement, le générateur infinitésimal s’écrit alors

(8) Lf =

N
∑

i=1

pi · ∇qi
f −

N
∑

i=1

∇qi
V · ∇pi

f,

où · représente le produit scalaire de R
d.

Le terme
∑N

i=1
|pi|

2/2 du hamiltonien est l’énergie cinétique, de sorte que H(q, p) représente
l’énergie mécanique totale d’une configuration (q, p). La dynamique hamiltonienne conserve l’éner-
gie mécanique totale, ie pour tout x ∈ X , pour tout t ≥ 0, H(φt(x)) = H(x).

1.1.2. Chaînes d’oscillateurs. Une chaîne d’oscillateurs est un système hamiltonien au sens du para-
graphe 1.1.1 dans lequel l’énergie potentielle prend la forme particulière

(9) V (q1, . . . , qN ) =

N
∑

i=1

v(qi − qi−1) + u(qi),

où l’on convient que q0 = 0. Les fonctions v, u : D → R sont respectivement appelées potentiel

d’interaction de paires et potentiel d’accrochage. Dans un tel modèle, la i-ème particule est disposée
sur le site i du réseau {1, . . . , N} et elle oscille autour de sa position d’équilibre avec une amplitude
qi ∈ D, chaque particule interagissant avec sa voisine de droite et sa voisine de gauche. Un tel
système modélise l’évolution d’un solide unidimensionnel. On peut bien sûr définir des réseaux,
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dits cristallins, de dimension supérieure, avec interactions aux plus proches voisins, de manière
similaire.

Lorsque le potentiel d’accrochage est nul, ie u = 0, alors V est invariant par translation et on vé-
rifie que la quantité de mouvement totale

∑N

i=1
qi est conservée par la dynamique hamiltonienne.

Lorsque le potentiel d’interaction de paires est quadratique, ie v(q) = k|q|2, la chaîne d’oscilla-
teurs est dite harmonique et la force d’interaction entre deux particules voisines est proportionnelle
à la distance entre ces deux particules.

1.1.3. Thermostats. On introduit maintenant une perturbation stochastique de la dynamique ha-
miltonienne d’une chaîne d’oscillateurs afin de prendre en compte l’action de thermostats ajoutés
à chaque extrémité de la chaîne. On modélise ces thermostats de la manière suivante :

– la description de la dynamique des particules à l’intérieur de la chaîne reste inchangée :

(10) ∀i ∈ {2, . . . , N − 1},

{

dqi(t) = pi(t)dt,

dpi(t) = −∇qi
V (q1(t), . . . , qN (t))dt;

– la particule la plus à gauche est au contact d’un thermostat à la température TL :

(11)











dq1(t) = p1(t)dt,

dp1(t) = −∇q1
V (q1(t), . . . , qN (t))dt − γp1(t)dt +

√

2γ

βL

dWL(t);

– la particule la plus à droite est au contact d’un thermostat à la température TR :

(12)











dqN (t) = pN (t)dt,

dpN (t) = −∇qN
V (q1(t), . . . , qN (t))dt − γpN(t)dt +

√

2γ

βR

dWR(t);

où βL = 1/TL et βR = 1/TR sont les températures inverses, γ > 0 est l’intensité des thermostats et
WL et WR des mouvement browniens dans R

d, indépendants. Ici, on modélise l’interaction avec
les thermostats au moyen de processus de Langevin, une discussion sur la modélisation de ces
thermostats est faite dans [6, Section 4] et [16, Section 3].

1.2. Mesure invariante. L’espace des phases X étant muni de la tribu borélienne induite par
(Rd)N × (Rd)N , une mesure de probabilité µ sur X est appelée mesure invariante pour le semi-
groupe (Pt)t≥0 si, pour tout t ≥ 0,

(13)
∫

X

Ptf(x)dµ(x) =

∫

X

f(x)dµ(x).

Alors le processus (q(t), p(t))t≥0 est stationnaire, ie sa loi est invariante par translation dans le
temps. Les mesures invariantes sont les mesures de probabilité solutions de l’équation de Fokker-

Planck stationnaire L∗µ = 0, c’est-à-dire

(14) ∀f ∈ D(L),

∫

X

Lf(x)dµ(x) = 0.

1.2.1. Ergodicité. On dit qu’une mesure invariante µ est ergodique si, pour µ-presque toute condi-
tion initiale x ∈ X , pour toute fonction A ∈ Cb(X ), on peut exprimer la valeur moyenne de
A(q, p) sous la probabilité µ comme la moyenne empirique sur une réalisation de la trajectoire
(A(q(t), p(t)))t≥0 :

(15)
∫

X

A(q, p)dµ(q, p) = lim
t→+∞

1

t

∫ t

0

A(q(s), p(s))ds, Px-p.s.
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1.2.2. Réversibilité. Lorsqu’il existe une mesure invariante µ, on dit que le processus (q(t), p(t))t≥0

est (strictement) réversible pour la mesure µ si le domaine du générateur infinitésimal L est dense
dans l’espace L2(X , µ) et

(16) ∀f, g ∈ D(L),

∫

X

f(x)Lg(x)dµ(x) =

∫

X

g(x)Lf(x)dµ(x).

Le processus (q(t), p(t))t≥0 est dit réversible pour la mesure µ si l’égalité ci-dessus tient à une
opération bijective près, c’est-à-dire s’il existe une bijection s de X dans lui-même telle que D(L)
est stable par l’application f 7→ f ◦ s, s préserve la mesure µ et

(17) ∀f, g ∈ D(L),

∫

X

f(x)Lg(x)dµ(x) =

∫

X

g(s(x))Lf(s(x))dµ(x).

Un modèle pour lequel la dynamique est réversible est appelé système à l’équilibre. Autrement,
il est dit hors d’équilibre. Il est facile de vérifier que pour tout β > 0, la mesure de Gibbs

(18) dµ(x) :=
1

Z(β)
exp(−βH(x))dx

est invariante pour l’évolution hamiltonienne décrite au paragraphe 1.1.1 dès que le potentiel V
vérifie de bonnes propriétés de croissance à l’infini. Dans la définition ci-dessus (18), Z(β) est
une constante de normalisation et est appelée fonction de partition du système ; dx est la mesure
de Lebesgue sur l’espace des phases, elle est parfois appelée mesure de Liouville. La dynamique
hamiltonienne est réversible pour toute mesure de Gibbs de la forme (18), avec s(q, p) := (q,−p)
dans (17).

Lorsque les deux thermostats décrits au paragraphe 1.1.3 sont à la même température T =
TL = TR, la mesure de Gibbs à température inverse β = 1/T est l’unique mesure invariante pour
l’évolution d’une chaîne d’oscillateurs perturbée par les thermostats, qui est alors réversible. Dans
le cas où les thermostats ne sont pas à la même température, l’existence et l’unicité d’une mesure
invariante ont été prouvées pour de larges classes de potentiels u et v (voir Carmona [8], Eckmann
et Hairer [9], Eckmann, Pillet et Rey-Bellet [11, 10], Rey-Bellet et Thomas [21, 19]), mais en
général on ne connaît pas d’expression de cette mesure et la dynamique n’est plus réversible.

1.3. Loi de Fourier microscopique. La non-réversibilité d’une dynamique du type de celle décrite
au paragraphe 1.1.3 avec des thermostats à températures différentes se traduit physiquement par
l’apparition d’un flux d’énergie, du thermostat le plus chaud vers le thermostat le plus froid. C’est
ce phénomène que l’on veut étudier du point de vue mathématique.

1.3.1. Flux d’énergie. Pour une chaîne d’oscillateurs comme introduite au paragraphe 1.1.2, avec
ou sans perturbation stochastique, on définit l’énergie locale de la i-ème particule par

(19)

ǫ1(t) :=
|p1(t)|

2

2
+ u(q1(t)) +

1

2
v(q2(t) − q1(t)) + v(q1(t)),

ǫi(t) :=
|pi(t)|

2

2
+ u(qi(t)) +

1

2
(v(qi+1(t) − qi(t)) + v(qi(t) − qi−1(t))) , i ∈ {2, . . . , N − 1},

ǫN(t) :=
|pN(t)|2

2
+ u(qN (t)) +

1

2
v(qN (t) − qN−1(t)) + v(qN (t)),

de sorte que l’énergie mécanique totale est la somme des énergies locales.
On définit maintenant le flux local d’énergie entre la (i + 1)-ème et la i-ème particule par

(20) ji+1,i(t) := −∇v(qi+1(t) − qi(t)) ·
pi(t) + pi+1(t)

2
,

de sorte que, pour tout i ∈ {2, . . . , N − 1},

(21) dǫi(t) = (ji,i−1(t) − ji+1,i(t))dt.

Le flux d’énergie total est maintenant défini par

(22) J(t) :=

N−1
∑

i=1

ji+1,i(t).
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Formellement, sous la mesure invariante, ǫi(t) est une constante du temps. En conséquence,
le flux local d’énergie est constant le long du matériau : 〈ji+1,i〉 = 〈ji,i−1〉 =: j, de sorte que
〈J〉 = (N − 1)j.

1.3.2. Conductivité thermique. On revient au modèle de la chaîne d’oscillateurs en contact avec
des thermostats introduite au paragraphe 1.1.3. On suppose TR > TL et on note T := (TL +TR)/2,
∆T := (TR − TL)/2 de sorte que TL = T − ∆T , TR = T + ∆T . On suppose que pour toute valeur
de ∆T > 0, il existe une unique mesure invariante µ∆T pour la dynamique. Pour toute fonction
A : X → R, appelée observable, on note 〈A〉

∆T la valeur moyenne de A sous µ∆T , ie

(23) 〈A〉
∆T :=

∫

X

A(x)dµ∆T (x).

On s’intéresse au cas où ∆T est petit devant T , de sorte que la dynamique décrite au para-
graphe 1.1.3 puisse être vue comme une perturbation d’ordre ∆T de la dynamique à l’équilibre
thermique à la température T , dont l’unique mesure invariante est la mesure de Gibbs à la tempé-
rature T , notée naturellement µ0.

Sous µ0, le flux d’énergie total donné par (22) est nul, ie 〈J〉
0

= 0. Par analogie avec la loi de
Fourier macroscopique, on définit la conductivité thermique κN (T ) comme la limite, lorsque ∆T
tend vers 0, du rapport entre le flux moyen local d’énergie j = 〈J〉∆T /(N − 1) et le gradient de
température ∆T/N (que l’on suppose constant le long de la chaîne) :

(24) κN (T ) := lim
∆T↓0

〈J〉∆T

∆T
.

1.3.3. Formule de Green-Kubo. Supposons que le générateur infinitésimal L d’une dynamique hors
d’équilibre s’écrive sous la forme

(25) L = L0 + ξL1,

où L0 est le générateur infinitésimal d’une dynamique à l’équilibre, L1 est un générateur infini-
tésimal et ξ est petit. Dans l’exemple traité au paragraphe 1.3.2, ξ = ∆T et L0 est le générateur
infinitésimal de la chaîne d’oscillateurs en contact avec deux thermostats à la même température
T . Pour une observable A, soit encore 〈A〉ξ la moyenne de A sous la mesure invariante µξ associée
au générateur L0 + ξL1. Si 〈A〉

0
= 0, on appelle réponse linéaire de A la quantité

(26) α := lim
ξ→0

〈A〉ξ
ξ

.

C’est le premier coefficient f1(A) du développement formel en série entière

(27) 〈A〉ξ = 〈A〉
0
+

∞
∑

i=1

fi(A)ξi.

La formule de Green-Kubo s’écrit alors

(28) α =

∫ +∞

0

Eµ0
[A(q(t), p(t))S(q(0), p(0))] dt,

où S := L∗
11 (l’adjoint est pris dans L2(X , µ0)) est appelée réponse conjuguée et ne dépend pas de

A. Voir Stoltz [23, Paragraphe 3.1.3] pour un introduction plus détaillée et rigoureuse.

2. LIMITE THERMODYNAMIQUE ET CHANGEMENTS D’ÉCHELLE

On souhaite maintenant comprendre le comportement de la conductivité thermique introduite
au paragraphe 1.3.2, et plus généralement la manière dont se transporte l’énergie, dans un système
à grand nombre de particules. La limite N → +∞ des modèles décrits au chapitre 1 s’appelle limite

thermodynamique. Une question importante est l’existence ou non d’une limite thermodynamique
pour la conductivité thermique κN (T ) définie par (24). L’existence de cette limite est équivalente à
la loi de Fourier stationnaire (1), voir Bernardin et Olla [3] et Bonetto, Lebowitz et Lukkarinen [7].
Les modèles suivants ont été étudiés, analytiquement ou numériquement :

– systèmes harmoniques : Rieder, Lebowitz et Lieb [22] ;
– systèmes totalement intégrables : Zotos [25] ;
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– réseau de Toda : Toda [24], Hatano [13] ;
– chaîne de rotors : Iacobucci, Legoll, Olla et Stoltz [14] ;
– systèmes avec potentiel anharmonique ou inversions aléatoires des quantités de mouvement :

Bernardin et Olla [4] ;
– systèmes avec conductivité en Nα, 0 < α < 1 : Basile, Bernardin et Olla [1].
Pour un système avec un nombre infini de particules, on veut maintenant effectuer des chan-

gements d’échelle en espace et en temps pour étudier le transport de l’énergie. Il existe deux
changements d’échelle naturels, qui décrivent deux comportements différents (voir l’introduction
de l’article de Olla [18]) :

– au changement d’échelle hyperbolique t 7→ ǫ−1t, x 7→ ǫx, le système est décrit dans la limite
hydrodynamique par un système de lois de conservation (voir Bernardin et Stoltz [5], Olla,
Varadhan et Yau [17], Fritz, Funaki et Lebowitz [12] ; et pour une introduction complète aux
limites hydrodynamiques, Kipnis et Landim [15]) ;

– au changement d’échelle diffusif t 7→ ǫ−2t, x 7→ ǫx, le système est décrit par l’équation de la
chaleur (2) si la diffusion de la chaleur est normale, sinon il faut adapter l’exposant devant le
changement d’échelle en temps et l’on parle de diffusion anormale (voir les notes de cours de
Bernardin [2]).
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