-

.

-

Notes de cours sur les methodes Monte Carlo quantique
pour I'équation de Schrodinger

Michel Caffarel, caffarel@irsamc.ups-tlse.fr

Laboratoire de Chimie et Physigue Quantigues de Toulouse
Marseille, 23-27 Janvier 2006

Documents complémentaires :

e Application a la chimie, références, etc. : “Monte Carlo
guantique pour le calcul des structures électroniques”
http ://cermics.enpc.fr/ stoltz/aci.html ou sur demande.

e Quelques problemes mathématiques reliés aux

approches QMC “Some mathematical questions related to
guantum Monte Carlo approaches for molecules”

http ://www—math.unice.fr/ cassam/WorkshopOS/speakers.htgmf
ou sur demande.
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Equation de Schrodinger

-

Equation de Schrodinger (unités atomiques)

(1)

5~ ¥(t)) (1)

Solution formelle :
Y(z,t) = (zle” M hp(0)) = € R%E >0
Décomposition spectrale de I'opérateur e~ :

et =% e R ) (o

Lw(% t) =Y e oy (x)(dx|v(0)) J



Equat. de Schrodinger en temps imaginaire

o N

On passe en temps imaginaire : ¢t — —it
On obtient I'équation de Schrodinger :

oY (x,t

S = —H (0)d(x, 1)

Solution formelle :

Y(@,t) = e”H(z, 0)

ou plus explicitement :

Pl t) =3 e o () (or]¥(0))

A grands “temps” ¢ :

U(,1) ~t o G0(2) + Ofe™F—E0)]

o |



Equation de diffusion “généralisée”

o N

00(e.t) _ 1 y~d 182¢(x t) = V(x)p(z,t)

Cette équation a la forme d’'une équation de diffusion
“genéralisee”.

Monte Carlo quantique = simulation de cette équation a
I'aide de processus stochastiques
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Feynman-Kac avec diffusion libre |

-

p(x,t) = (zle M (t = 0))
Introduisons ¢t = N7

e—tH —TH“ —TH

— € .€

En introduisant la resolution de l'identité entre chaque
exponentielle, on obtient

Y(x,t) = [dxo [dzy... [ dey_q
U(xg,t = 0){wole ™ |21).. (xn_1]e T |x)

Formule de Trotter : e "(A+B) = ¢=74¢=78 L O[72] (A et B
deux opérateurs)

T e TH |-\ ~ T Q%VQ rNe—TV (:)
J J
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Feynman-Kac avec diffusion libre |1

o T N

Notons p(zo — =, 7) la quantité : (z|ezV" |zo)

Il s’agit de la solution de I'équation de diffusion libre :

P = V(. 1)

avec : Y(x,t =0) = d(x — xq)
c’est a dire:

1 . (x—mo)2

Y(x,t) = plrg — x,t) = o




Feynman-Kac avec diffusion libre 111

o N

Onaalors : ¢(z,t) = [dxg [ dxy... [ dey_q

W(xo,t = 0) 120 " plas — wpr, e 72m1 VD)

On a donc, en prenant la limite N — oo,7 — 0 avect = N7 :

W(,t) = [ dwoi(zo, t = 0) (e~ Jo VIEGMsy (s

OU (...)2(0)=z0:z(t)=2 TEPreésente la moyenne sur toutes les

trajectoires engendreées par p(x; — x;11,7) QUi commencent
en xp en s = 0 et finissent en z en s = t.

o |
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Feynman-Kac avec diffusion libre IV

-

La probabilité de transition étant symmetrique en espace
on peut inverser le sens du temps et considerer que le point
Initial est =, on a alors la formule de Feynman-Kac

suivante .

W(x,t) = (e o VIEdsy (1) £ = 0))p(0)—a

et donc I'état fondamental : en prenant la limite ¢ — +o0




Trajectoires browniennes |

o N

Les trajectoires browniennes sont tres faciles a engendrer.

|| faut simuler :
( ) 1 - (wip1—;)°
p 1 Z"‘l? \/%d

Il s’agit d’'un produit de gaussiennes INDEPENDANTES
pour chaque coordonnées [ =1,d :

(@b —eh)?

p(zi = 211, 7) = [[1=1 4 ﬁe 2"

- s l l . 7’ 7’
Les quantites (z;,; — z;)/+/7 sont interpretées comme des
variables aléatoires normales (gaussiennes centrees) et in-

dépendantes : 7'.
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Trajectoires browniennes I

-

On a donc:

T = (t+7)=2(t) + V7o

Equation différentielle stochastiqgue (EDS) discrétisee

(éguation de Langevin) associée au mouvement brownien
libre (processus de Wiener)

Remarque : En pratigue, engendrer des variables normales

iIndependantes est tres facile, par exemple en utilisant I'algo-

rithme de Box-Muller.

o |
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Algorithme de Box-Muller
- -

r=+v—2Inwu;

0 = 2muo

uy et uo nombres aléatoires uniformes sur (0,1) (générateur
de nombres aléatoires disponible dans toutes
bibliotheques).

n1 = rcos(6)
Ny = rsin(6)

o |
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Au-dela de la diffusion libre |

-

On veut réduire les fluctuations de V' en introduisant un
potentiel “écranteé”.

Pour cela on introduit une fonction d’onde d’essal, 7, qui
sera une bonne approximation de ¢.

H=T+V =T+ (V+ Er — HYp /¥7) + (HY7 /Y7 — E7)

H = Hy+ (Er(z) — Er)

. . | Er(x) = Hyr /YT
ou Er(x) estI’energie locale : ,

E7 une constante réelle arbitraire et H, est construit tel
que :

HoYp = EWTI J




Au-dela de la diffusion libre 11

A partir de Hy = T = —1/2V? on avait construit une T

processus de diffusion libre. Equation d’évolution (équation
de diffusion ou de Fokker-Planck libre) :

oY(x,
¢(((9t - %VQ@D(ZC,t)

A partir de Hy admettant ¢y comme etat fondamental, on
construit une processus de diffusion plus général dont

I’équation d’evolution (équation de Fokker-Planck) est
donnée par :

oY(x,
¢(((9t 2 — le(ilfa t)

L (opérateur de Fokker-Planck) donné par :
L.=3V% -V (b(z).)

Lb(x) vecteur de derive (drift) :b(x) = Vyr/vr J
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Interpretation du terme de dérive

-

Dans le cas ou le vecteur dérive est constant (indéependant
de ) I'équation de Fokker-Planck :

PP = SV, ) — V(by(x,t)) avec vz, 0) = 8(x — z0)
peut-étre résolue analytiguement, on obtient :

1 B (m—azo—bt)Q

Y(x,t) = N 20

En terme de mouvement brownien l'effet du terme
supplémentaire est de faire deriver la position d’'une
guantite élementaire br. Quand b dépend de =,
I'interprétation est convervée a I'ordre dominant en .

La version discretisée la plus simple de I'équation
différentielle stochastique associée s’écrit alors pour
chaque coordonnée [ =1,d : J

2t + 1) =2 (t) + b2l ()] + /! v




Lien entre L et H

| L =vyp(Er — Ho)@b%,
Relation fondamentale :

Démonstration :
Br — Hy = 1v2 — 1YUT (déf. de Hy)

T

2
L. =p(Er — Ho) g = 591 V7(55- )—%vﬁ

Introduisant b = w‘” on a les egalités suivantes :

Lrv2A(k) = 3V 4 52 - 1hv. + 1V2
Vr _ V(yrb) _

Gt = S = b7 4 Vb
V(b.) = Vb+ 0.V On obtient alors :

L= 1V2 - V(b), CQFD N
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Lien entre L et H

fEn utilisant la formule de Trotter : T

—7‘ Ho ET) —T(EL(ZCZ')—ET)

<37j‘€_TH’37@> <5’7]‘€ z;)e

1
avec : (x|e "Ho=ET) | 1)) = (3,]e" 7
or ewAt = > g,(lAu)n => l%A”u = Ledy

d'ou :

<£Cj’€_T(HO_ET)’£EZ'> _ wT(sz) <CCj’€TL’ZUZ'> (2)
Y7

Notons p(x; — x;,t) = (x;|e'F|z;). Cette quantité est solution
de I'’équation de Fokker-Planck :

L o0 = Lp avec p(x; — x;,t = 0) = 0(z; — ;) J
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o N

Comme on I'a déja vu, a temps courts :

] B (2 —a;—b(zy)T)?

\/27T7'de o
La quantité p(z; — x;,t) peut étre interprétée comme un
probabilite de transition. En effet,

p(r; — x5, 7) ~

o p(z; — x;,t) >0

Dem : Vrai a temps courts, vrai a tous temps en utilisant :
(z|etl|y) = [ dxo [ dzxy... [ dey_q (z|e™F|x0).. (xn—_1]e™"|y)

o |
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o [dujp(x; — x;,t) =1

Dem : Partant de Eq.(2) :

ploi = 25.8) = B asle ), on a

[ dzjp(zi — wj,t) = Ga (Wrle” ™) |z;). Or

e~ THo—ET) . — o) d’oU I'intégrale vaut 1.

Propriété importante : la densité stationnaire associee a
I’équation de Fokker-Planck est donnée par .

Ceci est obtenu tres facilement a partir de le relation fon-
damentale entre L et Ep — Hy. En effet : Ly = ¢r(Er —

 Ho)br =0 -
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-

On a donc pour résumer la relation fondamentale suivante
Er(x:)—ET)

(wile™ ) = GrEgplai — ;. )e

En utilisant cette relation on peut effectuer les mémes
manipulations que précédemment avec le processus libre
(seule différences : V — E|, probabilité de transition
“driftee”).

N—1 — N-1
[T (wale i) = 2220 T plas —

Tip1,T)e T 2i(Er()—Er)

b0 (@) ~ limy oo () (™ o (Bl =Br)dsy

|
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Calcul de I’énerqgie |

Estimateur de I'énergie :

t
fdﬂ?ﬂ' EL( )< _f()(EL[:lc(s)]—ET)dS>$(O):ac
[ dem(x){e — J§(BL[2(5)]—Br)ds)

z(0)==x

, . , — J§(EL[2(s)]—Eq)ds
c’est a dire : By = limy_, | o 2220 2 )

(e~ Jo(BLla(s)]—Eq)ds)
Dem : En utilisant I'expression de ¢, précédente, on a :

[ den(e) Bu(@)po(@) fr ()
Eo = e @ioo(e)/or (@)

or m(x) ~ ¢4 (z) d'ou :

Ey = I fdjf((;o H‘DT(()) Vrai car H est un opérateur auto-adjoint

L(on peut faire agir H sur la fonction ¢y a gauche) et H ¢y(x) :J

Eypo(x) poss



-

Calcul de I’énerqgie I

En pratique, on utilise I'ergodicité (recurrence) du T
processus et on peut calculer les moyennes sur une seule
trajectoire :

limr oo & [T duBy[z(u)]e Ju* (ELl)]=Br)ds

limp oo & [ due™ S (PLlz()=Br)ds

- -
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Methodes QMC a T=0
-

e Pure Diffusion Monte Carlo (PDMC) : la méthode que
nous venons de présenter. Bien définie mathématiquement
mais présence de grandes fluctuations a grands temps ¢.
Elle nécessite de “bonnes” fonctions d’onde d’essai, .

e Diffusion Monte Carlo (DMC) : la méthode “exacte” la
plus populaire. Méthode moins bien controléee
mathématiquement mais tres robuste.

e Variational Monte Carlo (VMC). Méthode variationnelle
tres populaire.

|
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Monte Carlo variationnel (VMC)
- -

e Simulation de la densité de probabilité :

ou ¢ = fonction d’onde d’essai pour |'état vise

e Cas particulier de ce qui précede. Les moyennes sont
calculéesat =0

e Calcul de valeurs moyennes :

(fin = [ dRF(RTI(R) = wrlflvn

Dans le cas de I'énergie :

et = o

o |
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VMC I

Comme on I'a vu la densité de probabilité,%, peut-étre

obtenue en utilisant 'equation difféerentielle stochastique
associee a I'equation de Fokker-Planck.

En pratique, on utilise 'EDS + une étape supplémentaire
d’acceptation/rejection de type Metropolis pour éliminer
I'erreur de  fini sur les moyennes calculees.

|
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Algorithme de Metropolis le plus general

o N

REGLES POUR SIMULER TI
e Probabilité de transition d’essai : p(z — 7/, 7)

e Acceptation/Réjection d’'un mouvement d’essai avec
probabilite :

LI(5)p(
L1(Z)p(

y—Z,7)
7 —

Min|1, —
Y, T)

|

e Probabilité d’essai absolument quelconque a condition
guelle soit ergodique.

Dérivation dans : Cours : “Introduction aux simulations
Lnumériques”, http ://www.lpthe.jussieu.fr/DEA/ J
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Diffusion Monte Carlo (DMC)

o N

La methode consiste a introduire la partie “potentiel
écrante” (Er, — Ep) dans le processus de diffusion. Plus
précisément, on considere le générateur infinitesimal :

L* = p(Er — H)w%

c’est a dire :

L*=L— (EL(z) — ET)

L'équation d’evolution s’écrit maintenant :

L = IV2—V(b(x)p) — (Er(zx) — Er)p avec p(z,0) = 6(z — ).

Attention! cette équation d’evolution n’est plus une
équation de diffusion (la probabilité totale n’est pas
conservée, voir la suite).

|
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Interpretation

-

Le terme supplémentaire peut étre simulé a I'aide d’'un
processus de mort-naissance. A petit temps 7 la solution
associée a ce terme est en effet donnée par

flat+7) = flz,t)e"Fr)=For
D’un point de vue pratigue :

Le “marcheur” (particule) est déplacé en accord avec 'EDS
associee a l'opérateur L puis il est copié un certain nombre

de fois proportionnellement au facteur e~ (£r(@)—Er)7T,

Densité stationnaire de ce processus : I1(z) = fj;b(?(ﬁ; ((;S)(x)

a condition que Ep = Ej. Pour vérifier ce resultat il suffit de
vérifier que : L*(vr(x)oo(x)) = 0 A faire...

|
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DMC
- o .

Calcul de I'énergie

_ [dzyprdpoEr fdxﬁbOHwT M
[dwiro — Jdupres 0

Noter que dans le regime stationnaire (avec Er = Ey) la
norme est conservée en moyenne :

)= [dxf(x,t)
(t)/dt = [dzSt = [dxLf — (B, — Ep)f

:—fd.li EL )—ET)f
=< EL(SIJ)—ET >=0Sl BEr = Ej

< Ep >1=

o |
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Algorithme DMC
fEn pratique : T
e Introduction d’une population de marcheurs
e Chaque marcheur subit I'étape :
-diffusion + dérive : z(t 4+ 7) = z(t) + b(z(t))7/(7)n

-duplication : M = E[e~(Fr@)=Er®)™ 1 4] o0l uw nombre
aléatoire uniforme entre (0,1) et E[] = partie entiere. Ceci
assure que

= [du Ele~(Er@)=Er()r 4 y] = ¢~ (Er(@)=Er(t)T,
e La constante Ep(t + 7) est ajustée pour que le nombre
moyen de marcheurs reste a peu pres constant, par exemple
LET(t +7) = Ep(t+ 1)+ k/7n| (() | ou M(t) = nombre deJ

marcheurs a l'instant t.



Fermions |

o N

Jusqu’a maintenant nous avons supposé que ¥ (x) avait
un signe constant et ne s’annulait gu’a I'infini. Ceci est
raisonnable car 'état fondamental d’'un opérateur de
Schroedinger vérifie une telle propriéte.

Cet etat fondamental sans signe est I'etat fondamental
physique pour les systemes composés de bosons ou pour
es systemes composes de particules discernables. Pour
es fermions (électrons, en particulier), cet état n'est pas
physique.

D’un point de vue mathématique, il y a deux types
d’électrons («, ().

¢0(7?17 ey FNa ‘FNOA—l) ey FNOA—Nﬁ)

o |
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Fermions ||

-

oo doit étre antisymmetrique dans I'échange des
coordonnées de deux electrons o ou de deux electrons £.

= ¢o est un “etat excite” de H et s'annule a distances finies.

Quand on choisit une fonction d’essai ¢ antisymmeétrique,
cette fonction s’annule a distances finies (sur les “varietes
nodales”) et la transformation de similarité fondamentale,

L=4vy7p(Er — Ho)wiT, est mal définie.

Le terme de dérive, b = Vyr/¢r, diverge quand ¢, s’annule
et les noeuds reeprésentent des barrieres infiniment réepul-

sives pour les marcheurs.

|
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Fermions 111

o N

En pratique : les marcheurs restent piégés dans les
volumes délimités par les hypersurfaces nodales — le
processus de diffusion se scindent donc en une
juxtaposition de processus de type bosoniques (c’est a dire,
Y1 ne change pas de signe) et indépendants.

On résoud donc I'équation de Schrddinger dans chacun
des sous-volumes V; indépendamment les uns des autres.

Hoo = E(gi)qbo r eV

o |
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Fermions IV

-

Tiling property (Ceperley, J.Stat. Phys 63,1237 (1991)) :

En appliquant toutes les permutations possibles a un
volume nodal quelconque d’une fonction d’onde
fondamentale on couvre completement I'espace de
configuration.

— les energies fixed-node, E((f) sont toutes egales

Propriétés variationnelles :
On peut montrer que : E{Y > Ej

|
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Aparte mathematique

-

Validité de I'approche noeuds fixés (fixed-node) :

Est-ce qu’une simulation QMC dans 'approximation des
noeuds fixés donne le minimum de I'énergie (V|H|¥) sur
I'ensemble des fonctions antisymeétrigues ¥ s’annulant aux
noeuds de ¢ ?

Jusgu’a maintenant considéré comme correct par les
physiciens/chimistes...

Preuve mathématique présentée tres recemment :
E.Cances, B. Jourdain, and T. Lelievre “Quantum Monte
Carlo simulations of fermions. A mathematical analysis of
the fixed-node approximation, Preprint Cermics 2004-270.

|
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Au-dela de I’approximation des noeuds fixes

o N

W =} — 7 fermionique
Méthode d’extraction de ¢g : e opp = e oyt — et
A grand ¢ (pour extraire le fondamental)

e—tHwT ~ e—tEng(?ose . e—tEng(?ose + .

Tous les termes bosoniques disparaissent et la contribution

fermionique e~Er ¢f ¢, est exponentiellement petite par
rapport aux termes bosonigues dominants.

— Signal-sur-bruit exponentiellement mauvais

LH “Probleme du signe” J
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Relachement des noeuds en quelques mots..

B -

On choisit une fonction ) qui ne s’annule pas. Par exemple
va = [Yr|+€

On réecrit et |y sous la forme :

e~ Mipr) = e7M Sowy

w = L (~ signe de vr).

On construit le processus associé a 1 -

L = ¢¢(Er — Hy);- et on obtient facilement :

(BL[o(0)]ufe(0)]e” LI )
(wlz(0)]e” Jo FL=()]I=Fr)dsy

G _ Hiyg
avec Ef = ZL<.

o |
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