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ÚmÛ©Ü�Ý[Þ�ß�à�áRà;âcãfä4å�â^áRã#â-Þ¢ÛuÜ#âcã#â¤ß�Ü#â¤æçÞ¢ÛçÜ�Ý1â�èDÞ�ß#é¤ê�ë1ß�ß#éfáRìµáRã�é¤ê�Û1ß#âcã�è�áRÜ�Þ�ê�Ûçìµá¤åíå�Þ¢Ü�Ý
C1 î ë4ï©ðKë[Û1écÜ�Þ�ê�Û −A

∂tFt(x) =
σ2

2
∂xxFt(x) + ∂x(A(Ft(x)), F0(x) = H ∗m(x). ñiò4ó¢ô�õ

å�Ý1âcã#â
m
Þ�ß�á¥à[ã#ê�ö�áRö[Þ¢ì¢Þ¢Ü�÷�ø�âfá�ß�ë[ã#âçê�ÛùÜ�Ý1â�ã#âfáRì�ì¢Þ¢Û1â³áRÛ1æ

H(x) = 1{x≥0}
æ[âcÛ1ê�Ü#â¤ß�Ü�Ý1â�ú�âfá¤èDÞ�ß�Þ�æ[â

ðûë[Û1écÜ�Þ�ê�Û ó�ü Þ¢Û1é¤â A áRà[à;âfáRã#ß�Þ¢Û|Ü�Ý[Þ�ß
â¤ýeë�áRÜ�Þ�ê�Û©Ü�Ý[ã#ê�ë[þ�Ý©Þ¢Ü#ß
æ[âcã�Þ¢è�áRÜ�Þ¢èoâ�äuå
â-ß�ë[à[à;ê�ß�â�å�Þ¢Ü�Ý1ê�ë[Ü
ã#â¤ß#Ü�ã�Þ�écÜ�Þ�ê�ÛÜ�Ý�áRÜ
A(0) = 0 ókÿ é¤é¤ê�ã#æ4Þ¢Û[þ Ü#ê�������ä�ê�Û1â�ø|áf÷�á�ß#ß�êuécÞµáRÜ#â©Ü�Ý1â©ðûê�ì¢ì�ê�å�Þ¢Û[þkÛ1ê�Û[ì¢Þ¢Û1âfáRã9à[ã#êué¤â¤ß�ß�å�Þ¢Ü�ÝùÜ�Ý1â

é¤ê�Û1ß#âcã�è�áRÜ�Þ�ê�Û³ìµáfå��
{

Xt = X0 + σBt −
∫ t
0 A

′(H ∗ Ps(Xs))ds,

∀t ≥ 0,
Ü�Ý1âsìµá¤å¡êRð

Xt
Þ�ß
Pt.

ñiò4ó��oõ
å�Ý1âcã#â

(Bt)t≥0
Þ�ß�á�ã#âfáRì
	�ã#êfå�Û[ÞµáRÛ¥ø�ê�Ü�Þ�ê�Û�Þ¢Û1æ[âcà�âcÛ1æ[âcÛeÜ-ðûã#ê�ø Ü�Ý1â�Þ¢Û[Þ¢Ü�ÞµáRìNã�áRÛ1æ[ê�ø è�áRã�ÞµáRö[ì�â

X0
å�Þ¢Ü�Ý

ìµáfå
m
áRÛ1æ

σ
á à�ê�ß�Þ¢Ü�Þ¢èoâ³é¤ê�Û1ß�Ü�áRÛuÜ ó�� ê�ã#â³à[ã#â¤écÞ�ß#âcì¢÷oä�á�é¤é¤ê�ã#æ4Þ¢Û[þ�Ü#ê
������ä
Ü�Ý[Þ�ß|Û1ê�Û[ì¢Þ¢Û1âfáRã�ß�Ü#êDé#Ý�á�ß#Ü�Þ�é

æ4Þ���âcã#âcÛeÜ�ÞµáRìXâ¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û�á�æ4ø9Þ¢Ü#ß�á�ë[Û[Þ�ýeë1â7å�âfá��©ß#ê�ì¢ë[Ü�Þ�ê�Û ó�� ê�ã#â¤êfèoâcãfä H ∗ Pt(x)
Þ�ß
Ü�Ý1â7ë[Û[Þ�ýuë1â�ö;ê�ë[Û1æ[â¤æ
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å�âfá���ß#ê�ì¢ë[Ü�Þ�ê�Û êRð ñiò4ó¢ô�õcó�� ê�ã t > 0
ä<öe÷���Þ¢ã#ß5áRÛ1êfè³Ü�Ý1â¤ê�ã#âcø³ä

Pt
á�æ4ø9Þ¢Ü#ß�á©æ[âcÛ1ß�Þ¢Ü�÷

pt
å�Þ¢Ü�Ý¥ã#â¤ß�à;â¤écÜ�Ü#ê

Ü�Ý1â��Xâcö�â¤ß�þ�ë1â�ø�âfá�ß#ë[ã#â^ê�Û³Ü�Ý1â7ã#âfáRìXì¢Þ¢Û1â ó
�kâ�å�áRÛuÜ�Ü#ê�á�æ[æ4ã#â¤ß#ß�Ü�Ý1â�ì�ê�Û[þ©Ü�Þ¢ø�â�ö;âcÝ�áfèuÞ�ê�ë[ã�êRð�Ü�Ý1â�Û1ê�Û[ì¢Þ¢Û1âfáRã7à[ã#êué¤â¤ß�ß-ß#ê�ì¢èDÞ¢Û[þ ñiò4ó��oõ öe÷�ß�Ü�ë1æ4÷DÞ¢Û[þé¤ê�Ûuèoâcã�þoâcÛ1é¤â2êRð�Ü�Ý1â�æ[âcÛ1ß�Þ¢Ü�÷

pt ó-ü Þ¢Û1é¤âsÜ�Ý1â�écë[øsë[ìµáRÜ�Þ¢èoâ9æ4Þ�ß�Ü�ã�Þ¢ö[ë[Ü�Þ�ê�Û�ðûë[Û1écÜ�Þ�ê�Û x → H ∗ Ps(x)
å�Ý[Þ�é#Ý

áRà[à�âfáRã#ß�Þ¢Û©Ü�Ý1â-æ4ã�ÞqðûÜ
é¤êDâ��|écÞ�âcÛeÜ
Þ�ß
Û1ê�Û
	�æ[â¤écã#âfá�ß�Þ¢Û[þ1ä[é¤ê�Ûeèoâyï4Þ¢Ü�÷©êRð
A
Þ�ß
ásÛ�áRÜ�ë[ã�áRì�á�ß#ß#ë[ø9à[Ü�Þ�ê�Û©Þ¢Û�ê�ã#æ[âcã

Ü#ê9âcÛ1ß�ë[ã#âsâcã�þoêuæ4Þ�écÞ¢Üm÷ ó�� Ý1âcÛ³Ü�Ý1â î ë4ï�ðûë[Û1écÜ�Þ�ê�Û −A Þ¢ÛçÜ�Ý1âsé¤ê�Û1ß#âcã�è�áRÜ�Þ�ê�Û�ìµá¤å ñiò4ó¢ô�õ Þ�ß�é¤ê�Û1éfá¤èoâ óÚmÛçÜ�Ý1â�
1ã#ß�Ü�ß#â¤écÜ�Þ�ê�Û�êRð�Ü�Ý1â�à�áRà�âcãfä�á,ðûÜ#âcã�ã#â¤éfáRì¢ì¢Þ¢Û[þ�ã#â¤ß�ë[ì¢Ü#ß-ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1â¤æ³Þ¢Û ������ä4å�â^ß�Ý1ê�å¡Ü�Ý�áRÜ�Ü�ã�á���â¤écÜ#ê�ã�ÞµáRì
ë[Û[Þ�ýuë1âcÛ1â¤ß#ß2Ý1ê�ì�æ[ß2ðûê�ã ñiò4ó��oõ ë[Û1æ[âcã9é¤ê�Ûeèoâyï4Þ¢Ü�÷�êRð A ó�� Ý1âcÛ�å
â�Þ¢ÛeÜ�ã#êDæ4ë1é¤â³á�ß�Þ¢øsë[ìµáRö[ì�âçß�÷4ß�Ü#âcø êRð nà�áRã�Ü�Þ�écì�â¤ß�ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1â¤æ�öe÷kã#âcà[ìµá�écÞ¢Û[þ Þ¢Û�Ü�Ý1â�æ4ã�ÞqðKÜ2é¤êuâ��|écÞ�âcÛuÜ9Ü�Ý1â©écë[ø�ë[ìµáRÜ�Þ¢èoâçæ4Þ�ß�Ü�ã�Þ¢ö[ë[Ü�Þ�ê�Û�ðKë[Û1écÜ�Þ�ê�Û�öe÷
Þ¢Ü#ß�âcø9à[Þ¢ã�Þ�éfáRì&èoâcã#ß�Þ�ê�ÛkáRÛ1æ�Ü�Ý1â�æ[âcã�Þ¢è�áRÜ�Þ¢èoâ

A′ öe÷�á©ß�ë[Þ¢Ü�áRö[ì�â�
1Û[Þ¢Ü#â�æ4Þ���âcã#âcÛ1é¤â9áRà[à[ã#ê¤ï4Þ¢ø|áRÜ�Þ�ê�Û ó � Ý1âcÛ
A
Þ�ßsé¤ê�Ûeèoâyï�ä�âyïDÞ�ß�Ü#âcÛ1é¤â©áRÛ1æ Ü�ã�á��)â¤écÜ#ê�ã�ÞµáRì
ë[Û[Þ�ýeë1âcÛ1â¤ß�ß^Ý1ê�ì�æ ðiê�ã^Ü�Ý[Þ�ßsß#÷Dß�Ü#âcø ó � ê�ã#â¤ê�èoâcãfäNå�â�à[ã#êfèoâ�áÜ�ã�á���â¤écÜ#ê�ã�ÞµáRì�â¤ß#Ü�Þ¢ø|áRÜ�Þ�ê�ÛOêRð�à[ã#ê�à�áRþeáRÜ�Þ�ê�Û�êRð�é#Ý�á�ê�ß�å�Ý[Þ�é#Ý�ß�Ü�ã#âcÛ[þ�Ü�Ý1âcÛ1ß2Ü�Ý1â�å
âfá��ké¤ê�Ûuèoâcã�þoâcÛ1é¤â�ã#â¤ß�ë[ì¢Ü

ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1â¤æ�Þ¢Û ����� ó�� Û4ðiê�ã�Ü�ë[Û�áRÜ#âcì¢÷oä�ö�â¤éfáRë1ß#â^Ü�Ý1â2âcø9à[Þ¢ã�Þ�éfáRì*écë[øsë[ìµáRÜ�Þ¢èoâ�æ4Þ�ß�Ü�ã�Þ¢ö[ë[Ü�Þ�ê�Û¥ðKë[Û1écÜ�Þ�ê�Û�Þ�ß�á|ß�Ü#âcàðûë[Û1écÜ�Þ�ê�Û�áRÛ1æ�Ü�Ý1âcã#âyðiê�ã#â^Û1ê�Ü�áRÛ³Þ¢Û1écã#âfá�ß�Þ¢Û[þ©ê�Û1â�ä[Ü�Ý[Þ�ß�â¤ß�Ü�Þ¢ø|áRÜ�Þ�ê�Û�Þ�ß�Û1ê�Ü�ë[Û[Þqðiê�ã�ø Þ¢ÛçÜ�Þ¢ø�â ó
� Ý1â2ß#â¤é¤ê�Û1æ áRÛ1æ�ø|áRÞ¢Û ß#â¤écÜ�Þ�ê�Û æ[âfáRì�ß�å�Þ¢Ü�Ý Ü�Ý1â�ì�ê�Û[þ©Ü�Þ¢ø�â�ö�âcÝ�á¤èDÞ�ê�ë[ã7êRð�ö�ê�Ü�Ý¥Ü�Ý1âsÛ1ê�Û[ì¢Þ¢Û1âfáRã7à[ã#êDé¤â¤ß#ßáRÛ1æ�Ü�Ý1âçà�áRã�Ü�Þ�écì�â�ß�÷4ß�Ü#âcø ó ÚmÛ ê�ã#æ[âcã�Ü#êkâcÛ1ß�ë[ã#âçÜ�Ý�áRÜ |E(Xt)|

æ[êuâ¤ß�Û1ê�Ü�þoê Ü#ê Þ¢Û

1Û[Þ¢Ü�÷ùå�Þ¢Ü�Ý
t
ä�ê�Û1â

Ý�á�ß7Ü#êçá�ß#ß�ë[ø�â
A(1) = 0 ó �kâ�á�æ[æ4ã#â¤ß�ß�Ü�Ý1â�é¤ê�Ûeèoâcã�þoâcÛ1é¤â|êRð
Ü�Ý1â9æ[âcÛ1ß�Þ¢Ü�÷ pt êRð Xt

öu÷�
1ã#ß�Ü^ß�Ü�ë1æ4÷DÞ¢Û[þ
Ü�Ý1âçé¤ê�Ûuèoâcã�þoâcÛ1é¤â�êRð7Ü�Ý1â�á�ß#ß#êDécÞµáRÜ#â¤æùß#ê�ì¢ë[Ü�Þ�ê�Û

H ∗ pt
êRð ñiò4ó¢ô�õ Ü#ê Ü�Ý1â³ß�ê�ì¢ë[Ü�Þ�ê�Û F∞

å�Þ¢Ü�Ý Ü�Ý1â³ß�áRø�â
âyï4à;â¤écÜ�áRÜ�Þ�ê�ÛkêRð
Ü�Ý1â�ß�Ü�áRÜ�Þ�ê�Û�áRã�÷ â¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û σ2

2 ∂xxF∞(x) + ∂x(A(F∞(x)) = 0
ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1â¤æ öe÷ ã#âcø�ê�èuÞ¢Û[þ

Ü�Ý1â�Ü�Þ¢ø�â�æ[âcã�Þ¢è�áRÜ�Þ¢èoâ�Þ¢Û ñiò4ó¢ô�õyó�� ê�ã�Ü�Ý[Þ�ß
ã#â¤ß�ë[ì¢Üfä4Û1ê9é¤ê�ÛuèoâyïDÞ¢Üm÷�Ýe÷Dà;ê�Ü�Ý1â¤ß�Þ�ß
Þ�ß�ø|á�æ[â�ê�Û A ó ÚmÛ1ß�Ü#âfá�æ�ä4ê�Û1âá�ß#ß#ë[ø�â¤ß
A(u) < 0

ðiê�ã
u ∈ (0, 1)

ä
A′(0) < 0

áRÛ1æ
A′(1) > 0 ó Ú�ÛOé¤ê�ÛeÜ�ã�á�ß�Üfä*Ü#ê�à[ã#êfèoâ�âyïDà�ê�Û1âcÛeÜ�ÞµáRìé¤ê�Ûuèoâcã�þoâcÛ1é¤â êRð�Ü�Ý1â æ[âcÛ1ß#Þ¢Ü�÷ êRð�Ü�Ý1â à�áRã�Ü�Þ�écì�âkß�÷4ß�Ü#âcø ë[Û[Þqðiê�ã�ø=Þ¢ÛíÜ�Ý1â Ûeë[øsö�âcã

n
êRð�à�áRã�Ü�Þ�écì�â¤ßfä�å�â

ß�ë[à[à�ê�ß#â�Ü�Ý�áRÜ�Ü�Ý1â�ðKë[Û1écÜ�Þ�ê�Û
A
Þ�ß�ë[Û[Þqðiê�ã�ø9ì¢÷|é¤ê�Ûeèoâyï ó�� Ý1â/�oâc÷|ß�Ü#âcà|Þ¢Û©Ü�Ý1â�à[ã#êDêRðNé¤ê�Û1ß�Þ�ß�Ü#ß
Þ¢Û©ê�ö[Ü�áRÞ¢Û[Þ¢Û[þá���ê�Þ¢Û1éfáRã��-Þ¢Û1â¤ýeë�áRì¢Þ¢Üm÷�ðûê�ã�Ü�Ý1â-ß�Ü�áRÜ�Þ�ê�Û�áRã�÷�æ[âcÛ1ß�Þ¢Üm÷�êRð�Ü�Ý1â�à�áRã�Ü�Þ�écì�â�ß�÷4ß�Ü#âcø6ë[Û[Þqðiê�ã�ø Þ¢Û

n ó�� Ý[Þ�ß�æ[âcÛ1ß#Þ¢Ü�÷Ý�á�ß�âyï4à�ê�Û1âcÛeÜ�ÞµáRì�	 ì¢Þ �oâ�Ü�áRÞ¢ì�ß
áRÛ1æ�æ[êuâ¤ß�Û1ê�Ü�ß�áRÜ�Þ�ß)ðû÷2á�ì�ê�þeáRã�Þ¢Ü�Ý[ø9Þ�é ü ê�ö;ê�ì�âcè2Þ¢Û1â¤ýeë�áRì¢Þ¢Üm÷ ó
ü ê7Ü�Ý1â�æ[âcã�Þ¢è�áRÜ�Þ�ê�ÛêRð�Ü�Ý1â���ê�Þ¢Û1éfáRã���Þ¢Û1â¤ýuë�áRì¢Þ¢Ü�÷ éfáRÛ[Û1ê�Ü^ã#âcì¢÷¥ê�Û Ü�Ý1â9écë[ã�è�áRÜ�ë[ã#â9écã�Þ¢Ü#âcã�Þ�ê�ÛXäNë1ß#â¤æ�ðûê�ã7Þ¢Û1ß�Ü�áRÛ1é¤â9öu÷ � áRì¢ã�Þ�âcë� ôc� � � ô�� �;å�Ý1âcÛçæ[âfáRì¢Þ¢Û[þ�å�Þ¢Ü�Ý�Ü�Ý1â�þ�ã�áRÛuë[ìµáRã�ø�â¤æ4Þµásâ¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û ó ÚmÛ1ß�Ü#âfá�æ|å�â�ø|á��oâ�á�æ4Þ¢ã#â¤écÜ�â¤ß#Ü�Þ¢ø|áRÜ�Þ�ê�Û�êRðÜ�Ý1â ��ê�Þ¢Û1éfáRã���é¤ê�Û1ß�Ü�áRÛuÜ�ë1ß�Þ¢Û[þ7Ü�Ý1â�ß�à�â¤écÞ�
�é�áRÛ�áRì¢÷uÜ�Þ�é�ðiê�ã�ø.êRð<Ü�Ý1â
Þ¢Ûeè�áRã�ÞµáRÛeÜ�æ[âcÛ1ß�Þ¢Ü�÷ ó!� ê�ê�ë[ã �uÛ1ê�å�ì�â¤æ4þoâ�äê�ë[ã
ß�Ü�ë1æ4÷�à[ã#ê�èuÞ�æ[â¤ß
Ü�Ý1â�
1ã#ß�Ü
âyï[áRø9à[ì�â7êRð8á�à�áRã�Ü�Þ�écì�â7ß�÷Dß#Ü#âcø³äoðiê�ã
å�Ý[Þ�é�Ý³á"��ê�Þ¢Û1éfáRã��7Þ¢Û1â¤ýeë�áRì¢Þ¢Üm÷|ö[ë[Ü
Û1ê
ì�ê�þeáRã�Þ¢Ü�Ý[ø9Þ�é ü ê�ö;ê�ì�âcè�Þ¢Û1â¤ýeë�áRì¢Þ¢Üm÷çÝ1ê�ì�æ[ß�ë[Û[Þqðiê�ã�ø9ì¢÷�Þ¢ÛçÜ�Ý1â^Ûeë[øsö�âcã n êRð*à�áRã�Ü�Þ�écì�â¤ß ó
#%$�$'&�(*),+'-/.1032 ÚmÛçÜ�Ý1â�å�Ý1ê�ì�â�à�áRà�âcãfä[å
âsá�ß�ß�ë[ø�â7Ü�Ý�áRÜ

A
Þ�ß�á

C1 ðûë[Û1écÜ�Þ�ê�Û�ê�Û [0, 1]
ß ó Ü ó A(0) = 0 ó

#5476809.;:=</>@?�A1(B>C0D+E2 �kâ^å�áRã�ø9ì¢÷çÜ�Ý�áRÛ6� � ê�Ûu÷��Xâcì¢ÞGFcèuã#â ñIHKJ�L/� Ú H�ü[õ ðûê�ã�ðKã�ë[Þ¢Ü)ðûë[ìNæ4Þ�ß#écë1ß#ß#Þ�ê�Û1ß�é¤ê�Û
	é¤âcã�Û[Þ¢Û[þ�Ü�Ý1â�áRÛ�áRì¢÷Dß�Þ�ß�êRð�Ü�Ý1â7ì�ê�Û[þ�Ü�Þ¢ø�â^ö;âcÝ�áfèuÞ�ê�ë[ã�êRð*Ü�Ý1â�Û1ê�Û[ì¢Þ¢Û1âfáRã-à[ã#êué¤â¤ß#ß ó

M N Ô;ÕPO5Q�R�Q�Ó<Ù#Õ�Ò Õ�S¥ØUT�Q�Õ�V

WYXZW []\�^`_�a9_cbedZ_�^gfUh�i�hja�k
^mlnl

�XâcÜ�ë1ß!
1ã#ß�Ü�ß�Ü�áRÜ#â�âyï4Þ�ß�Ü#âcÛ1é¤â�áRÛ1æ�ë[Û[Þ�ýeë1âcÛ1â¤ß#ß�ðûê�ã&Ü�Ý1â�Û1ê�Û[ì¢Þ¢Û1âfáRã
ß�Ü#êDé#Ý�á�ß�Ü�Þ�é�æ4Þ���âcã#âcÛuÜ�ÞµáRì<â¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û ñiò4ó��oõcó
o�p >C.mq7>C(sr1t/rvu9w
x yDznyg{}|~yDx��n�K���Iz���w
�7����|�����| ��x���x�ym��|��n{1x����
����|�zny ñiò4ó��oõ �j�n�5|/�/�����;yg|����gxP�cx��n����zn{��
��|�zny
((Xt, Pt))t≥0 � � zn� t > 0 � Pt �j����|��/�"�%�Cx�y���|���� pt ��|��/w���x��e��x���� �Iz%�/w
x��9x���x����n�gx��=x��7���C��x5zny R � u9w�x  �CyD����|�z�y

(t, x) 7→ H ∗Pt(x)
|¡���/w
x��;yg|�����x���z��Cy1�Cx����cx��7����zn{��
��|�zny�z   �/w
x�¢�|~����zn�C�������n{£�n�¤��z�y���x���¢�����|�zny

{£�n� ñiò4ó¢ô�õ �P¥ zn��x�zn¢7x�� �
∀t ≥ 0, Xt −X0

|¡��|/ym�ex��n���@��{Gx¦�ny1�
E(Xt −X0) = −A(1)t. ñ)ô�ó¢ô�õ

�



�9�7��� � |   �/w
x   �;y1����|�zny A |~�"��znyg¢nx���zny
[0, 1] �
ñiò4ó��oõ �@�n�5|/�/� �%�Cyg|����gx ������znyC�=��zn{}�
��|�zny �

� q7.Y.�� t � Ý1â5
1ã#ß�Ü2áRÛ1æ Ü�Ý[Þ¢ã#ækß�Ü�áRÜ#âcø�âcÛuÜ#ß�áRã#â�é¤ê�Û1ß#â¤ýuë1âcÛ1é¤â¤ßsêRðP�&ã#ê�à�ê�ß�Þ¢Ü�Þ�ê�Û ô�ó�� áRÛ1æ � Ý1â¤ê�ã#âcø �4ó¢ô����� ñ ë[Û[Þ�ýeë1âcÛ1â¤ß�ß�ðûê�ì¢ì�ê�å�ß�ðKã#ê�ø/ë[Û[Þ�ýuë1âcÛ1â¤ß#ß-ðûê�ã ñiò4ó¢ô�õ áRÛ1æ âyïDÞ�ß�Ü#âcÛ1é¤â2Þ�ß7ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1â¤æ öe÷¥á|à[ã#ê�à�áRþeáRÜ�Þ�ê�ÛkêRðé�Ý�á�ê�ß�ã#â¤ß�ë[ì¢Ü õyó
ÿ é¤é¤ê�ã#æ4Þ¢Û[þ�Ü#ê��
áRø|á�æ1á�	I� áRÜ�áRÛ�áRö�â�� ß�Ü�Ý1â¤ê�ã#âcø³ä;Ü#ê|æ[â¤æ4ë1é¤â�Ü�Ý1â^ìµá�ß�Ü�ß�Ü�áRÜ#âcø�âcÛeÜfä;Þ¢Ü�Þ�ß�âcÛ1ê�ë[þ�Ý¥Ü#ê©é�Ý1â¤é8�
Ü�Ý�áRÜ
å�Ý1âcÛ

A
Þ�ß�é¤ê�Ûeèoâyï�äuÜ�Ý1âcÛ©Ü�ã�á��)â¤écÜ#ê�ã�ÞµáRì�ë[Û[Þ�ýuë1âcÛ1â¤ß#ß
Ý1ê�ì�æ[ß�ðiê�ã�Ü�Ý1â�ß�Ü�áRÛ1æ1áRã#æ�ß�Ü#êué�Ý�á�ß�Ü�Þ�é�æ4Þ���âcã#âcÛeÜ�ÞµáRì

â¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û
dXt = σdBt −A′(H ∗Qt(Xt))dtå�Ý1âcã#â

(Qt)t≥0
Þ�ß
Ü�Ý1â î êfå¡êRð�Ü�Þ¢ø�â�	 ø|áRã�þ�Þ¢Û�áRì�ß-êRð�á�à[ã#ê�ö�áRö[Þ¢ì¢Þ¢Ü�÷çø�âfá�ß�ë[ã#â Q ê�Û C([0,+∞),R) ó
ü Þ¢Û1é¤âðiê�ãsâfá�é#Ý

t ≥ 0
Ü�Ý1â�ðKë[Û1écÜ�Þ�ê�Û

x 7→ A′(H ∗ Qt(x))
Þ�ßsÛ1ê�Û
	�æ[â¤écã#âfá�ß�Þ¢Û[þ1ä*Þqð

(Xt)t≥0
áRÛ1æ

(Yt)t≥0
ö�ê�Ü�Ý

ß#ê�ì¢èoâ7Ü�Ý[Þ�ß�ß�Ü�áRÛ1æ1áRã#æ ü
	�J ä1ê�Û1â7Ý�á�ß

|Xt − Yt| = |X0 − Y0| +
∫ t

0
sign(Xs − Ys)(A

′(H ∗Qs(Ys)) −A′(H ∗Qs(Xs)))ds ≤ |X0 − Y0|.

J ï4Þ�ß�Ü#âcÛ1é¤â9êRð�Ü�Ý1â9æ[âcÛ1ß�Þ¢Ü�÷ pt ðûê�ã t > 0
ä�ðûê�ì¢ì�ê�å�ß7ðKã#ê�ø Ü�Ý1â�ö�ê�ë[Û1æ[â¤æ4Û1â¤ß#ß^êRð�Ü�Ý1â9æ4ã�ÞqðKÜ�é¤êDâ��|écÞ�âcÛeÜ�áRÛ1æ

��Þ¢ã#ß5áRÛ1êfè�Ü�Ý1â¤ê�ã#âcø ó�� ê�à[ã#ê�èoâ ñ)ô�ó¢ô�õ äuê�Û1â�
1ã#ß�Ü
ã#âcø|áRãG�Dß�Ü�Ý�áRÜ�öe÷�ö�ê�ë[Û1æ[â¤æ4Û1â¤ß#ß
êRðXÜ�Ý1â-æ4ã�ÞqðûÜ
é¤êuâ��|écÞ�âcÛuÜfäðiê�ã�âfá�é#Ý
t ≥ 0

ä[Ü�Ý1â�ã�áRÛ1æ[ê�ø è�áRã�ÞµáRö[ì�â
Xt −X0

Þ�ß�Þ¢ÛeÜ#âcþ�ã�áRö[ì�â2áRÛ1æ

E(Xt −X0) = −
∫ t

0
E(A′(H ∗ Ps(Xs)))ds = −

∫ t

0

∫

R

A′
(
∫ x

−∞
Ps(dy)

)

Ps(dx)ds.

� ê�ã s > 0
ä1ß�Þ¢Û1é¤â�öu÷E�7Þ¢ã#ß�áRÛ1êfè�Ü�Ý1â¤ê�ã#âcø

Ps
æ[êuâ¤ß�Û1ê�Ü�å
âcÞ¢þ�ÝeÜ�à�ê�Þ¢ÛeÜ#ßfä

∫

R

A′
(∫ x

−∞
Ps(dy)

)

Ps(dx) = [A(H ∗ Ps(x))]+∞
−∞ = A(1).

�".1q�.D</<
��q�� r1t����¤�����;�=x �/w;���
A
|~�
C2 zny [0, 1] � u9w
x�y �/w�x   �;y1����|�zny H∗Pt(x)

|~�
C1,2 zny (0,+∞)×R�nyD�¦��zn{�¢nx�� ñiò4ó¢ô�õ |/y �/w
x���{£�7����|����n{Y��x�y���x�zny �/w@|~� �@zn� �n|~y �

� q7.Y.���t 	�÷ ��Þ¢ã#ß�áRÛ1êfè�Ü�Ý1â¤ê�ã#âcø³ä;ðûê�ã
t0 > 0

ä;Ü�Ý1â2ìµá¤å
Pt0
êRð
Xt0

á�æ4ø9Þ¢Ü#ß7á©æ[âcÛ1ß�Þ¢Üm÷³å�Þ¢Ü�Ý ã#â¤ß�à;â¤écÜ�Ü#ê
Ü�Ý1â �Nâcö;â¤ß�þ�ë1âsø�âfá�ß�ë[ã#âsê�Û

R ó ú�âcÛ1é¤â (t, x) 7→ H ∗ Pt(x)
Þ�ß-á�é¤ê�ÛeÜ�Þ¢Ûeë1ê�ë1ß-ðûë[Û1écÜ�Þ�ê�Û�ê�Û

(0,+∞) × Rå�Þ¢Ü�Ý³è�áRì¢ë1â¤ß�Þ¢Û
[0, 1] ó�ÿ é¤é¤ê�ã#æ4Þ¢Û[þ©Ü#ê � ô�ô � � Ý1â¤ê�ã#âcø � ó¢ô à ó������ ä L âcø|áRãG� � ó¢ô à ó ����� áRÛ1æ � Ý1â¤ê�ã#âcø �4ó��à óOô �4ä*Ü�Ý1âcã#â�âyï4Þ�ß�Ü#ß�áçðûë[Û1écÜ�Þ�ê�Û u å�Þ¢Ü�Ý�è�áRì¢ë1â¤ß�Þ¢Û [0, 1]

ä�é¤ê�ÛeÜ�Þ¢Ûuë1ê�ë1ß�ê�Û
[0,+∞) × R

áRÛ1æ
C1,2 ê�Û

(0,+∞) × R
ß#ë1é#Ý³Ü�Ý�áRÜ

∀x ∈ R, u0(x) = H ∗ Pt0(x)
áRÛ1æ ∀t > 0, ∂tu(t, x) =

σ2

2
∂xxu(t, x) + ∂x(A(u(t, x)).

	�÷ùÜ�Ý1â�ë[Û[Þ�ýeë1âcÛ1â¤ß#ß�ã#â¤ß#ë[ì¢Ü|ðiê�ã©ö�ê�ë[Û1æ[â¤æ å
âfá�� ß�ê�ì¢ë[Ü�Þ�ê�Û1ßçêRð^Ü�Ý[Þ�ß©èDÞ�ß#é¤ê�ë1ß�ß#éfáRìµáRã�é¤ê�Û1ß#âcã�è�áRÜ�Þ�ê�Û ìµáfå
ã#â¤éfáRì¢ì�â¤æOÞ¢Û � Ý1â¤ê�ã#âcø ô�ó¢ô ä ∀t ≥ t0

ä
H ∗ Pt(x) = u(t − t0, x) ó�� Ý1â©é¤ê�Û1écì¢ë1ß#Þ�ê�Û ðiê�ì¢ì�êfå�ß�ß�Þ¢Û1é¤â t0 Þ�ßáRã�ö[Þ¢Ü�ã�áRã�÷ ó

�



WYX�� �������
	 a��
�j\�^`i�fUh��jdZk�bI^Bl�	�l��n^��

� ê�ã n ∈ N
∗ ä[ì�âcÜ (an(i))1≤i≤n

ö�â^á9ß#â¤ýuë1âcÛ1é¤â^êRð�ã#âfáRìNÛeë[øsö�âcã#ß ó Ú�Û³Ü�Ý[Þ�ß�ß#â¤écÜ�Þ�ê�ÛXä[å
â2áRã#â�Þ¢ÛeÜ#âcã#â¤ß#Ü#â¤æ³Þ¢ÛÜ�Ý1â
n
	�æ4Þ¢ø�âcÛ1ß�Þ�ê�Û�áRì�ß�Ü#êué�Ý�á�ß�Ü�Þ�é^æ4Þ���âcã#âcÛeÜ�ÞµáRì�â¤ýeë�áRÜ�Þ�ê�Û

dXi,n
t = σdBi

t − an

( n
∑

j=1

1{Xj,n
t ≤Xi,n

t }

)

dt, X i,n
0 = Xi

0, 1 ≤ i ≤ n ñ)ô�ó��oõ
å�Ý1âcã#â

(Bi)i≥1
áRã#â�Þ¢Û1æ[âcà;âcÛ1æ[âcÛuÜkß�Ü�áRÛ1æ1áRã#æu	
ã#ê�å�Û[ÞµáRÛ6ø�ê�Ü�Þ�ê�Û1ß Þ¢Û1æ[âcà�âcÛ1æ[âcÛeÜ ðûã#ê�ø�Ü�Ý1â�ß#â¤ýuë1âcÛ1é¤â

(Xi
0)i≥1

êRð8Þ¢Û[Þ¢Ü�ÞµáRì8ã�áRÛ1æ[ê�ø è�áRã�ÞµáRö[ì�â¤ß óÚmÛ9Ü�Ý1â
Û1âyïDÜ
ß#â¤écÜ�Þ�ê�Û|æ[âcèoê�Ü#â¤æ9Ü#ê�Ü�Ý1â-áRà[à[ã#ê¤ï4Þ¢ø|áRÜ�Þ�ê�Û©êRð�Ü�Ý1â�Û1ê�Û[ì¢Þ¢Û1âfáRã
ß�Ü#êDé#Ý�á�ß#Ü�Þ�é�æ4Þ���âcã#âcÛuÜ�ÞµáRì<â¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û
ñiò4ó��oõ ä[å�â^å�Þ¢ì¢ì�é#Ý1êDê�ß#â an(i) â¤ýuë�áRìXÜ#ê9Ü�Ý1â 
1Û[Þ¢Ü#â^æ4Þ���âcã#âcÛ1é¤â2áRà[à[ã#ê¤ï4Þ¢ø|áRÜ�Þ�ê�Û n(A(i/n) − A((i − 1)/n)êRð
A′( in) ó�� ê�ã�Ü�Ý[Þ�ß�à�áRã�Ü�Þ�écë[ìµáRã�é#Ý1ê�Þ�é¤â�äDÜ�Ý1â�Û1ê�Û
	�æ[â¤écã#âfá�ß�Þ¢Û[þ9á�ß#ß�ë[ø9à[Ü�Þ�ê�Û©ø|á�æ[â�Þ¢Û|Ü�Ý1â�ðûê�ì¢ì�ê�å�Þ¢Û[þsà[ã#ê�à�ê7	ß�Þ¢Ü�Þ�ê�ÛçÞ�ß�Þ¢ø9à[ì¢Þ�â¤æ³öe÷�é¤ê�Ûeèoâyï4Þ¢Ü�÷³êRð

A ó
� q7.m)�.m$'-~+'-/.103r1t�� �¤�����;�=x��/w;�����/w
x���x�����x�yD��x

(an(i))1≤i≤n
|~��y1z�y�� �@x�����x��7��|/yC� � u9w�x�y �/w
x����Iz���w;�n����|���n| ��x���x�ym��|��n{ x���������|�z�y ñ)ô�ó��oõ w;�n� � �;yg|�����x ������znyC� ��z�{��
��|�z�y � �9x��

(Y 1,n
t , . . . , Y n,n

t )
�@x�yDz��ex*�nyDz��/w
x��

��zn{��
��|�zny5���I�n����|/yC�   ��zn�
(Y 1

0 , . . . , Y
n
0 )

��y1���n��|~¢7x�y]�����/w
x������ x��P��zn��yg|��ny¦� z���|�zny
(B1, . . . , Bn) � u9w
x�y

a.s., ∀t ≥ 0,
n
∑

i=1

(Xi,n
t − Y i,n

t )2 ≤
n
∑

i=1

(Xi
0 − Y i

0 )2. ñ)ô�ó �oõ
� y �j�j�n|���|�zny � |   �/w�x |~yg|���|��n{���zny1��|/��|�zny�� (X1

0 , . . . , X
n
0 )

�ny1�
(Y 1

0 , . . . , Y
n
0 )

�n��x ���
��w �/w;���¦� � � � � ∀i ∈
{1, . . . , n} � X i

0 < Y i
0

� ��x��I� � Xi
0 ≤ Y i

0 � �/w
x�y
a.s., ∀t ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}, X i,n

t < Y i,n
t

� ��x��I� � Xi,n
t ≤ Y i,n

t � . ñ)ô�ó �uõ

J ï4Þ�ß�Ü#âcÛ1é¤â�êRðNá�å�âfá���ß#ê�ì¢ë[Ü�Þ�ê�Û�Ü#ê ñ)ô�ó��oõ Þ�ß�á�é¤ê�Û1ß#â¤ýuë1âcÛ1é¤â�êRð9��Þ¢ã#ß�áRÛ1ê�è2Ü�Ý1â¤ê�ã#âcø ó�� Ý1âcã#âyðûê�ã#â�äDá�é¤é¤ê�ã#æ4Þ¢Û[þÜ#ê �
áRø|á�æ1á�	I� áRÜ�áRÛ�áRö�â�� ß�Ü�Ý1â¤ê�ã#âcø³äoÞ¢Ü*Þ�ß&âcÛ1ê�ë[þ�Ý9Ü#ê7à[ã#ê�èoâ ñ)ô�ó �oõ å�Ý[Þ�é#Ý9Þ¢ø9à[ì¢Þ�â¤ß&Ü�ã�á���â¤écÜ#ê�ã�ÞµáRì1ë[Û[Þ�ýuë1âcÛ1â¤ß#ßÜ#ê9ê�ö[Ü�áRÞ¢Û�âyï4Þ�ß�Ü#âcÛ1é¤â^êRð�á2ë[Û[Þ�ýuë1â^ß�Ü�ã#ê�Û[þ|ß#ê�ì¢ë[Ü�Þ�ê�Û ó�� ê�æ[ê�ß�ê[ä4å
â�å�Þ¢ì¢ìXÛ1â¤â¤æ³Ü�Ý1â�ðûê�ì¢ì�ê�å�Þ¢Û[þ%�Xâcø9ø|á ó
� >C(B( �`rmt�� �,x��

(a(i))1≤i≤n
�nyD�

(b(i))1≤i≤n
�@x�yDz��ex5����z�y1z�y�� �@x�����x��7��|/yC����x����gx�y1��x��=z   ��x��n{!yg�;���

��x���� � u9w
x�y   zn�"��yg����x����5�;�I�j��|�zny τ ∈ Sn � ∑n
i=1 a(i)b(τ(i)) ≤

∑n
i=1 a(i)b(i) �

� q7.Y.���t � ê�ã n = 2
ä[Ü�Ý1â7ã#â¤ß�ë[ì¢Ü�Þ�ß�áRÛ³âfá�ß#÷�é¤ê�Û1ß#â¤ýuë1âcÛ1é¤âsêRð*Ü�Ý1â7Þ¢Û1â¤ýuë�áRì¢Þ¢Ü�÷

(a(2) − a(1))(b(2) − b(1)) ≥ 0.

� ê�ã n > 2
ä&å
â�æ[â�
1Û1â

τ1
á�ß
τ
Þqð
τ(1) = 1

áRÛ1æùá�ß
τ
é¤ê�ø9à�ê�ß#â¤æ�å�Þ¢Ü�Ý�Ü�Ý1â�Ü�ã�áRÛ1ß�à;ê�ß#Þ¢Ü�Þ�ê�Û�ö�âcÜ�å�â¤âcÛ

1
áRÛ1æ

τ−1(1)
ê�Ü�Ý1âcã�å�Þ�ß#â ó�� Ý[Þ�ß^å
á¤÷oä τ1(1) = 1 ó Ú�Û�á�æ[æ4Þ¢Ü�Þ�ê�ÛXä8ë1ß#Þ¢Û[þ�Ü�Ý1â�ã#â¤ß#ë[ì¢Ü�ðûê�ã n = 2

äNå�â|þoâcÜ
∑n

i=1 a(i)b(τ(i)) ≤
∑n

i=1 a(i)b(τ1(i)) ó� ê�ã 2 ≤ j ≤ n− 1
äDå
â7æ[â�
1Û1â�Þ¢Û1æ4ë1écÜ�Þ¢èoâcì¢÷

τj
á�ß
τj−1

Þqð
τj−1(j) = j

áRÛ1æ©Ü#ê
τj−1

é¤ê�ø9à;ê�ß#â¤æ�å�Þ¢Ü�Ý�Ü�Ý1â
Ü�ã�áRÛ1ß�à�ê�ß�Þ¢Ü�Þ�ê�Û³ö�âcÜ�å�â¤âcÛ

j
áRÛ1æ

τ−1
j−1(j)

ê�Ü�Ý1âcã�å�Þ�ß#â óK� Ý[Þ�ß�å
á¤÷oä[ðiê�ã 1 ≤ i ≤ j
ä
τj(i) = i ó�ÿ þeáRÞ¢Û³öe÷çÜ�Ý1âã#â¤ß�ë[ì¢Ü
ðiê�ã

n = 2
ä1ê�Û1â�Ý�á�ß

n
∑

i=1

a(i)b(τ(i)) ≤
n
∑

i=1

a(i)b(τ1(i)) ≤
n
∑

i=1

a(i)b(τ2(i)) ≤ . . . ≤
n
∑

i=1

a(i)b(τn−1(i)).

�



�kâ�é¤ê�Û1écì¢ë1æ[âsöe÷�ã#âcø|áRãG�uÞ¢Û[þ©Ü�Ý�áRÜ
τn−1

Þ�ß�Ü�Ý1â7Þ�æ[âcÛuÜ�Þ¢Ü�÷ ó
�kâ^áRã#â�Û1ê�å ã#âfá�æ4÷�Ü#ê9é¤ê�ø9à[ì�âcÜ#â^Ü�Ý1â�à[ã#êDêRð&êRð!�&ã#ê�à�ê�ß�Þ¢Ü�Þ�ê�Û ô�ó �4ó� q7.Y.���. � � q�.1)�.m$�-¡+'-/.D0 rmt��Yt �XâcÜ

(X1,n, . . . , Xn,n)
áRÛ1æ

(Y 1,n, . . . , Y n,n)
æ[âcÛ1ê�Ü#â�Ümå
êçß#ê�ì¢ë[Ü�Þ�ê�Û1ß ó

� Ý1â�æ4Þ���âcã#âcÛ1é¤â
n
∑

i=1

(Xi,n
t − Y i,n

t )2 −
n
∑

i=1

(Xi
0 − Y i

0 )2

Þ�ß�â¤ýuë�áRìXÜ#ê

2

∫ t

0

n
∑

i=1

(Xi,n
s − Y i,n

s )

(

an

( n
∑

j=1

1{Y j,n
s ≤Y i,n

s }

)

− an

( n
∑

j=1

1{Xj,n
s ≤Xi,n

s }

))

ds. ñ)ô�ó��oõ
	�÷���Þ¢ã#ß5áRÛ1êfè¥Ü�Ý1â¤ê�ã#âcø³ä�ðiê�ã�áRÛu÷

s > 0
Ü�Ý1â9æ4Þ�ß�Ü�ã�Þ¢ö[ë[Ü�Þ�ê�Û1ßsêRð

(X1,n
s , . . . , Xn,n

s )
áRÛ1æ

(Y 1,n
s , . . . , Y n,n

s )á�æ4ø9Þ¢Ü�æ[âcÛ1ß�Þ¢Ü�Þ�â¤ß�å ó ã ó Ü ó Ü�Ý1â��Xâcö�â¤ß�þ�ë1â�ø�âfá�ß�ë[ã#âçê�Û R
n áRÛ1æ�Ü�Ý1âcã#âyðiê�ã#â dP ⊗ ds

á ó â ó Ü�Ý1â�à�ê�ß�Þ¢Ü�Þ�ê�Û1ß
X1,n
s , . . . , Xn,n

s ñ ã#â¤ß�à ó Y 1,n
s , . . . , Y n,n

s õ áRã#â|æ4Þ�ß�Ü�Þ¢Û1écÜ�áRÛ1æ Ü�Ý1âcã#â�Þ�ßsáçë[Û[Þ�ýeë1â|à;âcã�ø�ë[Ü�áRÜ�Þ�ê�Û τXs ∈ Sn
ñ ã#â¤ß�à ó τYs ∈ Sn õ ß�ë1é�Ý¥Ü�Ý�áRÜ XτX

s (1),n
s < X

τX
s (2),n
s < . . . < X

τX
s (n),n
s ñ ã#â¤ß#à ó Y τY

s (1),n
s < Y

τY
s (2),n

s <

. . . < Y
τY
s (n),n

s õyó�� Ý1âcã#âyðûê�ã#â dP ⊗ ds
á ó â ó ä

n
∑

i=1

(Xi,n
s − Y i,n

s )

(

an

( n
∑

j=1

1{Y j,n
s ≤Y i,n

s }

)

− an

( n
∑

j=1

1{Xj,n
s ≤Xi,n

s }

))

Þ�ß�â¤ýuë�áRìXÜ#ê
n
∑

i=1

an(i)
(

(XτY
s (i),n
s − Y τY

s (i),n
s ) − (XτX

s (i),n
s − Y τX

s (i),n
s )

)

.

� Ý1â�ß#â¤ýuë1âcÛ1é¤â (an(i))1≤i≤n
Þ�ß�Û1ê�Û
	�æ[â¤écã#âfá�ß#Þ¢Û[þ ó�ÿ à[à[ì¢÷DÞ¢Û[þ �Nâcø9ø|á ô�ó � å�Þ¢Ü�Ý b(i) = X

τX
s (i),n
s

áRÛ1æ
τ = (τXs )−1 ◦ τYs

Ü�Ý1âcÛ³å�Þ¢Ü�Ý
b(i) = Y

τY
s (i),n

s
áRÛ1æ

τ = (τYs )−1 ◦ τXs
ä[ê�Û1â�ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß�Ü�Ý�áRÜ�Ü�Ý1â7Þ¢ÛuÜ#âcþ�ã�áRÛ1æ

Þ¢ÛçÜ�Ý1â�ã�Þ¢þ�ÝuÜ�	 Ý�áRÛ1æ;	�ß�Þ�æ[â2êRð ñ)ô�ó��oõ Þ�ß�Û1ê�Û
	 à;ê�ß#Þ¢Ü�Þ¢èoâ dP ⊗ ds
á ó â ó¢ó ú�âcÛ1é¤â ñ)ô�ó �oõ Ý1ê�ì�æ[ß ó

�XâcÜ�ë1ß�Û1êfå ß�ë[à[à�ê�ß#â�Ü�Ý�áRÜ�á ó ß ó ∀i ∈ {1, . . . , n} ä X i
0 < Y i

0

áRÛ1æ æ[â�
1Û1â
ν = inf{t > 0 : ∃i ∈

{1, . . . , n}, X i,n
t ≥ Y i,n

t } å�Þ¢Ü�ÝkÜ�Ý1â|é¤ê�ÛeèoâcÛeÜ�Þ�ê�Û inf ∅ = +∞ ó%� ã#ê�ø Û1ê�å�ê�ÛXäXå�â�ã#â¤ß�Ü�ã�Þ�écÜ2ê�ë[ã#ß#âcì¢èoâ¤ßÜ#ê�Ü�Ý1â�âcèoâcÛuÜ {ν < +∞} ó �XâcÜ i ∈ {1, . . . , n} ö�â9ß�ë1é#Ý Ü�Ý�áRÜ Y i,n
ν = Xi,n

ν ó � Ý1âcã#â�Þ�ßsáRÛ Þ¢Û1écã#âfá�ß�Þ¢Û[þß#â¤ýuë1âcÛ1é¤â
(sk)k≥1

êRð�à;ê�ß#Þ¢Ü�Þ¢èoâ©Ü�Þ¢ø�â¤ß�å�Þ¢Ü�Ýùì¢Þ¢ø9Þ¢Ü
ν
ß�ë1é�ÝùÜ�Ý�áRÜ ∀k ≥ 1, an

(

∑n
j=1 1{Xj,n

sk
≤Xi,n

sk
}

)

<

an

(

∑n
j=1 1{Y j,n

sk
≤Y i,n

sk
}

) ósü Þ¢Û1é¤â (an(i))1≤i≤n
Þ�ß�Û1ê�Û
	�æ[â¤écã#âfá�ß�Þ¢Û[þ1ä�öu÷�âyï4Ü�ã�á�écÜ�Þ¢Û[þçá©ß�ë[ö1ß#â¤ýuë1âcÛ1é¤â�ß�Ü�Þ¢ì¢ì

æ[âcÛ1ê�Ü#â¤æ�öu÷
(sk)k

ðiê�ã
ß#Þ¢ø9à[ì¢Þ�écÞ¢Ü�÷oä�ê�Û1â�æ[â¤æ4ë1é¤â¤ß�Ü�Ý1â�âyïDÞ�ß�Ü#âcÛ1é¤â�êRð
j ∈ {1, . . . , n} å�Þ¢Ü�Ý j 6= i

ß�ë1é#ÝçÜ�Ý�áRÜ
∀k ≥ 1, X i,n

sk
< Xj,n

sk

áRÛ1æ
Y j,n
sk

≤ Y i,n
sk
ó�ü Þ¢Û1é¤â sk < ν

ä
X i,n
sk

< Xj,n
sk

< Y j,n
sk

≤ Y i,n
sk
ó 	�÷çé¤ê�ÛeÜ�Þ¢Ûeë[Þ¢Üm÷êRð*Ü�Ý1â7à�áRÜ�Ý1ßfä1ê�Û1â^ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß

Xi,n
ν = Xj,n

ν = Y j,nν = Y i,n
ν ó�� êfå ß�Þ¢Û1é¤â

P

(

∃i1, i2, i3
æ4Þ�ß�Ü�Þ¢Û1écÜ�Þ¢Û {1, . . . , n}, ∃t > 0, X i1

0 + σBi1
t = Xi2

0 + σBi2
t = Xi3

0 + σBi3
t

)

= 0,

��Þ¢ã#ß5áRÛ1êfè Ü�Ý1â¤ê�ã#âcø:Þ¢ø9à[ì¢Þ�â¤ß�Ü�Ý�áRÜ2á ó ß ó ∀l ∈ {1, . . . , n} \ {i, j} ä X l,n
ν 6= Xi,n

ν = Xj,n
ν ó Ú�ÛkÜ�Ý1â©ß�áRø�âå
á¤÷oä

Y l,n
ν 6= Y i,n

ν = Y j,n
ν ó 	
÷³é¤ê�ÛuÜ�Þ¢Ûeë[Þ¢Üm÷¥êRð�Ü�Ý1â�à�áRÜ�Ý1ß�áRÛ1æ�æ[â�
1Û[Þ¢Ü�Þ�ê�Û êRð ν ê�Û1â�æ[â¤æ4ë1é¤â¤ß�Ü�Ý�áRÜ-ðûê�ã kìµáRã�þoâ^âcÛ1ê�ë[þ�ÝXä

∀t ∈ [sk, ν],
n
∑

l=1
l 6=i,j

1{Y l,n
t ≤Y i,n

t } ≤
n
∑

l=1
l 6=i,j

1{Xl,n
t ≤Xi,n

t }
áRÛ1æ n

∑

l=1
l 6=i,j

1{Y l,n
t ≤Y j,n

t } ≤
n
∑

l=1
l 6=i,j

1{Xl,n
t ≤Xj,n

t }.

�



ü Þ¢Û1é¤â9á ó ß ó dt á ó â ó ä Y i,n
t 6= Y j,n

t

áRÛ1æ
(an(i))1≤i≤n

Þ�ß�Û1ê�Û
	�æ[â¤écã#âfá�ß�Þ¢Û[þ1äNê�Û1â�ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß7Ü�Ý�áRÜ^á ó ß ó dt á ó â óê�Û
[sk, ν]

ä

an

(

n
∑

l=1

1{Y l,n
t ≤Y i,n

t }

)

+an

(

n
∑

l=1

1{Y l,n
t ≤Y i,n

t }

)

≤ an

(

n
∑

l=1

1{Xl,n
t ≤Xi,n

t }

)

+an

(

n
∑

l=1

1{Xl,n
t ≤Xi,n

t }

)

.

	�÷¥Þ¢ÛeÜ#âcþ�ã�áRÜ�Þ�ê�Û�å�Þ¢Ü�Ý ã#â¤ß�à�â¤écÜ^Ü#ê
t
ê�Û

[sk, ν]
äNÜ�Ý[Þ�ßsÞ¢ø9à[ì¢Þ�â¤ßsÜ�Ý�áRÜ�á ó ß ó Y i,n

ν − Xi,n
ν + Y j,n

ν − Xj,n
ν ≥

Y i,n
sk

−Xi,n
sk

+ Y j,n
sk

−Xj,n
sk

> 0 ó�� Ý1âcã#âyðiê�ã#â P(ν < +∞) = 0 ó� Ý1âcÛ�á ó ß ó ðûê�ã i ∈ {1, . . . , n} ä X i
0 ≤ Y i

0

ä�ê�Û1â�ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß&Ü�Ý�áRÜ*ðûê�ã
ε > 0

Ü�Ý1â�ß#ê�ì¢ë[Ü�Þ�ê�Û
(Y 1,n,ε
t , . . . , Y n,n,ε

t )Ü#ê ñ)ô�ó��oõ ß#Ü�áRã�Ü�Þ¢Û[þ9ðKã#ê�ø (Y 1
0 + ε, . . . , Y n

0 + ε)
Þ�ß�ß�ë1é#Ý�Ü�Ý�áRÜ

a.s., ∀t ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}, X i,n
t < Y i,n,ε

t .

ü Þ¢Û1é¤â�öu÷ ñ)ô�ó �oõ ä Y i,n,εt ≤ Y i,n
t +

√
nε
ä[ê�Û1âsâfá�ß�Þ¢ì¢÷�é¤ê�Û1écì¢ë1æ[â¤ß�öe÷�ì�âcÜ�Ü�Þ¢Û[þ

ε→ 0 ó
WYX�� [¤hjf��7^mk ��a8h@defYb�i�h@a8i�f��8f �jdIa9_ a ��k@\�fUa9l
� � ã#ê�ø"Û1êfå¡ê�ÛXä[å�â^ß#âcÜ

∀n ∈ N
∗, ∀i ∈ {1, . . . , n}, an(i) = n

(

A

(

i

n

)

−A

(

i− 1

n

))

ñ)ô�ó��oõ
áRÛ1æ�á�ß#ß�ë[ø�â©Ü�Ý�áRÜ�Ü�Ý1â©Þ¢Û[Þ¢Ü�ÞµáRì
à;ê�ß#Þ¢Ü�Þ�ê�Û1ß

(Xi
0)i≥1

êRð�Ü�Ý1â|à�áRã�Ü�Þ�écì�â¤ß�áRã#â©Þ¢Û1æ[âcà�âcÛ1æ[âcÛeÜ|áRÛ1æOÞ�æ[âcÛeÜ�Þ�éfáRì¢ì¢÷
æ4Þ�ß�Ü�ã�Þ¢ö[ë[Ü#â¤æ�á�é¤é¤ê�ã#æ4Þ¢Û[þ|Ü#ê

m óÚmÛ�Ü�Ý1â2à[ã#â¤ß#âcÛuÜ^ß#â¤écÜ�Þ�ê�ÛXä�å
â�áRì�ß�ê�ß#ë[à[à;ê�ß#â�Ü�Ý�áRÜ
A
Þ�ß�á�é¤ê�Ûeèoâyï¥ðKë[Û1écÜ�Þ�ê�Û ê�Û

[0, 1] ó 	�÷ � Ý1â¤ê�ã#âcø ò4ó�� äðiê�ã�âfá�é#Ý
i ≥ 1

ä4Ü�Ý1â�Û1ê�Û[ì¢Þ¢Û1âfáRã-ß�Ü#êDé#Ý�á�ß#Ü�Þ�é^æ4Þ���âcã#âcÛuÜ�ÞµáRì8â¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û
{

Xi
t = Xi

0 + σBi
t −

∫ t
0 A

′(H ∗ Ps(Xi
s))ds,

∀t ≥ 0,
Ü�Ý1â^ìµá¤å>êRð

X i
t

Þ�ß
Pt.

Ý�á�ß�á7ë[Û[Þ�ýeë1â-ß#ê�ì¢ë[Ü�Þ�ê�ÛçáRÛ1æ9ðiê�ã
áRì¢ì
t ≥ 0

äoÜ�Ý1â�ìµáfå
Pt
êRð
Xi
t

æ[êuâ¤ß�Û1ê�Ü
æ[âcà�âcÛ1æ|ê�Û
i ó�� Û1æ[âcã�á ��Þ¢à1ß#é#Ý[Þ¢Ü
	ã#âcþ�ë[ìµáRã�Þ¢Üm÷2á�ß#ß�ë[ø9à[Ü�Þ�ê�Û�ê�Û

A′ ä�å
â�ê�ö[Ü�áRÞ¢Û�Ü�Ý1â
ðiê�ì¢ì�êfå�Þ¢Û[þ7Ü�ã�á���â¤écÜ#ê�ã�ÞµáRìuà[ã#ê�à�áRþeáRÜ�Þ�ê�Û�êRð�é�Ý�á�ê�ß&â¤ß�Ü�Þ¢ø|áRÜ�Þ�ê�Û ó
o�p >C.mq7>C(sr1t�� �  

A : [0, 1] → R
|¡�"��z�yg¢7x��E�nyD�

A′ |~����| �1����w@|���
���znym��|/yg��zn�C� ��|/�/w���zny����I�nym� K �/w
x�y

∀n ≥ 1, ∀1 ≤ i ≤ n, ∀t ≥ 0, E

(

sup
s∈[0,t]

(Xi,n
s −Xi

s)
2

)

≤ K2t2

6n
.

� q7.Y.���t�� Û1â^Ý�á�ß
n
∑

i=1

(Xi,n
t −Xi

t )
2 = 2

∫ t

0

n
∑

i=1

(Xi,n
s −Xi

s)

(

an

( n
∑

j=1

1{Xj
s≤Xi

s}

)

− an

( n
∑

j=1

1{Xj,n
s ≤Xi,n

s }

))

ds

+ 2

∫ t

0

n
∑

i=1

(Xi,n
s −Xi

s)C(s,X1
s , . . . , X

n
s ) ds

å�Ý1âcã#â
C(s,X1

s , . . . , X
n
s )
Þ�ß�â¤ýuë�áRìXÜ#ê

A′(H ∗ Ps(Xi
s)) − n

(

A

(

1

n

n
∑

j=1

1{Xj
s≤Xi

s}

)

−A

(

1

n

n
∑

j=1

1{Xj
s≤Xi

s}
− 1

n

))

.

�



��Þ �oâ�Þ¢Û|Ü�Ý1â�à[ã#êDêRðXêRð;Ü�ã�á���â¤écÜ#ê�ã�ÞµáRì<ë[Û[Þ�ýuë1âcÛ1â¤ß#ß�ðûê�ã ñ)ô�ó��oõ ä�ö;â¤éfáRë1ß�â�êRð�Ü�Ý1â�é¤ê�Ûeèoâyï4Þ¢Ü�÷�êRð A äoÜ�Ý1â 
1ã#ß�Ü�Ü#âcã�øêRð*Ü�Ý1â7ã ó Ý ó ß ó Þ�ß�Û1ê�Û
	 à�ê�ß�Þ¢Ü�Þ¢èoâ ó�� ê�ã#â¤êfèoâcãfä�öe÷E��Þ¢à1ß#é�Ý[Þ¢Ü
	�é¤ê�ÛuÜ�Þ¢Ûeë[Þ¢Ü�÷³êRð A′ ä
(

A′(H ∗ Ps(Xi
s)) − n

(

A

(

1

n

n
∑

j=1

1{Xj
s≤Xi

s}

)

−A

(

1

n

n
∑

j=1

1{Xj
s≤Xi

s}
− 1

n

)))2

=

(
∫ 1

0
A′(H ∗ Ps(Xi

s)) −A′
(

1

n

n
∑

j=1

1{Xj
s≤Xi

s}
+
θ − 1

n

)

dθ

)2

≤ K2

n2

∫ 1

0

(

∑

j 6=i
(H ∗ Ps(Xi

s) − 1{Xj
s≤Xi

s}
) + (H ∗ Ps(Xi

s) − θ)

)2

dθ.

� ê�ã s > 0
ä<á�ß�Ü�Ý1â^è�áRã�ÞµáRö[ì�â¤ß

X i
s

áRã#â^Þ ó Þ ó æ ó å�Þ¢Ü�Ý�é¤ê�ø9ø�ê�Û¥ìµá¤å Ps
å�Ý[Þ�é#Ý¥æ[êuâ¤ß�Û1ê�Ü�å
âcÞ¢þ�ÝuÜ-à�ê�Þ¢ÛeÜ#ß�áRÛ1æ

H ∗ Ps(Xi
s)
Þ�ß�ë[Û[Þqðiê�ã�ø9ì¢÷çæ4Þ�ß�Ü�ã�Þ¢ö[ë[Ü#â¤æ�ê�Û

[0, 1]
ä

∫ 1

0
E

((

∑

j 6=i
(H ∗ Ps(Xi

s) − 1{Xj
s≤Xi

s}
) + (H ∗ Ps(Xi

s) − θ)

)2)

dθ

=
∑

j 6=i
E((H ∗ Ps(Xi

s) − 1{Xj
s≤Xi

s}
)2) +

∫ 1

0
E((H ∗ Ps(Xi

s) − θ)2)dθ

= (n− 1)E

(

(H ∗ Ps(Xi
s)(1 −H ∗ Ps(Xi

s))

)

+ 1/6

= n/6.

� ß�Þ¢Û[þ H áRë1é#Ýu÷@	 ü é�Ýeå
áRã
	9Þ¢Û1â¤ýeë�áRì¢Þ¢Üm÷oä�ê�Û1â�ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß

E

(

sup
s∈[0,t]

n
∑

i=1

(Xi,n
s −Xi

s)
2

)

≤ 2

∫ t

0

√

√

√

√

K2

6n
E

(( n
∑

i=1

(Xi,n
s −Xi

s)

)2)

ds

≤ 2K√
6

∫ t

0

√

√

√

√E

(

sup
u∈[0,s]

n
∑

i=1

(Xi,n
u −Xi

u)
2

)

ds.

	�÷©é¤ê�ø9à�áRã�Þ�ß�ê�Û�å�Þ¢Ü�Ý³Ü�Ý1â^ê�ã#æ4Þ¢Û�áRã�÷çæ4Þ���âcã#âcÛeÜ�ÞµáRì�â¤ýeë�áRÜ�Þ�ê�Û
α′(t) = 2K

√

α(t)
6

ä[ê�Û1â^é¤ê�Û1écì¢ë1æ[â¤ß�Ü�Ý�áRÜ

∀t ≥ 0, E

(

sup
s∈[0,t]

n
∑

i=1

(Xi,n
s −Xi

s)
2

)

≤ K2t2

6
.

J ï[é#Ý�áRÛ[þoâfáRö[Þ¢ì¢Þ¢Üm÷�êRð*Ü�Ý1â�é¤ê�ë[à[ì�â¤ß (Xi,n, Xi)
ä
i ∈ {1, . . . , n} é¤ê�ø9à[ì�âcÜ#â¤ß�Ü�Ý1â�à[ã#êDêRð ó

� >C( ��q�6 rmt����KyUx"��z��C{£���/w@|/y��5�/w
���K�n�����;�5|~y;�=�/w;�j�
A
|~���;yg|   z����5{}�=��znyg¢7x ���

∃α > 0, ∀0 ≤ x ≤ y ≤ 1, A′(y) −A′(x) ≥ α(y − x) ñ)ô�ó���õ
��zn�;{£� {Gx��j���Iz]�E��x����ex��¦x�����|/� ����|�z�y � � yD�@x�x�� � �/w
x�y

∀i ∈ {1, . . . , n− 1}, an(i+ 1) − an(i) = n

∫ (i+1)/n

i/n

[

A′(x) −A′
(

x− 1

n

)]

dx ≥ α

n
.

���;����|/y1��x5x�¢nx�y |~y �/w@|~�¤��|/��������|�zny � �/w
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∑
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¥ z���x�z�¢7x�� ∀t ≥ 0 � ∀x ∈ R � H ∗ P̃t(x) ≤ H ∗Pt(x) � �8�n��� � �/w
x   �;y1����|�zny t 7→ E|Y 1
t −X1

t |
|~�¤��zny����I�nym� �

� >C( ��q�6 rmt	� �¤��{£x��n��� �!w�x�y
m

�nyD�
m̃

�jz*y1z����cx�|£�7wC� �
zn|/ym�/� � z�yDx]w;�n�E� � � � A′(H ∗ P0(X
1
0 )) =

A′(H∗P̃0(Y
1
0 ))

��|/y1��x
H∗m(X1

0 ) = H∗m̃(Y 1
0 ) = U1 � u9w
x���x   zn��x�� � � � d(Y 1−X1)0 = 0

�ny1� z�yDxK� �n�
��znyD�@x�� �!w
x��/w
x���� � � � Y 1

t −X1
t

�@z'x��Py1z��9�Cxe��x�y1�5zny
t � �   �/w@|~�,�1��z���x������ w;zn{£�7� � yDx���x������n��|/{�� � � � � � dt � � x �

A′(H ∗Pt(X1
t )) = A′(H ∗ P̃t(Y 1

t )) � �   A′ |¡��|/y1����x��7��|~yC� � � � � �   z��¤�n{/{ t > 0 � H ∗pt(X1
t ) = H ∗ p̃t(Y 1

t )��|��/w
pt
�nyD�

p̃t
�@x�y1z���|/yC�¤�/w
xc��x��I��x�����|~¢7x��@x�yg��|���|�x��cz  

Pt
�ny1�

P̃t � �   A |~�
C2 � �/w
x
����zn��ym|��ny ��z�ym����|I���
��|�z�y|/y

d
(

H ∗ Pt(X1
t ) −H ∗ P̃t(Y 1

t )
) �n|/¢7x�yB��� � ��
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t , . . . , Y n,n

t )
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C1 �@x�yg��|���� f �!w@|���w�������|~��
Kx��

∀x ∈ R, f(x) = − 2

σ2
A(H ∗ f(x))

��y1�
f ′(x) = − 2

σ2
A′(H ∗ f(x))f(x). ñK�4ó��oõ

�  
A′(0) < 0

�ny1�
A′(1) > 0 � �/w
x�y

�!w
x�y
x→ −∞�!w
x�y
x→ +∞ , f(x) ∼

{

−2A′(0)
σ2

∫ x
−∞ f(y)dy

2A′(1)
σ2

∫ +∞
x f(y)dy

��y1� ∫ x

0

dy

f(y)
∼
{ −σ2

2A′(0)f(x)
σ2

2A′(1)f(x)

, ñK�4ó �oõ
�nyD� �n{/{��/w
x ��zn{��
��|�zny���������|~�   �B���Pzn|/y1���n��� |/yDx������n{}|/���`�ny1�Bw;�n¢7x ��
�yg|��ex x�����x����I����|�zny � �9�7��� � |   �/w
x  �CyD����|�z�y

A
|~�
C2 zny [0, 1] � �/w
x�y f |~� C2 �ny1� ������|~��
 x��

f ′′(x) = − 2

σ2
A′′(H ∗ f(x))f 2(x) +

f ′2(x)
f(x)

. ñK�4ó �uõ

�
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µ
ö;â©á�à[ã#ê�ö�áRö[Þ¢ì¢Þ¢Ü�÷kø�âfá�ß�ë[ã#â|ê�Û

R
ß#ê�ì¢èDÞ¢Û[þçÜ�Ý1â|ß#Ü�áRÜ�Þ�ê�Û�áRã�÷ � êR�<�oâcã�	e�&ìµáRÛ1éB� â¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û ó

� Ý1â�â¤ýuë�áRì¢Þ¢Ü�÷ σ2

2 ∂xxµ = −∂x(A′(H ∗ µ(x))µ)
âcÛ1ß#ë[ã#â¤ß7Ü�Ý�áRÜ

µ
æ[êDâ¤ß7Û1ê�Ü�å
âcÞ¢þ�ÝeÜsà;ê�Þ¢ÛuÜ#ß ó ú�âcÛ1é¤â�Ü�Ý1âß�Ü�áRÜ�Þ�ê�Û�áRã�÷çâ¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û³Þ�ß�â¤ýuë[Þ¢è�áRì�âcÛuÜ�Ü#ê

∂xx(
σ2

2 µ+A(H ∗ µ(x))) = 0 ó � Û1â�æ[â¤æ4ë1é¤â¤ß-Ü�Ý�áRÜ µ à�ê�ß#ß#â¤ß#ß#â¤ßá
C1 æ[âcÛ1ß#Þ¢Ü�÷ f ß#ë1é#Ý³Ü�Ý�áRÜ

∀x ∈ R, f(x) = − 2

σ2
A(H ∗ f(x)) + αx+ β, ñK�4ó��oõ

ðiê�ã
ß#ê�ø�â�é¤ê�Û1ß�Ü�áRÛuÜ#ß
α
áRÛ1æ

β ó�ü Þ¢Û1é¤â A(0) = 0
äuì�âcÜ�Ü�Þ¢Û[þ

x→ −∞ Ü�Ý1âcÛ
x→ +∞ Þ¢Û©Ü�Ý1â�ìµá�ß�Ü
â¤ýuë�áRì¢Þ¢Ü�÷oä

ê�Û1â�ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß
α = β = A(1) = 0 ó�� ê�ã u ∈ (0, 1)

ä�ß�Þ¢Û1é¤â
u = H ∗ f(x)

ðûê�ã�ß#ê�ø�â
x ∈ R

áRÛ1æ
H ∗ fÞ�ß�Û1ê�Ü^é¤ê�Û1ß#Ü�áRÛeÜ2áRÛ1æ â¤ýeë�áRì�Ü#ê

u
äXÜ�Ý1â H áRë1é�Ýe÷C	e��Þ¢à1ß#é#Ý[Þ¢Ü
	�Ü�Ý1â¤ê�ã#âcø:áRÛ1æ ñK�4ó��oõ Þ¢ø9à[ì¢÷ Ü�Ý�áRÜ A(u) 6= 0 ó

ü Þ¢Û1é¤â f Þ�ß�Û1ê�Û
	 Û1âcþeáRÜ�Þ¢èoâ�ä A(u) < 0 ó ú�âcÛ1é¤â A(1) = 0
áRÛ1æ

A(u) < 0
ðûê�ã�áRì¢ì

u ∈ (0, 1)
Þ�ß
á�Û1â¤é¤â¤ß#ß5áRã�÷

é¤ê�Û1æ4Þ¢Ü�Þ�ê�Û ó
� Û1æ[âcã-Ü�Ý�áRÜ7é¤ê�Û1æ4Þ¢Ü�Þ�ê�ÛXäXá|à[ã#ê�ö�áRö[Þ¢ì¢Þ¢Ü�÷¥ø�âfá�ß�ë[ã#â µ ß#ê�ì¢èoâ¤ß�Ü�Ý1â�ß#Ü�áRÜ�Þ�ê�Û�áRã�÷ � êR� �oâcã�	e�&ìµáRÛ1é8� â¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û�Þ��Þ¢Ü#ß�écë[ø�ë[ìµáRÜ�Þ¢èoâsæ4Þ�ß�Ü�ã�Þ¢ö[ë[Ü�Þ�ê�Û�ðKë[Û1écÜ�Þ�ê�Û

H ∗ µ(x)
Þ�ß�á

C2 ß�ê�ì¢ë[Ü�Þ�ê�Û³Ü#ê�Ü�Ý1â^æ4Þ���âcã#âcÛeÜ�ÞµáRì8â¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û

ϕ′(x) = − 2

σ2
A(ϕ(x)), x ∈ R. ñK�4ó��oõ

	�÷�Ü�Ý1â H áRë1é�Ýe÷C	e��Þ¢à1ß#é�Ý[Þ¢Ü
	9Ü�Ý1â¤ê�ã#âcø³ä�ðiê�ã-âfá�é�Ý v ∈ [0, 1]
Ü�Ý[Þ�ß�â¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û á�æ4ø9Þ¢Ü#ß7á9ë[Û[Þ�ýuë1â�ß�ê�ì¢ë[Ü�Þ�ê�Û

ϕvå�Þ¢Ü�Ý�è�áRì¢ë1â¤ß
Þ¢Û
[0, 1]

ß�ë1é#Ý�Ü�Ý�áRÜ
ϕv(0) = v ó � ê�ã#â¤ê�èoâcãfä�á�ß A(0) = A(1) = 0

ä
ϕ0 ≡ 0

áRÛ1æ
ϕ1 ≡ 1

áRÛ1æ
∀v ∈ (0, 1), ∀x ∈ R, 0 < ϕv(x) < 1. ñK�4ó���õ

� ê�ã v ∈ (0, 1)
ä�ß�Þ¢Û1é¤â

ϕv
Þ�ß�Û1ê�Û
	�æ[â¤écã#âfá�ß�Þ¢Û[þ¡áRÛ1æ

ϕv(x) = v − 2
σ2

∫ x
0 A

′(ϕv(y))dy
äsÛ1â¤é¤â¤ß�ß�áRã�Þ¢ì¢÷

limy→+∞ ϕv(y) = 1 ó Ú�Û�Ü�Ý1â³ß�áRø�â�å
á¤÷oä limy→−∞ ϕv(y) = 0
áRÛ1æ

ϕv
Þ�ß�áRÛùÞ¢Û1écã#âfá�ß�Þ¢Û[þ ðûë[Û1écÜ�Þ�ê�Û

ðûã#ê�ø
R
Ü#ê

(0, 1)
å�Þ¢Ü�Ý Þ¢Ûeèoâcã#ß#â æ[âcÛ1ê�Ü#â¤æ öe÷

ϕ−1
v ó � Ý1â¥ë[Û[Þ�ýeë1âcÛ1â¤ß#ß�ã#â¤ß�ë[ì¢Ü©ðiê�ã ñK�4ó��oõ Þ¢ø9à[ì¢Þ�â¤ß�Ü�Ý�áRÜ

∀v ∈ (0, 1), ∀x ∈ R, ϕv(x) = ϕ 1
2
(x+ ϕ−1

1
2

(v)) óP� Ý1âcã#âyðûê�ã#âsÜ�Ý1âsß#ê�ì¢ë[Ü�Þ�ê�Û1ß�Ü#ê�Ü�Ý1â^ß#Ü�áRÜ�Þ�ê�Û�áRã�÷ � êR�<�oâcã�	�&ìµáRÛ1éB��â¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û¥áRã#â�Ü�Ý1â^à[ã#ê�ö�áRö[Þ¢ì¢Þ¢Ü�÷�ø�âfá�ß�ë[ã#â¤ß�ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1â¤æ�öu÷�ß�à�áRÜ�ÞµáRìNÜ�ã�áRÛ1ß#ìµáRÜ�Þ�ê�Û¥êRð�Ü�Ý1âsà[ã#ê�ö�áRö[Þ¢ì¢Þ¢Ü�÷
ø�âfá�ß�ë[ã#â^å�Þ¢Ü�Ý�æ[âcÛ1ß�Þ¢Ü�÷

f(x) = ϕ′
1
2

(x)
å�Ý[Þ�é#Ý�ß5áRÜ�Þ�ß�
�â¤ß ñK�4ó��oõ á�é¤é¤ê�ã#æ4Þ¢Û[þ©Ü#ê ñK�4ó��oõcó�XâcÜ�ë1ß�Û1êfå¡ß#ë[à[à;ê�ß#â7Ü�Ý�áRÜ

A′(0) < 0
áRÛ1æ

A′(1) > 0 ó � Ý1âcÛ x→ +∞ ä

f(x) = − 2

σ2
A

(

1 −
∫ +∞

x
f(y)dy

)

∼ 2A′(1)
σ2

∫ +∞

x
f(y)dy.

	�÷ ñK�4ó��oõ ä f ′(x)f(x) = (log f(x))′ = − 2
σ2A

′(ϕ 1
2
(x))

é¤ê�Ûuèoâcã�þoâ¤ß*Ü#ê −2A′(1)
σ2

á�ß
x→ +∞ ó9� Ý[Þ�ß8Þ¢ø9à[ì¢Þ�â¤ß8Ü�Ý�áRÜ

log(f(x))
x

é¤ê�Ûeèoâcã�þoâ¤ß2Ü#ê −2A′(1)
σ2

áRÛ1æ Ü�Ý�áRÜ
xf(x)1{x≥0}

Þ�ß�Þ¢ÛuÜ#âcþ�ã�áRö[ì�â ó � ê�ã#â¤ê�èoâcãfä*ß�Þ¢Û1é¤â ∫ +∞
0

dy
f(y) =

+∞ ä ∫ x0 dy
f(y) ∼ σ2

2A′(1)

∫ x
0 − f ′(y)

f2(y)
dy ∼ σ2

2A′(1)f(x)

äXá�ß
x → +∞ ó Ú�Û Ü�Ý1â9ß�áRø�â2å
á¤÷oäNê�Û1â9ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß^Ü�Ý1ââ¤ýuë[Þ¢è�áRì�âcÛuÜ#ß�þ�Þ¢èoâcÛ�Þ¢Û ñK�4ó �oõ å�Ý1âcÛ x→ −∞ áRÛ1æ2é#Ý1â¤é8�4ß*Ü�Ý1â
Þ¢ÛeÜ#âcþ�ã�áRö[Þ¢ì¢Þ¢Ü�÷�êRð1Ü�Ý1â�ðKë[Û1écÜ�Þ�ê�Û xf(x)1{x≤0} ó� ã#ê�ø ñK�4ó �oõ ä[ê�Û1â�Ý�á�ß

lim
x→−∞

∫ x

−∞
f(y)dy

∫ 0

x

dy

f(y)
=

σ4

4(A′(0))2
áRÛ1æ

lim
x→+∞

∫ +∞

x
f(y)dy

∫ x

0

dy

f(y)
=

σ4

4(A′(1))2
.
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�â¤ß^á��8ê�Þ¢Û1éfáRã��Þ¢Û1â¤ýuë�áRì¢Þ¢Ü�÷ ó	�÷ ñK�4ó��oõ ä&Ü�Ý1â©ðKë[Û1écÜ�Þ�ê�Û f Þ�ß C2 á�ß9ß�êuê�Ûùá�ß�Ü�Ý1â©ðKë[Û1écÜ�Þ�ê�Û A Þ�ß C2 ê�Û [0, 1] ó � ê�ã#â¤êfèoâcãfä f ′′(x) =
− 2
σ2A

′′(H ∗ f(x))f 2(x) − 2
σ2A

′(H ∗ f(x))f ′(x)
å�Ý[Þ�é�Ý�é¤ê�øsö[Þ¢Û1â¤æ�å�Þ¢Ü�Ý ñK�4ó��oõ Þ¢ø9à[ì¢Þ�â¤ß ñK�4ó �uõcó
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� >C( ��q�6 �Ut����]w
x�y
A
|¡���

C1 ��znyg¢7x �   �CyD����|�z�y zny [0, 1]
���
��w��/w;���

A(0) = A(1) = 0
�ny1�

A′(u) <
0
  zn�]��zn�=x

u ∈ (0, 1) � �/w
x�y �/w
x�yDx���x������n��� ��y1� ��� � ��|Ix�ym����zny1�n|���|�zny |/y`�,x��5�¦��� � � |~�Ez@��¢�|�z��@��{��������|¡� 
Kx�� ��¥ z���x�z�¢7x�� � ��|/y1��x ñK�4ó��oõ ��|��/w α = β = 0
|~���1{}|Ix��

(log f(x))′′ =

(

f ′(x)
f(x)

)′
=

(

− 2
σ2A

′(H ∗ f(x))f(x)

f(x)

)′

= − 2

σ2
A′′(H ∗ f(x))f(x) ≤ 0,

�/w
x8�D��z@���@��|/{�|������=x��7���;��x�����zn{�¢'|~yC� �/w
xc���I�j��|�znyD�n��� � z7�'�nx�� ���K{£�ny1���"x���������|�zny%�j����|��D{�z�� � ��z�y1���n¢7x¤�@x�y���|���|�x����|��/w%��x��I�gx����P�Iz]�/w
x��9x���x����n�gx��=x��7���C��x �

��� �g(*)!</>�t � Ý1â�ðûê�ì¢ì�ê�å�Þ¢Û[þ|Ü�Ý[ã#â¤â^é�Ý1ê�Þ�é¤â¤ß�ðiê�ã A ì�âfá�æçÜ#ê9âyï1á�écÜ�é¤ê�ø9à[ë[Ü�áRÜ�Þ�ê�Û1ß7áRÛ1æ³æ4Þ���âcã#âcÛuÜ�Ü�áRÞ¢ì�ß
ðiê�ãÜ�Ý1â�ß�Ü�áRÜ�Þ�ê�Û�áRã�÷çæ[âcÛ1ß�Þ¢Ü�Þ�â¤ßW�

• Þqð A(x) = 1
2x(x− 1)

ä1ê�Û1â�þoâcÜ#ß
log

(

F 1
2
(x)

1−F 1
2
(x)

)

= x/σ2 Þ ó â ó

F 1
2
(x) =

ex/σ
2

1 + ex/σ
2

áRÛ1æ
F ′

1
2

(x) =
1

4σ2 cosh2(x/2σ2)
;

• Þqð A(x) = x3 − x = x(x− 1)(x+ 1)
ä

F 1
2
(x) =

1
√

1 + e−4x/σ2

áRÛ1æ
F ′

1
2

(x) =
2e−4x/σ2

σ2(1 + e−4x/σ2)3/2
;

• Þqð A(x) = (1 − x) log(1 − x)
áRÛ1æ

σ2 = 2
ä[ê�Û1â�þoâcÜ#ß

log
(

log(1−F (x))
log(1−F (0))

)

= 2x
σ2

Þ ó â ó
F 1

2
(x) = 1 − exp

(

− log(2)e2x/σ
2
) áRÛ1æ

F ′
1
2
(x) = log(2) exp

(

2x/σ2 − log(2)e2x/σ
2
)

.

ÚmÛ�Ü�Ý1â�Ü�Ý[Þ¢ã#æ^âyï1áRø9à[ì�â�äRÜ�Ý1â
C1 á�ß�ß�ë[ø9à[Ü�Þ�ê�Û�ê�Û A Þ�ß�ã#âcìµá,ï[â¤æ�áRÛ1æsê�Û1â�ã#âcø|áRãG�4ßXÜ�Ý�áRÜNå�Ý1âcÛsÜ�Ý1â�æ[âcã�Þ¢è�áRÜ�Þ¢èoâ

A′ Þ�ß�Þ¢Û

1Û[Þ¢Ü#â^áRÜ 0
ê�ã

1
ä4Ü�Ý1âcÛ³Ü�Ý1â7é¤ê�ã�ã#â¤ß�à�ê�Û1æ4Þ¢Û[þ�Ü�áRÞ¢ìXêRð8Ü�Ý1â7Þ¢Ûuè�áRã�ÞµáRÛuÜ-æ[âcÛ1ß�Þ¢Ü�Þ�â¤ß�éfáRÛ�ö�â7ã#âfáRì¢ì¢÷�ß�ø|áRì¢ì ó

� Ý1âcÛ
A(1) = 0

áRÛ1æ
A(u) < 0

ðûê�ã�áRì¢ì
u ∈ (0, 1)

ä<á�Û�áRÜ�ë[ã�áRìNýuë1â¤ß�Ü�Þ�ê�Û�Þ�ß
Ý1êfåíÜ#ê�ì¢Þ¢Û6�©Ü�Ý1â7Ü�ã�áRÛ1ß�ìµáRÜ�Þ�ê�Û
à�áRã�áRø�âcÜ#âcã�êRð�Ü�Ý1â�éfáRÛ1æ4Þ�æ1áRÜ#â�ì�ê�Û[þ Ü�Þ¢ø�â�ì¢Þ¢ø9Þ¢Ü9êRð�Ü�Ý1â©ø|áRã�þ�Þ¢Û�áRì

Pt
ß#ê�ì¢èDÞ¢Û[þ¥Ü�Ý1â�ß�Ü�áRÜ�Þ�ê�Û�áRã�÷ � êR� �oâcã�	�&ìµáRÛ1éB� â¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û Ü#ê³Ü�Ý1â|Þ¢Û[Þ¢Ü�ÞµáRì
ø|áRã�þ�Þ¢Û�áRì

m ó � Ý1âcÛ ∫
R
|x|m(dx) < +∞ ä8öe÷ ñ)ô�ó¢ô�õ äXðiê�ã2áRì¢ì t ≥ 0

ä
E(X1

t ) = E(X1
0 ) ó � Ý1âcã#âyðiê�ã#â³Ü�Ý1â³Ü�ã�áRÛ1ß#ìµáRÜ�Þ�ê�Û à�áRã�áRø�âcÜ#âcã�Þ�ß©é�Ý1ê�ß#âcÛ Þ¢Û ê�ã#æ[âcã|Ü#êOâcÛ1ß�ë[ã#â³Ü�Ý�áRÜ�Ü�Ý1âÞ¢Ûuè�áRã�ÞµáRÛuÜ�ø�âfá�ß�ë[ã#â�Ý�á�ß�Ü�Ý1â^ß�áRø�â7ø�âfáRÛ�á�ß�Ü�Ý1â^Þ¢Û[Þ¢Ü�ÞµáRìXø�âfá�ß�ë[ã#â

m ó�XâcÜ�ë1ß�æ[âcÛ1ê�Ü#â�öe÷
pt
Ü�Ý1â^æ[âcÛ1ß#Þ¢Ü�÷�êRð

Pt
áRÛ1æ�öe÷

Ft = H ∗ Pt
Þ¢Ü#ß�écë[øsë[ìµáRÜ�Þ¢èoâ2æ4Þ�ß�Ü�ã�Þ¢ö[ë[Ü�Þ�ê�Ûçðûë[Û1écÜ�Þ�ê�Û ó

o�p >C.mq7>C( �Yt�� �9x��
A
��x
C2 zny [0, 1]

�ny1��������w*�/w;���
A(1) = 0 � ∀u ∈ (0, 1), A(u) < 0 � A′(0) <

0
�ny1�

A′(1) > 0 � �¤�����;�=x �/w;���
m

�j����|��/� � �@x�y���|/���
p0

������w �/w;�j� ∫
R
|x|p0(x)dx < +∞ �ny1�

∫

R

(p0−p∞)2

p∞

|¡�����¦��{~{,x�yDzn�n�nw��!w
x���x
p∞

�Cx�y1z��ex��"�/w�x"���I����|�zny1�n���%�n|~������|I���;��|�zny���|/�/w����n�=x�x ����x����I�j��|�zny
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p0 � �8�7��� � �cx������@�
z7��x �/w;�j� A �ny1�
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�n��x�������w �/w;���

p
|¡������� z�z��/w ��zn{}�;��|�zny z   ñK�4ó¢ô�õ � u9w
x�y

∫

R

(pt−p∞)2

p∞

��z�yg¢7x����@x��¦�Iz
0
x����
z�yDx�ym��|��n{/{��   �7���c�7�

t→ +∞ �
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��� �g(*)!</> t � Ý1âcÛ
A(x) = 1

2 (x2 − x)
ä*ê�Û1â|âfá�ß�Þ¢ì¢÷ é#Ý1â¤éB�Dß2Ü�Ý�áRÜ

φ(t, x) = −Ft(x + t
2)
ß#ê�ì¢èoâ¤ß�Ü�Ý1â

	�ë[ã�þoâcã#ß�â¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û
∂tφ =

σ2

2
∂xxφ− 1

2
∂xφ

2, φ(0, x) = −F0(x).

ÿ é¤é¤ê�ã#æ4Þ¢Û[þ³Ü#ê�Ü�Ý1â H ê�ì�â�	�ú�ê�à4ð
Ü�ã�áRÛ1ß)ðûê�ã�ø|áRÜ�Þ�ê�ÛXä ψ(t, x) = exp
(

− 1
σ2

∫ x
−∞ φ(t, y)dy

) ß#ê�ì¢èoâ¤ß7Ü�Ý1â�Ý1âfáRÜ
â¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û

∂tψ =
σ2

2
∂xxψ, ψ(0, x) = exp

(

1

σ2

∫ x

−∞
F0(y)dy

)

.

ü Þ¢Û1é¤â Ft(x) = σ2 ∂xψ
ψ (t, x− t

2 )
ä[ê�Û1â^æ[â¤æ4ë1é¤â¤ß�Ü�Ý�áRÜ

Ft(x) =

∫

R
e−

(x− t
2−y)2

2σ2t F0(y)ψ(0, y) dy

σ
√

2πt

∫

R
e−

(x− t
2−y)2

2σ2t ψ(0, y) dy

σ
√

2πt

. ñK�4ó � õ

Ú�ð
x̄
æ[âcÛ1ê�Ü#â¤ß2Ü�Ý1â©âyï4à�â¤écÜ�áRÜ�Þ�ê�Û�á�ß#ß#êDécÞµáRÜ#â¤æOå�Þ¢Ü�Ý Ü�Ý1â�écë[øsë[ìµáRÜ�Þ¢èoâ�æ4Þ�ß�Ü�ã�Þ¢ö[ë[Ü�Þ�ê�ÛOðKë[Û1écÜ�Þ�ê�Û

F0
ä�ê�Û1â|Ý�á�ß

∫ x̄
−∞ F0(z)dz =

∫ +∞
x̄ (1 − F0(z))dz ó�ü Þ¢Û1é¤â
∫ x

−∞
F0(z)dz =

∫ x̄

−∞
F0(z)dz −

∫ x

x̄
(1 − F0(z))dz + (x− x̄),

ê�Û1â9æ[â¤æ4ë1é¤â¤ß�Ü�Ý�áRÜsÜ�Ý1â2ðKë[Û1écÜ�Þ�ê�Û
ψ̃(0, x) = e−

x−x̄

σ2 ψ(0, x) ñ ã#â¤ß�à ó ψ(0, x) õ Þ�ß7ö;ê�ë[Û1æ[â¤ækê�Û R+ ñ ã#â¤ß�à ó
R− õ áRÛ1æçé¤ê�Ûuèoâcã�þoâ¤ß�Ü#ê 1

á�ß
x
Ü#âcÛ1æ[ß�Ü#ê

+∞ ñ ã#â¤ß#à ó −∞ õyó�XâcÜ�ë1ß7æ[â¤æ4ë1é¤â2Ü�Ý1â�ì¢Þ¢ø9Þ¢Ü�êRð
Ft(x)

á�ß
t → +∞ ó � ã�Þ¢Ü�Þ¢Û[þ�Ü�Ý1â2Þ¢ÛeÜ#âcþ�ã�áRì*ðiê�ã y ∈ R

á�ß�Ü�Ý1â2ß�ë[ø êRð�Ü�Ý1â
Þ¢ÛuÜ#âcþ�ã�áRì�ß�ðûê�ã

y ∈ R−
áRÛ1æOðûê�ã

y ∈ R+
ä�áRÛ1æ�ø|á��DÞ¢Û[þ¥Ü�Ý1âçé�Ý�áRÛ[þoâ³êRð-è�áRã�ÞµáRö[ì�â¤ß

z =
y−x+ t

2

σ
√
t
ñ ã#â¤ß�à ó

z =
y−x− t

2

σ
√
t
õ Þ¢Û³Ü�Ý1â�
1ã#ß#Ü ñ ã#â¤ß�à ó ß#â¤é¤ê�Û1æ õ Þ¢ÛuÜ#âcþ�ã�áRì ä�ê�Û1â�ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß

∫

R

e−
(y−x+ t

2 )2

2σ2t F0(y)ψ(0, y)
dy

σ
√

2πt

=

∫

R

e−
z2

2 1{z≤
√

t
2σ

− x

σ
√

t
}F0(σ

√
tz + x− t

2
)ψ(0, σ

√
tz + x− t

2
)
dz√
2π

+ e
x−x̄

σ2

∫

R

e−
z2

2 1{z≥−
√

t
2σ

− x

σ
√

t
}F0(σ

√
tz + x+

t

2
)ψ̃(0, σ

√
tz + x+

t

2
)
dz√
2π
.

	�÷ �Xâcö;â¤ß#þ�ë1â9Ü�Ý1â¤ê�ã#âcø³ä�Ü�Ý1â5
1ã#ß�Ü^Ü#âcã�ø êRð
Ü�Ý1â9ã�Þ¢þ�ÝuÜ�	 Ý�áRÛ1æ;	�ß�Þ�æ[â�é¤ê�Ûeèoâcã�þoâ¤ß�Ü#ê
0
å�Ý1âcã#âfá�ß^Ü�Ý1â�ß�â¤é¤ê�Û1æ

Ü#âcã�ø é¤ê�Ûuèoâcã�þoâ¤ß|Ü#ê
e

x−x̄

σ2 ó L âcà[ìµá�écÞ¢Û[þ F0
öe÷

1
Þ¢Û Ü�Ý1â�áRö�êfèoâ�é¤ê�ø9à[ë[Ü�áRÜ�Þ�ê�ÛXä�ê�Û1â³ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß�Ü�Ý�áRÜ©Ü�Ý1â

æ[âcÛ1ê�ø9Þ¢Û�áRÜ#ê�ã-Þ¢Û ñK�4ó � õ ä[é¤ê�Ûeèoâcã�þoâ¤ß-Ü#ê 1 + e
x−x̄

σ2 ó�� Ý1âcã#âyðiê�ã#â

∀x ∈ R, lim
x→+∞

Ft(x) =
e

x−x̄

σ2

1 + e
x−x̄

σ2

.

� ê�Ü�Þ�é¤â7Ü�Ý�áRÜ�Þ¢Û³Ü�Ý1â�ß�áRø�â^å�á¤÷oä<ê�Û1â7ø|á¤÷³áRì�ß#ê�ê�ö[Ü�áRÞ¢Û�Ü�Ý1â�ì¢Þ¢ø9Þ¢Ü�êRð8Ü�Ý1âsæ[âcÛ1ß�Þ¢Ü�÷

pt(x) =

∫

R

y+ t
2
−x

σ2t e−
(x− t

2−y)2

2σ2t F0(y)ψ(0, y) dy

σ
√

2πt

∫

R
e−

(x− t
2−y)2

2σ2t ψ(0, y) dy

σ
√

2πt

− 1

σ2







∫

R
e−

(x− t
2−y)2

2σ2t F0(y)ψ(0, y) dy

σ
√

2πt

∫

R
e−

(x− t
2−y)2

2σ2t ψ(0, y) dy

σ
√

2πt







2

.

ôc�



� Û1â�âfá�ß�Þ¢ì¢÷çé�Ý1â¤é8�4ß

∀x ∈ R, lim
t→+∞

pt(x) =
1

σ2







e
x−x̄

σ2

1 + e
x−x̄

σ2

− e
2(x−x̄)

σ2

(

1 + e
x−x̄

σ2

)2






=

1

4σ2 cosh2(x−x̄
2σ2 )

.

ÚmÛ�ê�ã#æ[âcã�Ü#ê�à[ã#êfèoâ � Ý1â¤ê�ã#âcø �4ó � ä1å�â�áRã#â 
1ã#ß�Ü�þoê�Þ¢Û[þ|Ü#ê©é#Ý1â¤éB��âyïDà�ê�Û1âcÛeÜ�ÞµáRì�é¤ê�Ûeèoâcã�þoâcÛ1é¤â�êRð Ft Ü#ê�Ü�Ý1âécë[ø�ë[ìµáRÜ�Þ¢èoâ2æ4Þ�ß#Ü�ã�Þ¢ö[ë[Ü�Þ�ê�Û�ðûë[Û1écÜ�Þ�ê�Û
F∞
êRð
p∞ ó �NâcÜ Gt = Ft − F∞ ó�ü Þ¢Û1é¤â^ðiê�ã�á�ã�áRÛ1æ[ê�ø è�áRã�ÞµáRö[ì�â Xå�Þ¢Ü�Ý�écë[ø�ë[ìµáRÜ�Þ¢èoâ�æ4Þ�ß#Ü�ã�Þ¢ö[ë[Ü�Þ�ê�Û³ðûë[Û1écÜ�Þ�ê�Û

F
ä
E(X) =

∫ +∞
0 (1 − F (x))dx −

∫ 0
−∞ F (x)dx

Ü�Ý1âsâ¤ýeë�áRì¢Þ¢Üm÷
êRð&Ü�Ý1â2âyïDà�â¤écÜ�áRÜ�Þ�ê�Û1ß�á�ß�ß#êuécÞµáRÜ#â¤æ�Ü#ê

Ft
áRÛ1æ

F∞
å�ã�Þ¢Ü#â¤ß ∫

R
Gt = 0 ó�� Ý[Þ�ß-èoâcã�÷³é¤ê�ÛeèoâcÛ[Þ�âcÛuÜ^âyïDà[ã#â¤ß�ß�Þ�ê�ÛêRð&Ü�Ý1â�ì¢Þ¢Û6�çö;âcÜmå
â¤âcÛ

pt
áRÛ1æ

p∞
Þ�ß�ê�Û1â^ø|áRÞ¢Û¥ã#âfá�ß#ê�Û³ðiê�ã�
1ã#ß�Ü�é¤ê�Û1ß�Þ�æ[âcã�Þ¢Û[þ�Ü�Ý1â�é¤ê�Ûuèoâcã�þoâcÛ1é¤â2êRð

Gt
Ü#ê

0 ó ÚmÛ³ê�ã#æ[âcã�Ü#ê9à[ã#êfèoâ^Ü�Ý[Þ�ß�é¤ê�Ûeèoâcã�þoâcÛ1é¤â�ä<å
â^Û1â¤â¤æçÜ�Ý1â�ðûê�ì¢ì�ê�å�Þ¢Û[þ|ã#â¤ß�ë[ì¢Ü ó
� >C(B( � �Ut���� yDx�w;�7�

∫

R

G2
t

p∞
≤ c

∫

R

(

Gt
p∞

)′2
p∞ ñK�4ó��oõ

�!w
x���x
c
�@x�y1z��ex��"�/w
x���z�y����I�ny1��|/y��/w
x �Pz�|~y1���n� ��|/yDx����
�n{}|���� ���j��|¡� 
Kx������

p∞ ��¥ z���x�z�¢7x��
∫

R

(pt − p∞)2

p∞
=

∫

R

(

Gt
p∞

)′2
p∞ +

2

σ2

∫

R

G2
tA

′′(F∞) ñK�4ó¢ôfòoõ
��y1� ∫

R

G2
t

p∞
≤ c̃

∫

R

(pt − p∞)2

p∞
. ñK�4ó¢ô�ô�õ

� >C( ��q�6 �Ut����]w
x�y
A
|¡�"��znym¢7x�� ��ñK�4ó¢ô�ô�õ |~�"�%��z�y���x�����x�yD��x z   ñK�4ó¢ôfòoõ �ny1� ñK�4ó��oõ �

� q7.Y.���t ÿ ß ∫
R
Gt = 0

ä ñK�4ó��oõ Þ�ß�Û1ê�Ü�Ý[Þ¢Û[þ�ö[ë[Ü�Ü�Ý1â���ê�Þ¢Û1éfáRã���Þ¢Û1â¤ýeë�áRì¢Þ¢Üm÷�ß�áRÜ�Þ�ß�
�â¤æ�öu÷ p∞ å�ã�Þ¢Ü�Ü#âcÛ�ðiê�ãÜ�Ý1â�ðûë[Û1écÜ�Þ�ê�Û
Gt/p∞ ó

ü Þ¢Û1é¤â ( Gt

p∞

)′
=

G′
t

p∞
− Gtp′∞

p2∞

ä[ê�Û1â�Ý�á�ß
∫

R

(

Gt
p∞

)′2
p∞ =

∫

R

(pt − p∞)2

p∞
−
∫

R

G2
t
′
p′∞

p2∞
+

∫

R

G2
t p

′
∞

2

p3∞

=

∫

R

(pt − p∞)2

p∞
+

∫

R

G2
t p

′′
∞

p2∞
−
∫

R

G2
t p

′
∞

2

p3∞
.

ü Þ¢Û1é¤â p∞ ß�ê�ì¢èoâ¤ß ñK�4ó �uõ ä[ê�Û1â^âfá�ß�Þ¢ì¢÷�æ[â¤æ4ë1é¤â¤ß ñK�4ó¢ôfòoõ¤ó� ã�Þ¢Ü�Þ¢Û[þ
G2
t (y) = 2

(

1{y≤0}
∫ y
−∞Gt(pt − p∞)(x)dx− 1{y>0}

∫ +∞
y Gt(pt − p∞)(x)dx

) äeê�Û1â-ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß
∫

R

G2
t

p∞
= −2

∫

R

Gt(pt − p∞)(x)

∫ x

0

1

p∞(y)
dydx. ñK�4ó¢ôc�oõ

	�÷ ñK�4ó �oõ äeáRÛ1æ©ß�Þ¢Û1é¤â 1
p∞

Þ�ß&ö�ê�ë[Û1æ[â¤æ�ðûã#ê�ø6ö�âcì�êfå áRÛ1æ©áRö;ê�èoâ�ê�Û|âfá�é#Ý�é¤ê�ø9à�á�écÜ
ß�ë[ö1ß�âcÜ�êRð;Ü�Ý1â�ã#âfáRì1ì¢Þ¢Û1â�ä

∃C > 0,∀x ∈ R,

∣

∣

∣

∣

∫ x

0

1

p∞(y)
dy

∣

∣

∣

∣

≤ C

p∞(x)
.

ô��



� ß�Þ¢Û[þ H áRë1é#Ýu÷@	 ü é�Ýeå
áRã
	9Þ¢Û1â¤ýeë�áRì¢Þ¢Üm÷�Þ¢Û ñK�4ó¢ôc�oõ ä�áRÛ1æ�Þ¢Û1ß#âcã�Ü�Þ¢Û[þ|Ü�Ý1â7ìµáRÜ�Ü#âcã�ö;ê�ë[Û1æ�ä1ê�Û1âsê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß
∫

R

G2
t

p∞
≤ 2C

(
∫

R

G2
t

p∞

)1/2 (∫

R

(pt − p∞)2

p∞

)1/2

.

� Û1â�âfá�ß�Þ¢ì¢÷çæ[â¤æ4ë1é¤â¤ß ñK�4ó¢ô�ô�õfó
ÿ é¤é¤ê�ã#æ4Þ¢Û[þ�Ü#ê ñK�4ó¢ô�ô�õ ä4Ü�Ý1â�âyïDà�ê�Û1âcÛeÜ�ÞµáRìNé¤ê�Ûuèoâcã�þoâcÛ1é¤âsêRð ∫

R

(pt−p∞)2

p∞

Ü#ê 	fâcã#ê9Þ�ß�á�ß#Ü�ã#ê�Û[þoâcã�ã#â¤ß�ë[ì¢Ü�Ü�Ý�áRÛ
Ü�Ý1â�âyï4à;ê�Û1âcÛuÜ�ÞµáRì8é¤ê�Ûuèoâcã�þoâcÛ1é¤â�ß�Ü�áRÜ#â¤æ�Þ¢Û�Ü�Ý1â7Û1âyïDÜ��Nâcø9ø|á ó
� >C(B( � �Ut�� u9w�x���x*|~� ����z7��|���|~¢nxB��z�y����I�ny1�

C
���
��w3�/w;���=|   ∫

R

G2
0

p∞

|~� ��� �n{~{ x�y1z��n�7w � �/w�x�y ∀t ≥
0,
∫

R

G2
t

p∞
≤ e−Ct

C

∫

R

G2
0

p∞ �

� q7.Y.���t ÿ é¤é¤ê�ã#æ4Þ¢Û[þ9Ü#ê ñK�4ó��oõ äDê�Û1â�Ý�á�ß σ2

2 F
′′
∞ +(A(F∞))′ = 0

å�Ý[Þ�é#Ý�áRì�ß#ê�å�ã�Þ¢Ü#â¤ß p′∞
p∞

= − 2
σ2A

′(F∞) ó
H ê�ø�ö[Þ¢Û[Þ¢Û[þ�Ü�Ý1â¤ß#â
â¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û1ß*å�Þ¢Ü�Ý ñiò4ó¢ô�õ ä�Ü�Ý1âcÛ2ë1ß�Þ¢Û[þ ��ê�ë[Û[þ � ß*Þ¢Û1â¤ýeë�áRì¢Þ¢Üm÷oäoê�Û1â
âfá�ß�Þ¢ì¢÷sê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß�ðiê�ã ε > 0

ä

1

2

d

dt

∫

R

G2
t

p∞
= −σ

2

2

∫

R

(

Gt
p∞

)′2
p∞ −

∫

R

(A(Ft) −A(F∞) −A′(F∞)Gt)

(

Gt
p∞

)′

≤ (ε− σ2

2
)

∫

R

(

Gt
p∞

)′2
p∞ +

‖A′′‖2
∞

16ε

∫

R

G4
t

p∞
. ñK�4ó¢ô��oõ

ü Þ¢Û1é¤â
‖Gt‖2

∞ ≤
(
∫

R

|pt − p∞|√
p∞

√
p∞

)2

≤
∫

R

(pt − p∞)2

p∞
, ñK�4ó¢ô �uõ

|Gt|
Þ�ß�ö�ê�ë[Û1æ[â¤æ öu÷

1
áRÛ1æ

p∞A′′(F∞) = − 2
σ2A × A′′(F∞)

Þ�ß7ö�ê�ë[Û1æ[â¤æ�ä�ê�Û1â9æ[â¤æ4ë1é¤â¤ß�ðûã#ê�ø ñK�4ó¢ôfòoõÜ�Ý�áRÜ
‖Gt‖2

∞ ≤ 4

σ4
‖AA′′‖∞

∫

R

G2
t

p∞
+

(

1 ∧
∫

R

(

Gt
p∞

)′2
p∞

)

.

ÚmÛ1ß#âcã�Ü�Þ¢Û[þ9Ü�Ý[Þ�ß�ö�ê�ë[Û1æ�Þ¢Û ñK�4ó¢ô��oõ áRÛ1æ³ë1ß�Þ¢Û[þ ��ê�ë[Û[þ � ß�Þ¢Û1â¤ýuë�áRì¢Þ¢Ü�÷oä<ê�Û1â^æ[â¤æ4ë1é¤â¤ß�Ü�Ý�áRÜ�ðiê�ã η > 0
ä

1

2

d

dt

∫

R

G2
t

p∞
≤ (ε− σ2

2
)

∫

R

(

Gt
p∞

)′2
p∞ +

‖AA′′‖∞‖A′′‖2
∞

4εσ4

(∫

R

G2
t

p∞

)2

+ η

(

1 ∧
∫

R

(

Gt
p∞

)′2
p∞

)2

+
‖A′′‖4

∞
1024ε2η

(∫

R

G2
t

p∞

)2

≤ (ε+ η − σ2

2
)

∫

R

(

Gt
p∞

)′2
p∞ +

(‖AA′′‖∞‖A′′‖2
∞

4εσ4
+

‖A′′‖4
∞

1024ε2η

)(∫

R

G2
t

p∞

)2

.

� Û1â�âfá�ß�Þ¢ì¢÷çé¤ê�Û1écì¢ë1æ[â¤ß�å�Þ¢Ü�Ý ñK�4ó��oõ áRÛ1æE�Xâcø9ø|á �4ó ��ö;âcì�ê�å ó
� >C( ��q�6 �Ut�� • �   �ex�����x��j�n|/yC� �/w@|~�%�D��z�z   � znyDx*� �n� ��zny1�Cx����!w
x��/w
x�� znyDx ��zn�;{�� ��xe�1{£�j��x`�/w�x���j�gx�� ����zn�;y1��|/y ñK�4ó¢ô��oõ ���

(ε− σ2

2
)

∫

R

(

Gt
p∞

)′2
p∞ +

‖A′′‖2
∞

16ε

∫

R

G2
t

p∞

ô �



�@��|~yC� ‖Gt‖∞ ≤ 1 � �   �/w
x���zny����I�nym�
c
|/y �/w�x �Pzn|/y1���n��� |~yUx������n{�|���� ñK�4ó��oõ ���7�E��� �n{/{Gx�� �/w;�ny

σ4

‖A′′‖2
∞
� znyDx���z��C{£� �@x����
��xBx����
znyUx�ym��|��n{���znyg¢7x����@x�yD��xBz   ∫ G2

t

p∞

�Iz
0
x�¢7x�y   zn��{£�n���@x ¢��n{}�gx���z  

∫ G2
0

p∞ �
� y ���n��x

A(x) = 1
2(x2 − x) � znyDx w;�n� ‖A′′‖∞ = 1

�ny1�

c ≥
∫

R

x2p∞ −
(
∫

R

xp∞

)2

=

∫ +∞

0

x2

2σ2 cosh2( x
2σ2 )

> 4σ4

∫ +∞

0
y2e−2y = σ4 =

σ4

‖A′′‖2∞
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� q7.m)�.m$'-~+'-/.10 �Yt�r � �,y1�@x�� �/w�x��n�����;���D��|�zny��"z   u9w
x�z���x�� � � ��� � �/w
x��@x�yg��|����

p̃n∞(y) =
n!1{y1≤y2≤...≤yn}

Zn
e−

2
σ2

Pn
i=1 an(i)yi

zny Mn
|¡��������w��/w;���   z��

f : R
n → R

��x��n�;{��n�¦x�y1zn���7w �
∫

Mn

(

f(y) −
∫

Mn

f(y)p̃n∞(y)dy

)2

p̃n∞(y)dy ≤ σ2

λn

∫

Mn

P |∇f(y)|2p̃n∞(y)dy ñK�4ó¢ô � õ
�!w
x���x��/w
x ��x�����x�y1��x

(λn)n
|~�"��zn�;y1�@x��   ��zn� ��x�{£zn� ��� α2

123σ2 �

� q7.Y.�� . � o"p >@.1q�>;( �Ut�r �8t �XâcÜ�ë1ßK
1ã#ß�Ü�é�Ý1â¤é8��Ü�Ý1â�ðûê�ì¢ì�ê�å�Þ¢Û[þ]��ã#â¤âcÛ�ðiê�ã�øsë[ìµá0��ðûê�ã
f : R

n → R
áRÛ1æ

u : R
n → R

n ã#âcþ�ë[ìµáRã-âcÛ1ê�ë[þ�ÝXä
∫

Mn

f∇ · Pu(y)dy = −
∫

Mn

P∇f · Pu(y)dy. ñK�4ó¢ô �oõ
�XâcÜ

1 ∈ R
n æ[âcÛ1ê�Ü#â^Ü�Ý1âsèoâ¤écÜ#ê�ã�å�Þ¢Ü�Ý¥áRì¢ì8é¤êuê�ã#æ4Þ¢Û�áRÜ#â¤ß�â¤ýeë�áRì8Ü#ê 1 ó � ê�ã ϕ : R → R

áRÛ1æ
v : R

n → R
n äê�Û1â7Ý�á�ß

∫

R

ϕ(
√
nz)

∫

Mn

∇ · Pv
(

y +
z1√
n

)

dydz =

∫

Rn

ϕ(x1 + . . . + xn − nx̄)∇ · Pv(x)dx

= −
∫

Rn

ϕ′(x1 + . . .+ xn − nx̄)1 · Pv(x)dx = 0.

� Ý1â�ðûë[Û1écÜ�Þ�ê�Û ϕ ö;âcÞ¢Û[þ áRã�ö[Þ¢Ü�ã�áRã�÷oä
ê�Û1âçæ[â¤æ4ë1é¤â¤ß9Ü�Ý�áRÜ ∫Mn
∇ · Pv(y)dy = 0 ó ü Þ¢Û1é¤â ∇ · P (fu) =

∇f · Pu+ f∇ · Pu = P∇f · Pu+ f∇ · Pu ä ñK�4ó¢ô �oõ ðûê�ì¢ì�ê�å�ß�ðiê�ã�Ü�Ý1â^é#Ý1ê�Þ�é¤â v = fu ó	�÷çå
âfá���ë[Û[Þ�ýeë1âcÛ1â¤ß�ß�ðûê�ã ñK�4ó¢ô �oõ ä;å�Ý1âcÛ (Y 1,n
0 , . . . , Y n,n

0 )
Ý�á�ß�á|ß#÷uø9ø�âcÜ�ã�Þ�é�æ[âcÛ1ß�Þ¢Üm÷

pn0
å�Þ¢Ü�Ý ã#â¤ß�à�â¤écÜ

Ü#ê�Ü�Ý1â��Xâcö�â¤ß�þ�ë1â�ø�âfá�ß�ë[ã#â-ê�Û Mn
äeÜ�Ý1â�à�áRã�Ü�Þ�écì�â¤ß

Y i,n ä i ∈ {1, . . . , n} áRã#â�âyï[é#Ý�áRÛ[þoâfáRö[ì�â�áRÛ1æ9ðiê�ã�âfá�é�Ý
t ≥ 0

ä
(Y 1,n
t , . . . , Y n,n

t )
Ý�á�ß-á�ß�÷uø9ø�âcÜ�ã�Þ�é�æ[âcÛ1ß�Þ¢Ü�÷

pnt ó 	�÷�é¤ê�ø9à�ê�ß�Þ¢Ü�Þ�ê�Û�å�Þ¢Ü�Ý�Ü�Ý1â^à[ã#ê7��â¤écÜ�Þ�ê�Û P̄ ä�ê�Û1âê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß&áRÛ9âyïDÜ#âcÛ1ß#Þ�ê�Û�êRð
pnt
ê�Û

R
n Ü�Ý�áRÜ�å�â
ß�Ü�Þ¢ì¢ìDæ[âcÛ1ê�Ü#â�öu÷ pnt ó*ü Þ¢Û1é¤â ∑n

i=1 an(i) = n(A(1)−A(0)) =
0
ä[ß#âcÜ�Ü�Þ¢Û[þ

b(y) =
∑

τ∈Sn

1{yτ(1)≤yτ(2)≤...≤yτ(n)}











an(τ
−1(1))

an(τ
−1(2))óóó

an(τ
−1(n))











,

ê�Û1â
Ý�á�ß
Pb = b

áRÛ1æ�Ü�Ý1â�Þ¢Û

1Û[Þ¢Ü#â¤ß�Þ¢ø|áRì�þoâcÛ1âcã�áRÜ#ê�ã
á�ß#ß#êDécÞµáRÜ#â¤æ�å�Þ¢Ü�Ý ñK�4ó¢ô �oõ Þ�ß Lψ = σ2

2 ∇·(P∇ψ)−Pb ·
∇ψ ó�H ê�ø9à[ë[Ü�Þ¢Û[þ dψ(Y 1,n

t , . . . , Y n,n
t )

öe÷�Ú�Ü�� � ß�ðûê�ã�ø�ë[ìµá�áRÛ1æ�Ü�á��uÞ¢Û[þ©âyïDà�â¤écÜ�áRÜ�Þ�ê�Û1ß�Ü�Ý1âcÛ³ë1ß�Þ¢Û[þ ñK�4ó¢ô �oõ äê�Û1â�ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß
∫

Mn

ψ∂tp
n
t dy =

∫

Mn

Lψpnt dy =

∫

Mn

ψ∇ · P
(

σ2

2
∇pnt + bpnt

)

dy.

ú�âcÛ1é¤â^Ü�Ý1â2æ[âcÛ1ß�Þ¢Ü�Þ�â¤ß7ß#ê�ì¢èoâ�Ü�Ý1â � êR� �oâcã�	e�&ìµáRÛ1éB�¥â¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û ∂tpnt = ∇ · P
(

σ2

2 ∇pnt + bpnt

) ó � êfå ë1ß�Þ¢Û[þ

ô �



ñK�4ó¢ô �oõ áRÛ1æ b = −σ2∇pn
∞

2pn∞

ä[ê�Û1â^æ[â¤æ4ë1é¤â¤ß

∂t

∫

Mn

(

pnt
pn∞

− 1

)2

pn∞dy = 2

∫

Mn

pnt
pn∞

∇ · P
(

σ2

2
∇pnt + bpnt

)

dy

= −σ2

∫

Mn

P∇ pnt
pn∞

· P ∇pnt +
2bpn

t

σ2

pn∞
pn∞dy

= −σ2

∫

Mn

∣

∣

∣

∣

P∇ pnt
pn∞

∣

∣

∣

∣

2

pn∞dy. ñK�4ó���òoõ
	�÷©ß#÷uø9ø�âcÜ�ã�÷çêRð*Ü�Ý1â�ðKë[Û1écÜ�Þ�ê�Û pn

t

pn
∞

áRÛ1æ ñK�4ó¢ô � õ ä

σ2

∫

Mn

∣

∣

∣

∣

P∇ pnt
pn∞

∣

∣

∣

∣

2

pn∞dy = σ2

∫

Mn

∣

∣

∣

∣

P∇ pnt
pn∞

∣

∣

∣

∣

2

p̃n∞dy

≥ λn

∫

Mn

(

pnt
pn∞

− 1

)2

p̃n∞dy = λn

∫

Mn

(

pnt
pn∞

− 1

)2

pn∞dy

áRÛ1æ�Ü�Ý1â^é¤ê�Û1écì¢ë1ß#Þ�ê�Ûçðûê�ì¢ì�ê�å�ß ó
� ê�Ü�Þ�é¤âsÜ�Ý�áRÜ7Ü�Ý1â�é¤ê�ø9à[ë[Ü�áRÜ�Þ�ê�ÛkÞ¢Û ñK�4ó���òoõ Þ�ß-ðûê�ã�ø|áRì�áRÛ1æ éfáRÛ ê�Û[ì¢÷³ö;â��)ë1ß�Ü�Þ�
�â¤æ¥å�Ý1âcÛ pnt Þ�ß7á�ß�ø�êDê�Ü�Ýß#ê�ì¢ë[Ü�Þ�ê�Û�êRð�Ü�Ý1â � êR� �oâcã�	e�&ìµáRÛ1éB��â¤ýeë�áRÜ�Þ�ê�Û ó
� >C( ��q�6 �Ut�r � �9x����C�¦�@x�y1z��ex����

Y
(1),n
t ≤ . . . ≤ Y

(n),n
t

�/w
x |~y1����x��n��|/yC� ��x�z����@x���|/yC� z   �/w
x ����y1�jzn�
¢�����|��@��{Gx��

(Y 1,n
t , . . . , Y n,n

t ) � ������zn���n|/yC���Iz������ � �/w
x���x�zn���@x���x��]���7���ex�� |~� �=�n| �P�@��|�z�y¦�1��z���x����"y1zn��� �n{/{��
��x���x����ex��%���!�/w
x���zn�;y1�j�n��� z   �/w
x���{£z7��x�� ��znym¢7x�����x�� {y ∈ Mn : y1 ≤ y2 ≤ . . . ≤ yn} �P¥ zn��x��1��x���|~��x�{�� �










dY
(i),n
t = σdβit − an(i)dt + (γit − γi+1

t )d|K|t
(
∫ t
0 (γis − γi+1

s )d|K|s, 1 ≤ i ≤ n)t≥0
|¡�"�]��znym��|/yg��zn�@� �D��z���x�������|/�/w 
�yg|��ex�¢7�n��|�����|�zny*x������n{,�Iz |K|t

γ1 ≡ γn+1 ≡ 0
�nyD�

d|K|t
� � x � ,∀2 ≤ i ≤ n, γit ≥ 0

�ny1�
γit(Y

(i),n
t − Y

(i−1),n
t ) = 0

ñK�4ó��4ô�õ�!w
x���x
(β1, . . . , βn)

|¡�"���P��zn��yg|��ny � z���|�z�y�������w��/w;��� <βi,βj>t

t = 1{i=j} − σ2

n ��   �/w
x5|/yg|���|��n{���znyD�n|/��|�zny
(Y

(1),n
0 ≤ . . . ≤ Y

(n),n
0 )

�j����|��/�5� �@x�y���|/���
p̃n0

��|/�/w ��x��e��x����¤�Iz��/w�x"�9x'��x�������x
�=x��7���C��xEzny Mn � �/w
x�y �/w
x]{£�n� z  

(Y
(1),n
t , . . . , Y

(n),n
t )

|¡�=�/w
x%|/� ���@xEz   �/w
x=���n�5�=x�����|��]{£�n� z   �/w�x
��zn{��
��|�zny

(Y 1,n
t , . . . , Y n,n

t )
�Iz ñK�4ó¢ô �oõ ���I�n����|~y;�   ��zn� (Y 1,n

0 , . . . , Y n,n
0 )

��|/�/w �@x�yg��|����
pn0

zC���I�n|/yDx�� ���
���7�5�=x�����| 
'����|�zny z  

p̃n0 � u9w
x���x   zn��x (Y
(1),n
t , . . . , Y

(n),n
t )

w;�n���/w
x5�@x�yg��|����
p̃nt (y) = n!pnt (y)1{y1≤...≤yn}�nyD� ñK�4ó¢ô ��õ w;zn{£�7� ��|/�/w pn ��xe�1{£�j��x�� ��� p̃n �

ÚmÛOê�ã#æ[âcã2Ü#ê³à[ã#ê�èoâ]��ã#ê�à;ê�ß�Þ¢Ü�Þ�ê�Û �4ó¢ôc� ä�å
â�Ü�á��oâ�á�æ4è�áRÛuÜ�áRþoâ�êRð�Ü�Ý1â©ß�à�â¤écÞ�
�é9ðiê�ã�ø êRð�Ü�Ý1â|æ[âcÛ1ß�Þ¢Üm÷ p̃n∞ óL âcø|áRãG�uÞ¢Û[þ�Ü�Ý�áRÜ p̃n∞ Þ�ß�Ü�Ý1â�æ[âcÛ1ß�Þ¢Ü�÷¥êRð�Ü�Ý1â2Þ¢ø|áRþoâ2êRð
á�èoâ¤écÜ#ê�ã�êRð�Þ¢Û1æ[âcà�âcÛ1æ[âcÛeÜ^âyï4à;ê�Û1âcÛuÜ�ÞµáRì&ã�áRÛ1æ[ê�øè�áRã�ÞµáRö[ì�â¤ß�öe÷³á2ì¢Þ¢Û1âfáRã�Ü�ã�áRÛ1ß�ðûê�ã�ø|áRÜ�Þ�ê�ÛXä<ê�Û1â�
1ã#ß�Ü�ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß�Ü�Ý1â�ðûê�ì¢ì�ê�å�Þ¢Û[þ|ã#â¤ß�ë[ì¢Ü ó
� >C(B( � �Ut�r � u9w
x �Pz�|~y1���n� ��|~yUx������n{�|���� ñK�4ó¢ô � õ w;zn{£�7����|��/w=�/w
x���z�y����I�ny1� λn �n��x����ex�� �/w;�ny α2

4σ2

�5�C{���|��
�1{}|Ix�� �����/w�xK�/w
x���� �n{/{£x����Yx�|��Cx�yg¢��n{}�gx

λ̃n
z   �/w
x

(n−1)×(n−1)
� ������| �

Qn �@x 
�yUx�� ��� ∀1 ≤ i, j ≤ n−1 �

ô �



Qnij = bn(i)L
n
ijbn(j)

�!w
x���x

bn(i) =
i(n− i)

n

�nyD�
Ln =























2 −1 0 . . . . . . . . . 0
−1 2 −1 0 . . . . . . 0
0 −1 2 −1 0 . . . 0
��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
0 . . . 0 −1 2 −1 0
0 . . . . . . 0 −1 2 −1
0 . . . . . . . . . 0 −1 2























.

� Ý1â�ìµá�ß�Ü7ß�Ü�áRÜ#âcø�âcÛeÜ7Þ¢Û �&ã#ê�à;ê�ß#Þ¢Ü�Þ�ê�Û �4ó¢ôc� Ü�Ý1âcÛ�ðûê�ì¢ì�ê�å�ß�ðKã#ê�ø Ü�Ý1â�Û1âyï4Ü�ì�âcø9ø|á©å�Ý[Þ�é�Ý¥Þ�ß7ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1â¤æ¥öe÷Þ¢ÛuÜ#âcã�à[ã#âcÜ�Þ¢Û[þ
Qn
á�ßNáK
1Û[Þ¢Ü#â�âcì�âcø�âcÛeÜ�ã�Þ¢þ�Þ�æ4Þ¢Ü�÷7ø|áRÜ�ã�Þqïsá�ß#ß#êDécÞµáRÜ#â¤æ�å�Þ¢Ü�Ý^Ü�Ý1â�ê�à�âcã�áRÜ#ê�ã −x(1−x)∂xx(x(1−

x).)
á�écÜ�Þ¢Û[þçê�Û�ðûë[Û1écÜ�Þ�ê�Û1ß�ê�Û

(0, 1) ó � Ý1â�ú7áRã#æ4÷³Þ¢Û1â¤ýuë�áRì¢Þ¢Ü�÷�ß#Ü�áRÜ#â¤æ�Þ¢Û �Xâcø9ø|á �4ó¢ô � ä�âcÛ1ß�ë[ã#â¤ß�Ü�Ý�áRÜ7Þ¢ÜÞ�ß�âcÛ1ê�ë[þ�Ý Ü#ê�ö�ê�ë[Û1æ�Ü�Ý1â2ß�ø|áRì¢ì�â¤ß�Ü7âcÞ¢þoâcÛeè�áRì¢ë1â9êRð�Ü�Ý1â�é¤ê�ã�ã#â¤ß#à;ê�Û1æ4Þ¢Û[þ�ø|á�ß#ß-ø|áRÜ�ã�Þqï³ðûã#ê�ø ö�âcì�êfå ó¤� Ý1âã#â¤ß#ê�ã�Ü7Ü#ê�Ü�Ý[Þ�ß�ê�Û1â�	�æ4Þ¢ø�âcÛ1ß�Þ�ê�Û�áRìc�8ê�Þ¢Û1éfáRã���	 ì¢Þ �oâ|Þ¢Û1â¤ýeë�áRì¢Þ¢Üm÷¥Þ¢Û ê�ã#æ[âcã�Ü#êçâ¤ß�Ü�Þ¢ø|áRÜ#â�Ü�Ý1â�é¤ê�Û1ß�Ü�áRÛuÜ^Þ¢Û Ü�Ý1â
n
	�æ4Þ¢ø�âcÛ1ß�Þ�ê�Û�áRì9��ê�Þ¢Û1éfáRã��^Þ¢Û1â¤ýuë�áRì¢Þ¢Ü�÷ ñK�4ó¢ô � õ Þ�ß�ß�Ü�ã�Þ �DÞ¢Û[þ ó

� >C(B( � �Ut�r � u9w
x���x����gx�y1��x
(λ̃n)n

|~� ��z��Cy1�Cx��   ��zn� ��x�{£zn� ���
1/(16 × 27) �

� q7.Y.��K.�� � >C(B( � �Yt�r �8t �XâcÜ
f
ö�â7ß�ë1é#Ý�Ü�Ý�áRÜ ∫

Mn
f(y)p̃n∞(y)dy = 0 ó�ü Þ¢Û1é¤â�Ü�Ý1â-ì�âyðûÜ�	 Ý�áRÛ1æ;	�ß�Þ�æ[â7Þ¢ÛÜ�Ý1â¤�8ê�Þ¢Û1éfáRã��7Þ¢Û1â¤ýuë�áRì¢Þ¢Ü�÷ ñK�4ó¢ô � õ ê�Û[ì¢÷�æ[âcà;âcÛ1æ[ß�ê�Û�Ü�Ý1â-ã#â¤ß�Ü�ã�Þ�écÜ�Þ�ê�ÛçêRð f Ü#ê Mn

äDê�Û1â�ø|áf÷©á�ß#ß�ë[ø�â-Ü�Ý�áRÜ
∀x ∈ R

n, f(x) = f(P̄ x)
ä<å�Ý[Þ�é#Ý âcÛ1ß�ë[ã#â¤ß-Ü�Ý�áRÜ-ðûê�ã

(x1, . . . , xn) ∈ R
n ß�ë1é�Ý�Ü�Ý�áRÜ x1 + . . . + xn = 0

ä
f(x̄+x1, . . . , x̄+xn) = f(x1, . . . , xn)

áRÛ1æ
P∇f(x̄+x1, . . . , x̄+xn) = ∇f(x1, . . . , xn) ó�� Ý1âcã#âyðiê�ã#âÜ�Ý1â���ê�Þ¢Û1éfáRã��sÞ¢Û1â¤ýuë�áRì¢Þ¢Ü�÷ ñK�4ó¢ô � õ Þ�ß�â¤ýeë[Þ¢è�áRì�âcÛeÜ-Ü#ê I(f) ≤ σ2

λn
I(|∇f |) å�Ý1âcã#â

I(g) =

∫

Rn−1

g2p̃n∞(−(x2 + . . .+ xn), x
n
2 )dxn2

å�Þ¢Ü�Ý
xn2 = (x2, . . . , xn).

� ê©Þ¢ÛuÜ#âcþ�ã�áRÜ#â9Ü�Ý1â�é¤êuê�ã#æ4Þ¢Û�áRÜ#â¤ßsêfèoâcã�Þ¢Û1æ[âcà�âcÛ1æ[âcÛeÜsæ[ê�ø|áRÞ¢Û1ßfä�å�â�ø|á��oâ2Ü�Ý1â9é#Ý�áRÛ[þoâ9êRð
è�áRã�ÞµáRö[ì�â¤ß zn2 =
Mxn2

å�Ý1âcã#â

M =



















2 1 1 . . . . . . 1
−1 1 0 . . . . . . 0
0 −1 1 0 . . . 0óóó óóó óóó óóó óóó óóó
0 . . . 0 −1 1 0
0 . . . . . . 0 −1 1



















.

� Û1â�âfá�ß�Þ¢ì¢÷ é#Ý1â¤éB�Dß�Ü�Ý�áRÜ©ðûê�ã
2 ≤ i ≤ n

ä
z2 + . . . + zi = x2 + . . . + xn + xi

áRÛ1æ æ[â¤æ4ë1é¤â�Ü�Ý�áRÜ
(n− 1)z2 + (n− 2)z3 + . . .+ 2zn−1 + zn = n(x2 + . . .+ xn) ó�� Ý1âcã#âyðiê�ã#â

M−1 =
1

n



















1 2 − n 3 − n 4 − n . . . −1
1 2 3 − n 4 − n . . . −1
1 2 3 4 − n . . . −1óóó óóó óóó óóó óóó óóó
1 2 3 . . . n− 2 −1
1 2 3 . . . . . . n− 1



















áRÛ1æçæ[âcÛ1ê�Ü�Þ¢Û[þ
N =

(

1−n
n

2−n
n . . . − 2

n − 1
n

M−1

)

,

��ò



ê�Û1â7Ý�á�ß
I(f) =

∫

(R+)n−1

f2(Nzn2 )e−
2

σ2

Pn
i=2 βn(i)zi

dzn2
|M |

å�Þ¢Ü�Ý
βn(i) = 1

n ((i− 1)(an(i) + . . .+ an(n)) − (n+ 1 − i)(an(1) + . . .+ an(i− 1)))
à�ê�ß�Þ¢Ü�Þ¢èoâ³öu÷

α
	�é¤ê�Ûeèoâyï4Þ¢Ü�÷|êRð

A ó ú�âcã#â |M | æ[âcÛ1ê�Ü#â¤ß�Ü�Ý1â-æ[âcÜ#âcã�ø9Þ¢Û�áRÛeÜ
êRð�Ü�Ý1â�ø|áRÜ�ã�Þqï M �
Þ¢Ü�Þ�ß
â¤ýeë�áRì�Ü#ê

n
öe÷|áRÛ|âfá�ß#÷

é¤ê�ø9à[ë[Ü�áRÜ�Þ�ê�Û ó5� âcÛ1ß�ê�ã�Þ 	¤Þ¢Û[þ³Ü�Ý1â¦�8ê�Þ¢Û1éfáRã��|Þ¢Û1â¤ýeë�áRì¢Þ¢Üm÷¥ß5áRÜ�Þ�ß�
�â¤æ öe÷�Ü�Ý1â9ê�Û1â�	�æ4Þ¢ø�âcÛ1ß�Þ�ê�Û�áRì
âyï4à;ê�Û1âcÛuÜ�ÞµáRìæ[âcÛ1ß�Þ¢Üm÷p� ô ��ä[ê�Û1â^ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß

I(f) ≤
∫

(R+)n−1

n
∑

j=2

σ4

β2
n(j)

(

n
∑

k=1

Nkj−1∂kf(Nzn2 )

)2

e−
2

σ2

Pn
i=2 βn(i)zi

dzn2
|M |

= σ4

∫

Rn−1

n
∑

k,l=1





n
∑

j=2

1

β2
n(j)

Nkj−1Nlj−1



 ∂kf∂lfp̃
n
∞(−(x2 + . . .+ xn), x

n
2 )dxn2 .

	�÷|ë[Û[Þqðiê�ã�ø"é¤ê�ÛuèoâyïDÞ¢Üm÷³êRð
A
ä�á�é¤é¤ê�ã#æ4Þ¢Û[þ�Ü#ê L âcø|áRãG� ô�ó�� ä

∀i ∈ {1, . . . , n− 1}, ∀j ∈ {1, . . . , n− i}, an(i+ j) − an(i) ≥ α
j

n
.

� Ý1âcã#âyðiê�ã#â�ä4ðiê�ã i ∈ {2, . . . , n} ä

βn(i) ≥
α

n2



(i− 1)
n
∑

j=i

j − (n+ 1 − i)
i−1
∑

j=1

j



 =
α

n2



(i− 1)
n
∑

j=1

j − n
i−1
∑

j=1

j





=
α

n2

(

(i− 1)
n(n+ 1)

2
− n

(i− 1)i

2

)

= α
(i− 1)(n− (i− 1))

2n
=
α

2
bn(i− 1).

� Ý1âcã#âyðiê�ã#â

I(f) ≤ 4σ4

α2

∫

Rn−1

n
∑

k,l=1





n−1
∑

j=1

1

b2n(j)
NkjNlj



 ∂kf∂lfp̃
n
∞(−(x2 + . . .+ xn), x

n
2 )dxn2

≤ 4σ2

α2λ̃n
I(|∇f |)

å�Ý1âcã#â
λ̃n
æ[âcÛ1ê�Ü#â¤ß�Ü�Ý1â
Þ¢Ûeèoâcã#ß#â
êRð1Ü�Ý1â
ìµáRã�þoâ¤ß�Ü&âcÞ¢þoâcÛeè�áRì¢ë1â
êRð1Ü�Ý1â
ß�÷Dø9ø�âcÜ�ã�Þ�é�Û1ê�Û
	 Û1âcþeáRÜ�Þ¢èoâ
ø|áRÜ�ã�Þqï

N̄N̄∗æ[â�
1Û1â¤æ öu÷
N̄ij =

Nij

bn(j) ó � ê³à[ã#êfèoâ=��ã#ê�à;ê�ß�Þ¢Ü�Þ�ê�Û �4ó¢ôc� å�Þ¢Ü�ÝOá�à�ê�ß#ß�Þ¢ö[ì¢÷�ø�êuæ4Þ�
�â¤æ ì�ê�å
âcã2ö;ê�ë[Û1æ�äNÞ¢Ü�Þ�ßâcÛ1ê�ë[þ�Ý2Ü#ê-é�Ý1â¤é8��Ü�Ý�áRÜ�Ü�Ý1â
ìµáRã�þoâ¤ß�Ü*âcÞ¢þoâcÛeè�áRì¢ë1â
Þ�ßNö�ê�ë[Û1æ[â¤æsðKã#ê�ø.áRö;ê�èoâ�ë[Û[Þqðûê�ã�ø9ì¢÷^Þ¢Û
n ó,� Û4ðiê�ã�Ü�ë[Û�áRÜ#âcì¢÷oäÜ�Ý1â7Ü�ã�á�é¤â^êRð�Ü�Ý1â�ø|áRÜ�ã�ÞqïçéfáRÛ³ö;â�ö�ê�ë[Û1æ[â¤æ�ðûã#ê�ø ö;âcì�ê�å öe÷çá2à;ê�ß#Þ¢Ü�Þ¢èoâ^é¤ê�Û1ß�Ü�áRÛeÜ�øsë[ì¢Ü�Þ¢à[ì¢Þ�â¤æ³öu÷

log(n) ó
� Ý1âcã#âyðiê�ã#â^ê�Û1â�Ý�á�ß�Ü#ê�ö�â7ø�ê�ã#â�à[ã#â¤écÞ�ß#â ó�XâcÜ

w
ö;â^áRÛ³âcÞ¢þoâcÛuèoâ¤écÜ#ê�ã7á�ß#ß�êuécÞµáRÜ#â¤æ�å�Þ¢Ü�ÝçÜ�Ý1â�ìµáRã�þoâ¤ß#Ü�âcÞ¢þoâcÛeè�áRì¢ë1â �

N̄N̄∗w = 1
λ̃n
w ó � ð&é¤ê�ë[ã#ß#â N̄∗wÞ�ß�Û1ê�Û
	 	fâcã#ê2áRÛ1æ|øsë[ì¢Ü�Þ¢à[ì¢÷DÞ¢Û[þ2Ü�Ý1â�à[ã#âcèuÞ�ê�ë1ß�â¤ýuë�áRì¢Þ¢Ü�÷9öe÷

N̄∗ äeê�Û1â-ê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß�Ü�Ý�áRÜ N̄∗w
Þ�ß
áRÛ©âcÞ¢þoâcÛeèoâ¤écÜ#ê�ã

êRð
N̄∗N̄

á�ß#ß�êuécÞµáRÜ#â¤æ å�Þ¢Ü�ÝOÜ�Ý1â|âcÞ¢þoâcÛuè�áRì¢ë1â 1
λ̃n
ó 	
÷ ß�÷Dø9ø�âcÜ�ã�÷oä 1

λ̃n

Þ�ß�áRì�ß#ê�Ü�Ý1â�ìµáRã�þoâ¤ß�Ü2âcÞ¢þoâcÛeè�áRì¢ë1â©êRð
N̄∗N̄ ó �kâ�áRã#â©þoê�Þ¢Û[þ Ü#ê�é�Ý1â¤é8��Ü�Ý�áRÜ�Ü�Ý1â�ìµáRÜ�Ü#âcã2ø|áRÜ�ã�ÞqïOÞ�ß2Þ¢Ûeèoâcã�Ü�Þ¢ö[ì�â�å�Þ¢Ü�Ý�Þ¢Ûeèoâcã#ß�â�â¤ýuë�áRì
Ü#ê Qn Þ¢Ûê�ã#æ[âcã�Ü#ê©é¤ê�Û1écì¢ë1æ[â2Ü�Ý1â�à[ã#êuêRð ó 	
â¤éfáRë1ß#â2êRð�Ü�Ý1â2æ[â�
1Û[Þ¢Ü�Þ�ê�Û êRð N̄ ä;Þ¢Ü�Þ�ß7âcÛ1ê�ë[þ�Ý¥Ü#ê©é�Ý1â¤é8��Ü�Ý�áRÜ N∗N

Þ�ß
Þ¢Ûuèoâcã�Ü�Þ¢ö[ì�â^å�Þ¢Ü�Ý³Þ¢Ûuèoâcã#ß#â^â¤ýuë�áRìXÜ#ê

Ln ó	�÷�é¤ê�Û1ß�Ü�ã�ë1écÜ�Þ�ê�Û³êRðNÜ�Ý1â-ø|áRÜ�ã�Þqï
N
äoðiê�ã�Ü�Ý1â-â¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û

Nzn2 = x
å�Ý1âcã#â

x ∈ R
n Ü#ê2Ý�á¤èoâ�ásß�ê�ì¢ë[Ü�Þ�ê�Û zn2 äÞ¢Ü�Þ�ß�Û1â¤é¤â¤ß�ß�áRã�÷�áRÛ1æ�ß�ë
�|écÞ�âcÛeÜ-Ü�Ý�áRÜ

x1 = −(x2 + . . .+ xn)
áRÛ1æçÜ�Ý1âcÛ

zn2 = Mxn2 ó
� êfå�ðiê�ã!
[ï4â¤æ y ∈ R

n−1 ä�ì�âcÜ�ë1ß!
1Û1æ xn2 ∈ R
n−1 ß�ë1é�Ý�Ü�Ý�áRÜ N∗x = y

å�Ý1âcã#â
x = −(x2 + . . .+xn, x

n
2 ) ó

�4ô



	 âcÛ1ê�Ü�Þ¢Û[þ�öu÷ J ∈ R
(n−1)×(n−1) Ü�Ý1â^ø|áRÜ�ã�Þqï�å�Þ¢Ü�Ý¥áRì¢ìXâcÛeÜ�ã�Þ�â¤ß�â¤ýeë�áRì�Ü#ê 1

ä4Ü�Ý1â^â¤ýuë�áRÜ�Þ�ê�Û³å�ã�Þ¢Ü#â¤ß










(M−1)∗ −











N11

N12óóó
N1n−1











J











xn2 = y.

� Û1â�âfá�ß�Þ¢ì¢÷çé�Ý1â¤é8�4ß�Ü�Ý�áRÜ�Ü�Ý1â
(n− 1) × (n− 1)

ø|áRÜ�ã�ÞqïçÞ¢Û³Ü�Ý1â7ì�âyðûÜ�	 Ý�áRÛ1æ;	�ß�Þ�æ[â^Þ�ß�â¤ýuë�áRì�Ü#ê


















1 1 1 . . . 1
0 1 1 . . . 1
0 0 1 . . . 1óóó óóó óóó óóó óóó
0 . . . 0 1 1
0 . . . 0 0 1



















å�Þ¢Ü�Ý³Þ¢Ûuèoâcã#ß#â
R =



















1 −1 0 0 . . . 0
0 1 −1 0 . . . 0óóó óóó óóó óóó óóó óóó
0 . . . 0 1 −1 0
0 . . . 0 0 1 −1
0 . . . 0 0 0 1



















.

H ê�ø�ö[Þ¢Û[Þ¢Û[þ xn2 = Ry
å�Þ¢Ü�ÝùÜ�Ý1âçß#ê�ì¢ë[Ü�Þ�ê�Û êRð-Ü�Ý1â�à[ã#âcèDÞ�ê�ë1ß9à[ã#ê�ö[ì�âcø³ä
ê�Û1âçê�ö[Ü�áRÞ¢Û1ß9Ü�Ý�áRÜ9Ü�Ý1â�ë[Û[Þ�ýeë1â

ß#ê�ì¢ë[Ü�Þ�ê�Û¥êRð&Ü�Ý1â^â¤ýeë�áRÜ�Þ�ê�Û
N∗Nzn2 = y

Þ�ß
zn2 = MRy ó � Û1âsé¤ê�Û1écì¢ë1æ[â¤ß-öe÷³é�Ý1â¤é8�DÞ¢Û[þ©Ü�Ý�áRÜ-Ü�Ý1â�ø|áRÜ�ã�Þqï

MR
Þ�ß�â¤ýeë�áRìXÜ#ê

Ln ó
� q7.Y.��P. � � >;(B( � �Ut�r �Yt � Ý1â7ðKë[Û1écÜ�Þ�ê�Û1ß

ui(x) =















0
Þqð
x ∈ (0, 1) \ [ i−1

n , i+1
n ]

i(n−i)(x− i−1
n

)√
nx(1−x)

Þqð
x ∈ [ i−1

n , in ]

i(n−i)( i+1
n

−x)√
nx(1−x)

Þqð
x ∈ [ in ,

i+1
n ]

, i ∈ {1, . . . , n− 1}

áRã#â�ß�ë1é�Ý³Ü�Ý�áRÜ
∀i, j ∈ {1, . . . , n− 1}, Qn

ij =

∫ 1

0
(x(1 − x)ui(x))

′(x(1 − x)uj(x))
′dx.

	�÷�Ü�Ý1â�ú7áRã#æ4÷�Þ¢Û1â¤ýuë�áRì¢Þ¢Ü�÷ ß�Ü�áRÜ#â¤æùÞ¢Û �Nâcø9ø|á �4ó¢ô � ö�âcì�êfå^ä
Ü�Ý1â�ß�ø|áRì¢ì�â¤ß�Ü�âcÞ¢þoâcÛeè�áRì¢ë1â�êRð�Ü�Ý1âçø|áRÜ�ã�Þqï
Qn
Þ�ß�þ�ã#âfáRÜ#âcã9Ü�Ý�áRÛ�Ü�Ý1â�ß�ø|áRì¢ì�â¤ß�Ü9âcÞ¢þoâcÛuè�áRì¢ë1âçêRð�Ü�Ý1â

(n − 1) × (n − 1)
Ü�ã�Þ�æ4ÞµáRþoê�Û�áRì�ø|áRÜ�ã�Þqï

Rnij =
∫ 1
0 ui(x)uj(x)dx

æ4Þ¢èDÞ�æ[â¤æçöe÷
16 ó

� ê�ã i ∈ {1, . . . , n− 2} ä1ì�âcÜ rni =
∫ (i+1)/n
i/n

ui(ui − ui+1)(x)dx
áRÛ1æ

rnn−1 =

∫ 1

(n−1)/n
u2
n−1(x)dx =

(n− 1)2

n

∫ 1

(n−1)/n

1

x2
dx =

n− 1

n
.

� ß�Þ¢Û[þ9Ü�Ý1â�é#Ý�áRÛ[þoâ�êRð�è�áRã�ÞµáRö[ì�â¤ß y = 1 − x
ä1ê�Û1â�âfá�ß#Þ¢ì¢÷�é�Ý1â¤é8�4ß�Ü�Ý�áRÜ

∀i ∈ {1, . . . , n− 1}, Rnii −Rnii−1 −Rnii+1 = rni + rnn−iå�Ý1âcã#â�öu÷�é¤ê�ÛuèoâcÛeÜ�Þ�ê�Û
Rn10 = Rnn−1n = 0 ó �kâsáRã#â7þoê�Þ¢Û[þ|Ü#ê�à[ã#ê�èoâ^Ü�Ý�áRÜ

∀n ≥ 3,∀i ∈ {2, . . . , n− 3}, rni ≥ 1

27
.

áRÛ1æ�Ü�Ý�áRÜ
rn1
áRÛ1æ

rnn−2

áRã#â^Û1ê�Û
	 Û1âcþeáRÜ�Þ¢èoâ ó�� ê�ã y ∈ R
n−1 ä[ê�Û1â^æ[â¤æ4ë1é¤â¤ß�Ü�Ý�áRÜ

y∗Rny =

n−1
∑

i=1

Rniiy
2
i + 2

n−2
∑

i=1

Rnii+1yiyi+1

=

n−1
∑

i=1

(Rnii −Rnii−1 −Rnii+1)y
2
i +

n−2
∑

i=1

Rnii+1(yi + yi+1)
2 ≥ |y|2

27

�k�



áRÛ1æ�Ü�Ý1â^é¤ê�Û1écì¢ë1ß#Þ�ê�Ûçðûê�ì¢ì�ê�å�ß ó�XâcÜ�ë1ß�
1ã#ß�Ü9ß�ë[à[à�ê�ß#â�Ü�Ý�áRÜ
i ≤ bn2 c − 1

ä�å�Ý[Þ�é#Ý âcÛ1ß�ë[ã#â¤ß9Ü�Ý�áRÜ�Ü�Ý1â�ðûë[Û1écÜ�Þ�ê�Û
f(x) = x2(1 − x)2

Þ�ß
Þ¢Û1écã#âfá�ß�Þ¢Û[þ©ê�Û

[i/n, (i + 1)/n] ó �XâcÜ g(x) = ui(ui − ui+1)(x) ó � Û1â^âfá�ß#Þ¢ì¢÷�é�Ý1â¤é8�4ß�Ü�Ý�áRÜ
∫ (i+1)/n

i/n
g(x)dx =

i2(n− i)2

n4

(

1

3
− (i+ 1)(n− i− 1)

6i(n− i)

)

≥
{

0
Þqð
i = 1,

i2(n−i)2
12n4

Þqð
i ≥ 2.

ü Þ¢Û1é¤âsÜ�Ý1âcã#âsÞ�ß�ß#ê�ø�â xi ∈ [i/n, (i + 1)/n]
ß#ë1é#Ý¥Ü�Ý�áRÜ-Ü�Ý1â^ðKë[Û1écÜ�Þ�ê�Û

g(x)
Þ�ß�Û1ê�Û
	 Û1âcþeáRÜ�Þ¢èoâ�ê�Û

[i/n, xi]Ü�Ý1âcÛ�Û1ê�Û
	 à;ê�ß#Þ¢Ü�Þ¢èoâ©ê�Û
[xi, (i + 1)/n]

ä�áRÛ1æ
f
Þ�ß�à;ê�ß#Þ¢Ü�Þ¢èoâ�áRÛ1æ Þ¢Û1écã#âfá�ß�Þ¢Û[þ1ä�ê�Û1â|æ[â¤æ4ë1é¤â¤ß�Ü�Ý�áRÜsðûê�ã9áRì¢ì

x ∈ [i/n, (i+ 1)/n]
ä ∫ x

i/n
g(y)
f(y)dy ≥ 0 ó�� Ý[Þ�ß�âcÛ1ß�ë[ã#â¤ß�Ü�Ý�áRÜ

∀x ∈ [i/n, (i + 1)/n],
d

dx

(

f(x)

∫ x

i/n

g(y)

f(y)
dy

)

= f ′(x)
∫ x

i/n

g(y)

f(y)
dy + g(x) ≥ g(x).

� Ý1âcã#âyðiê�ã#â

rni =

∫ (i+1)/n

i/n

g(y)

f(y)
dy ≥ 1

f((i+ 1)/n)

∫ (i+1)/n

i/n
g(y)dy ≥

{

0
Þqð
i = 1,

i2(n−i)2
12(i+1)2(n−i−1)2 ≥ 1

27

Þqð
i ≥ 2.

�XâcÜ-ë1ß�Û1ê�å ß#ë[à[à;ê�ß#â^Ü�Ý�áRÜ
i ≥ bn+1

2 c ß#ê9Ü�Ý�áRÜ�Ü�Ý1â�ðûë[Û1écÜ�Þ�ê�Û f Þ�ß-æ[â¤écã#âfá�ß�Þ¢Û[þ�ê�Û [i/n, (i + 1)/n] ó �kâæ[â¤æ4ë1é¤â�Ü�Ý�áRÜ

rni ≥ 1

f(i/n)

∫ (i+1)/n

i/n
fu2

i (x)dx−
1

f((i+ 1)/n)

∫ (i+1)/n

i/n
fuiui+1(x)dx =

1

3
− i(n− i)

6(i+ 1)(n− i− 1)

áRÛ1æ�Ü�Ý1â�ì�âyðûÜ�	 Ý�áRÛ1æ;	�ß�Þ�æ[âsÞ�ß
þ�ã#âfáRÜ#âcã�Ü�Ý�áRÛ
1/12

ðiê�ã
i ≤ n− 3

áRÛ1æ�Û1ê�Û
	 Û1âcþeáRÜ�Þ¢èoâsðûê�ã
i = n− 2 ó�kâ�ß�Ü�Þ¢ì¢ì�Ý�áfèoâçÜ#ê æ[âfáRì�å�Þ¢Ü�Ý Ü�Ý1â�éfá�ß#â

n
êDæ[æ áRÛ1æ

i = (n − 1)/2 ó � Ý1âcÛXä f Þ�ß�Û1ê�Ü9ø�ê�Û1ê�Ü#ê�Û[Þ�é³ê�Û
[i/n, (i+ 1)/n] = [1/2 − 1/2n, 1/2 + 1/2n] ó 	
ë[Ü�öu÷çß�÷uø9ø�âcÜ�ã�÷oä

rn(n−1)/2 =
(n− 1)2(n+ 1)2

16n

∫ 1/2+1/2n

1/2−1/2n

(1/2 + 1/2n− x)(1 − 2x)

x2(1 − x)2
dx

=
(n− 1)2(n+ 1)2

32n

∫ 1/2+1/2n

1/2−1/2n

(1 − 2x)2

x2(1 − x)2
dx

≥ (n− 1)2(n+ 1)2

2n

∫ 1/2+1/2n

1/2−1/2n
(1 − 2x)2dx =

(n2 − 1)2

6n4
.

� >C(B( � �Ut�r � � zn�¦�n{/{ u ∈ L2(0, 1)
���
��w �/w;���P�/w
x=�n|~������|����
��|�zny �@x���|/¢�����|/¢7x

(x(1 − x)u(x))′
��x�{£znyC�7�

�Iz
L2(0, 1) �

∫ 1

0
u2(x)dx ≤ 16

∫ 1

0

(

(x(1 − x)u(x))′
)2
dx.

� q7.Y.���t � ê�ã v á C∞ ðKë[Û1écÜ�Þ�ê�Û å�Þ¢Ü�Ý é¤ê�ø9à�á�écÜ�ß�ë[à[à�ê�ã�Ü©ê�Û
(0, 1)

ä�öe÷ùÜ�Ý1â³Þ¢ÛuÜ#âcþ�ã�áRÜ�Þ�ê�Û öe÷ à�áRã�Ü#ß
ðiê�ã�øsë[ìµá4ä

∫ 1/2

0

v2(x)

x2(1 − x)2
dx ≤ 4

∫ 1/2

0

v2(x)

x2
dx = 8

(

∫ 1/2

0

vv′(x)
x

dx− v2(1/2)

)

≤ 8

(

∫ 1/2

0

v2(x)

x2
dx

)1/2(
∫ 1/2

0
(v′(x))2dx

)1/2

.

���



	 âfáRì¢Þ¢Û[þ�å�Þ¢Ü�Ý³Ü�Ý1â7Þ¢ÛuÜ#âcþ�ã�áRì8ê�Û (1/2, 1)
Þ¢Û�á9ß#÷uø9ø�âcÜ�ã�Þ�é�å
á¤÷oä<ê�Û1â�æ[â¤æ4ë1é¤â¤ß

∫ 1

0

v2(x)

x2(1 − x)2
dx ≤ 16

∫ 1

0
(v′(x))2dx. ñK�4ó��k�oõ

� êfåOáRà[à[ã#êfïDÞ¢ø|áRÜ�Þ¢Û[þ v ∈ H1
0 (0, 1)

öu÷sá�ß#â¤ýuë1âcÛ1é¤â�êRð
C∞ ðûë[Û1écÜ�Þ�ê�Û1ßNå�Þ¢Ü�Ý2é¤ê�ø9à�á�écÜ8ß�ë[à[à�ê�ã�Ü8é¤ê�Ûuèoâcã�þ�Þ¢Û[þÞ¢ÛçÜ�Ý1â

H1 Û1ê�ã�ø"áRÛ1æ�áRì¢ø�ê�ß�Ü�âcèoâcã�÷Då�Ý1âcã#â�ä1ê�Û1â^æ[â¤æ4ë1é¤â¤ß�å�Þ¢Ü�Ý � áRÜ#ê�ë³ì�âcø9ø|á2Ü�Ý�áRÜ�Ü�Ý1â7Þ¢Û1â¤ýuë�áRì¢Þ¢Ü�÷çß�Ü�Þ¢ì¢ìÝ1ê�ì�æ[ß
ðiê�ã
v ∈ H1

0 ó� ê�ã u ß�áRÜ�Þ�ß)ðû÷DÞ¢Û[þ�Ü�Ý1â&Ýe÷Dà�ê�Ü�Ý1â¤ß#â¤ßXÞ¢Û^Ü�Ý1âc�Xâcø9ø|á4ä v(x) = x(1−x)u(x) ö�âcì�ê�Û[þoßNÜ#ê H1(0, 1) ó*ÿ é¤é¤ê�ã#æ4Þ¢Û[þÜ#ê � Ý1â¤ê�ã#âcø���Ú�Ú#Ú ó�� à ó¢ôc�k� � � ��ä v á�æ4ø9Þ¢Ü#ß2á�ã#âcà[ã#â¤ß�âcÛeÜ�áRÜ�Þ¢èoâ�é¤ê�ÛeÜ�Þ¢Ûeë1ê�ë1ß9ê�Û [0, 1]
ß�Ü�Þ¢ì¢ì�æ[âcÛ1ê�Ü#â¤æ öe÷

v ó
� ê�ã#â¤êfèoâcãfä*ß�Þ¢Û1é¤â u(x) = v(x)

x(1−x)
ö;âcì�ê�Û[þoßsÜ#ê

L2(0, 1)
ä*Û1â¤é¤â¤ß#ß�áRã�Þ¢ì¢÷oä

v(0) = v(1) = 0 ó 	�÷ � Ý1â¤ê�ã#âcø
�7Ú#Ú#Ú ó¢ô�ô à ó¢ô���� � � ��ä v ö�âcì�ê�Û[þoß�Ü#ê H1

0 (0, 1)
áRÛ1æ�Ü�Ý1â^é¤ê�Û1écì¢ë1ß�Þ�ê�Û³ðiê�ì¢ì�êfå�ß�ðKã#ê�ø ñK�4ó��k�oõ¤ó
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� ���|�zny���|/y��/w
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�n���@��zn{}|��x�¢�zn{}�;��|�zny x����
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âcã�ì¢Þ¢ÛXä ��ò�ò �4ó
� ô�ô ���8á�æ4÷ 	fâcÛ1ßG��á¤÷eá4ä � ó ÿ2ó ä ü ê�ì�ê�Û[Û[Þ �oê�è;ä�� ó ÿ2ó áRÛ1æ � ã�áRì � é¤âcè�á4ä �2ó ��ó �!|/yDx��n�=�nyD� � ���7��|/{}|~yDx��n� 
 ���
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