Examen du cours de Probabilités
Mardi 15 Janvier 2019 (8h30-11h30)

Polycopié et notes de cours autorisés. Tout objet électronique est interdit.

Baréme indicatif. I’ensemble de ’examen sera noté sur un baréme entre 25 et 30 points, et les
points seront approximativement répartis de la fagon suivante : 1/7 pour l'exercice 1, 1/7 pour
Pexercice 2, 3/7 pour 'exercice 3 et 2/7 pour 'exercice 4. Il n’est donc pas nécessaire de tout
faire pour avoir la note maximale.

EXERCICE 1. Soit p: R — R4 définie par p(x) =1 — |z| si |z| <1 et p(z) =0si |z| > 1.
1. Vérifier que p est une densité de probabilité.

2. On note X une variable aléatoire de densité p. Calculer E[X], E[X?] puis Var(X). Donner
une formule pour E[X*] pour k € N*,

3. Calculer la densité de la loi de | X|.
4. Donner la loi de 1x>, et montrer que | X| est indépendante de 1x>.

5. On considere une suite (X;);>; i.i.d. de loi de densité p. Donner le comportement asympto-
. . . X;
tique de ﬁ >, X, puis celui de % S < Xé )
1
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EXERCICE 2. Soit b > 0. Soient G ~ N'(0,1) et Z ~ I'(b, 3) deux variables aléatoires indépendantes.
1. Donner sans calcul la loi de G2 puis celle de Z + G2.
2. Montrer que ¢ : R x RY —] —11, 1[xR% définie par ¢(z,z) = (\/ﬁ,z + 22) est un C1-

difféomorphisme, et calculer ¢~ .

3. Calculer la loi de (\/%, Z + G?). Les variables aléatoires Z?— = et Z + G? sont-elles

indépendantes ?
* * *

EXERCICE 3. On consideére une suite (X;);>1 i.i.d. avec X7 ~ N(0,0%) de parametre o > 0
inconnu. Pour u € R*, On cherche & approcher ¢(u) = E[e*X1] & I'aide des n premiéres valeurs

de la suite. On se propose de comparer les deux approximations suivantes ¢, (u) = 1 37 | euXi

= T n
et on(u) = e*’Vn/2 avec V,, = LS X2
1. Montrer que ¢(u) = exp(u?0?/2) [Indication : utiliser I'identité az+22/2 = (z+a)?/2—a?/2
pour a, z € R].

2. Donner le comportement asymptotique de ¢, (u).

3. Exprimer Var(e”Xl) a aide de la fonction ¢. Donner le comportement asymptotique de

Vn(én(u) — ¢(u)), puis construire un intervalle de confiance & 95% pour ¢(u) centré en

¢n(u) et dont les bornes s’exprimeront notamment en fonction de ¢(u).

|u[ME[| X [*]
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4. Montrer que E[e/*¥1]] < co. En déduire que >3, < 0o puis calculer E[X{] &

I'aide de la question 1.

5. Donner le comportement asymptotique de V;, et de v/n(V;, — o).



6. Dans cette question, on utilise la factorisation suivante
Vi(n(u) — o)) = v (u) (e V=2 1),

(a) Montrer que y/n[e*’(Va—0)/2 1 _ %Q(Vn — 02)] converge en loi vers 0. En déduire que

pour 1 — 400, v/7(¢n(u) — ¢(u)) converge en loi vers une gaussienne centrée dont on
précisera la variance.

(b) Construire a I’aide de cette convergence un intervalle de confiance de niveau 95% centré
en ¢n(u) et dont les bornes s’exprimeront notamment en fonction de ¢(u). Comparer
la largeur de cet intervalle avec celui obtenu a la question 3 : quelle est la meilleure
méthode pour I'estimation de ¢(u)?

7. Donner le comportement asymptotique de ——¥=+— 2V ¢ (cZ)n( )—@(u)), puis donner un intervalle

de confiance de niveau 95% construit unlquement a partir des valeurs de X1,...,X,.
* % %

EXERCICE 4. Soit § > 0. On considere une densité de probabilité p : R — R telle que :
i) la restriction de p & [0, 6] est de classe C?,
i) Vo & [0,6], p(x) =0,
111)V5>Of95 x)dz > 0.

A noter que p peut étre discontinue en 0 et 6, mais on note p(0) = lim, o+ p(z), p'(0) =
lim, o+ p'(2), p(9) = limme p(x) et p'(0) = lim,_,g- p'(x) car p est C! sur [0,6)].
On note F(x f p(u)du la fonction de répartition associée a p. On considére une suite

(Xi)i>1 1.d.d. de 101 de den31te p, et on pose M, = maxi<i<n X;

1. Calculer pour z € [0,6], P(M,, < z), puis donner la densité de la loi de M,, a l'aide des
fonctions F et p.

Montrer que M,, converge en probabilité vers 6.
Montrer que M, converge presque stirement vers 6.

Montrer que E[M,,] =0 — fo x)"dx, et en déduire que M,, converge vers § dans L.

DAl

On suppose p(9) > O. Soit g une fonctlon continue bornée. Vérifier que

Blo(n(0 - 3.0 = [ "ot (F(0-2))" (6= ) an

Montrer que A = inf ¢} g % > 0. En déduire que n(6 — M,,) converge en loi vers une
loi que 'on précisera. Lorsque p(f) = 1, construire un intervalle de confiance (asymptotique)
a 99% pour 6 a aide de M,,.

6. On suppose désormais p(f) = 0 et p'(6) < 0. En utilisant la méme démarche qu’a la question
précédente (on pourra vérifier que p = inf g g % > 0) montrer que /n(6 — M,)

converge en loi vers une loi dont on précisera la densité.



Corrigé

EXERCICE 1.
1. La fonction p est positive et par parité [ p(z)de =2 [~ p(x)dz = 2 fo 1 —adr = 1.
2. Comme P(|X| < 1) =1, il vient E[| X|¥] <1 < oo pour k € N*. OnaRE[X] = [, zp(x)dz =0,

car x +— xp(x) est impaire. On a Var(X) = E[X?] = 2f01 22p(z)dr = 2f1 21— a)dz =

2(% - i) :1%, car x — x?p(x) est paire. De méme, pour k € N, IE[X%“] =0 et E[X?F] =

1 1
2(2k+1 - 2k+2) =~ GFD(2k+1) "

3. Soit g : R = R mesurable bornée. On a E[g(|X|)] = [ g(|z])p(x)dz = 2 [;° g(z)p(z)dz.
Donc | X| suit la loi de densité 2(1 — )19 1)(z).

4. Pour g,h : R — R mesurable bornée, on a

0 400
Blo(X Do) = [ a(-ahOpa)de+ [ glah(pta)da
—00
oo h(0) + h(1)
= (0)+h(1) [ aapade = Ll X))
Cela prouve que 1x>0 ~ B(1/2) et I'indépendance voulue.

5. Comme X, est centrée et de carré intégrable, le théoréeme de la limite centrale assure que
% Yo, X, converge en loi vers N'(0,1/6). Par la question 2. De méme, le théoréme de la
limite centrale assure que ﬁ > < X% ) converge en loi vers le vecteur Gaussien centré
N3(0,T), ou T est la matrice de covariance de < ))§3 ) Ainsi, I'1; = 1/6, I'1g = 1/15 et
Ty = 1/28.

* K *
EXERCICE 2.
1. D apres le cours G2 ~ x%(1), c’est a dire G2 ~ F(% %), et par la Proposition 3.4.4., Z+G? ~
L'+ 2, 2) puisque Z et G? sont indépendantes.
2. Pour (z,2z) € R x R% , 22 + 2> 0 et © est de classe C*° comme composition d’applications
C*. La fonction ¢ est clairement injective. Pour (u,v) €] —1,1[xR%, on a uy/v € R et
2 _22)) — uy/v ) 2.y _ :
v(l—u®) > 0et p(uy/v,v(1—u)) = (\/m,v(l u”) +uv) = (u,v), ce qui prouve
la surjectivité de ¢, ainsi que = (u,v) = (uy/v,v(1 — u?)).
3. On calcule

[Jacy™ (u, v)| =

det< Vo 2\%2>‘:\/ﬂ

—2uv 1—u

Soit f : R? — R une fonction bornée mesurable. On a par indépendance de G et Z, puis en



utilisant la formule de changement de variable :

L 2 _IQ/QLI) b—1_—2/2
EHW’Z*GH // Helw )" ppgys ¢ e

/ / f(u,v) _TL\/T:Q 1%( b)( (1 — u2)Ple v 0=v)/2 fdudoy

—b—1/2
/ / o) 0% 1/>2)<1 —u?)" ! F?Hl/mvb‘l/%—v/?ﬁdudv

. . . o, . . 2
Ainsi, la loi de densité se met sous forme produit : \/m et Z + G* sont indépendantes,

et -2 suit la loi de densité LB (1 —u?)P 11y y((u).

* k x

EXERCICE 3.

1.

o

. On a E[el*X1l] = \/ﬁ Jz elullel= 202 dzr < oo car |ul|z| —

(ac—UQu)2

2,2 _ 2,2 R
u?/2¢ dz = e “"/2_ car on reconnait

1:2
On a ¢(u) = %2;02 Jpe" 2 dr = 7%2;02 Jre

(z o u)2

une densité gaussienne décentrée de variance o2 : —= fR dxr =1.

V2mo?

. Comme e%X1 est intégrable, on peut appliquer la loi forte des grands nombres qui assure la

convergence presque stre de ¢, (u) vers ¢(u).

. Var(e®X1) = E[e?*X1] —E[e"X1]? = ¢(2u) — ¢(u)? = ¢(u)* — ¢p(u)? < co. Par le théoreme de

la limite centrale, on en déduit que v/7(¢y, (u)—¢(u)) converge en loi vers N'(0, ¢(u)* —p(u)?).
Ainsi, [(Z)n(u) —1,96 M, ¢n(u) + 1,964/ W] est un intervalle de confiance

(asymptotique) de niveau 95% pour o(u).

22 < —|z| pour |z| > 202 (Ju| +1).

20
|ul*E[

k
Ainsi, par le théoreme de Fubini (tous les termes sont positifs, on a y p & < 0.

A nouveau par le théoreme de Fubini, ¢(u) = Y50, = ]E[X |, Comme d(u) = exp(a 2u?/2) =
Yoo (g;ﬁ), , on en déduit E[XF] = 0 si k est impair et E[Xk] = % si k est pair. En
particulier E[X}] = 30%.

. Comme X? est intégrable, V;, converge p.s. vers 02 = E[X?] par la loi forte des grands

nombres. Etant également de carré intégrable, le théoreme de la limite centrale assure que
Vn(Vy, — 0?) converge en loi vers N(0,20%).

(a) Comme e™*”/2—1—zu2/2 =, O(z2), il existe une fonction bornée 7 telle que e#**/2—1—

w22 = 2(2). Adnsi, /aleV 21 (V022 2] = ViV~ o)V ?).
D’une part (V,,—o2)n(V;,—0o?) converge p.s. vers 0 et d’autre part /n(V,,—o?) converge
en loi vers une gaussienne. Par le théoréme de Slustky, le produit converge en loi vers
0. Par ailleurs, v/n¢(u)u*(V, — 0?)/2 converge en loi vers N (0, (ou)*¢(u)?/2). En
appliquant & nouveau le théoreme de Slutsky, il vient que /n(¢,(u) — ¢(u)) converge
en loi vers NV(0, (ou)t¢p(u)?/2).



(b) Par la question précédente, [qgn( ) —1,96 (CORIOR qﬁn( )+ 1,96 (U“);W] est un

intervalle de confiance (asymptotique) de niveau 95% pour gf)(uz Pour comparer les

largeurs il faut comparer (ou)tp(u)?/2 & p(u)* — d(u)? = o u? (g0 u? 1). Comme
k
et 1 = Y ore 1 = > (ou)*/2 (terme k = 2), on voit que la seconde méthode est

plus précise.

7. Par la question 6.a, — u2¢ (gbn( )—®(u)) converge en loi vers A/(0,1). Comme V,, converge

p.s. Vers o2, ggn( ) converge p.s. vers ¢(u). Par le théoréeme de Slutsky, on en déduit que

u2¢ (¢n( ) — ¢(u)) converge en loi vers N'(0,1). Cela donne

Vu2 (1)
V2n

V,u? (bn( )
V2n

comme intervalle de confiance asymptotique de niveau 95%, intervalle qui est bien construit
uniquement a 'aide de X7, ..., X,.

on(u) — 1,962  bn(u) + 1,96
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EXERCICE 4.

1.

Soit x € [0,60]. Par indépendance, il vient P(M,, < z) = P(X; < z,...,. X, < z) =
[T, P(X; <z) =P(X; <x)" = F(z)". La fonction de répartition de M,, est continument
dérivable sur [0, 0], de dérivée nF(x)" p(x). Ainsi, M, suit la loi de densité nF(x)" p(x)
(cette densité est bien nulle pour z ¢ [0, 6]).

. Soit e > 0. P(|M,, — 0| > ) =P(M,, <0 —¢) car P(M,, > 0) = 0. Si &€ > 0, cette probabilité

est nulle. Sinon, elle est égale & F( —e)" — 0 car F(f —¢) < 1 par 'hypothese iii).

n——+o0o

. On a M,, < M, +1. Comme toute suite croissante de réels converge, M,, converge (presque)

stirement vers une limite notée M. La convergence p.s. impliquant celle en probabilité, il
vient que P(My, = 6) =1 et donc M,, converge presque stirement vers 6.

Par intégration par parties, E[M,] = foe enF(z)" p(z)dr = [zF(x)"]§ — foe F(x)"dx =
G—fo x)"dz. On a 0 < F(z)" < 1 et pour x € [0,0[, F(z)"

iii). Le theoreme de convergence dominée assure donc que E[M,] . jrm 6. Enfin, comme
P(M, <0)=1, E[|M, — 0| =E[0 — M,|] =0 —E[M,] — 0.

n—-4o00

— 0 par 'hypothese
n—-+0oo

. On a E[g(n(0 — M,,) fo x))nF(z)" p(x)dr. En posant y = n( — ), il vient

[e.9]

no
E[g(n(ﬂ—Mn))]Z/o g(y)F(O—y/n)”‘lp(G—y/n)dy=/O 9(y)F(0—y/n)""'p(6—y/n)dy,

car p(6 — y/n) = 0 pour y > nf. Pour z €]0, 6], on pose 1(z) = % que l'on prolonge

par continuité par 1(0) = p(f) > 0. L’hypothese iii) - qui est d’ailleurs automatiquement
assurée lorsque p(f) > 0 - assure que ¥(z) > 0 pour tout z €]0,6]. La fonction 1 étant
continue sur le compact [0, 8], elle atteint son minimum et en particulier A > 0.



Comme F (0 —z) =1 —p(0)z + o(z) et p(#) > 0, on obtient pour y > 0

F(0 —y/n)" 'p(0 —y/n) = (1 — p(@)y/n+o(1/n)" " 1p(0 —y/n) — p(B)e PO,

nHJroo

Par ailleurs, on a

9(y)p(0 — y/n)F(0 —y/n)" "' < llgllooplloc1y>0(1 = Ay/n)" "

=1 _
< llgllsollplloce ™"+ 1y20 < gllocllpllsce /%1

y=>0,

ce qui donne la domination pour appliquer le théoreme de Lebesgue. On en déduit que
E[g(n(6 — M,))] Ny I g(y)p(0)e P D¥dy, c’est & dire que n(f — M,,) converge en loi vers
n—

loz

E(p(#)). Lorsque p(f) = 1, on fait l’approxnnatlon pour n grand que n(0 — M,) = £(1).
Pour Z ~E(1),on aP(Z < z)=1—e % et donc P(Z < z) = {5 <= 2z =1In(100). Ainsi,
P(6 < M, +In(100)/n) ~ 99/100 et comme P(¢ > M,,) = 1, il vient que [M,,, M,,+1n(100)/n]
est un intervalle de confiance pour 6 a 99%.

. Par un calcul analogue, on obtient

[Z]
Elg(v/n(6 — M,))] = /0 o(V/n(6 — 2))nF(x)" p(x)da

[ o ) o )

On pose 1h(z) = M pour z €]0,6] et ¥(0) = —p/()/2 > 0. Cette fonction est
strictement positive et continue sur [0, z|, elle atteint donc son minimum g > 0 : Vz €

n—1 ’ 2
0,6, F(0—2) <1—pz2. OnaF (e - %) = (14298 4 o(1/n))n! et T o
Vnp (0 - %) ol —p'(0)y. Pour dominer, on utilise que

[Vnp (9 - \%) | = 1y>0V/nlp (0 - \‘%) —p(0)] < 1y>0y Sup [P’ (u)]

L, ., n—1 2n—1 2
et, comme précédemment, 1,>0F (9 - %) < 1,506 M T < 1,506 M7/2, Cela donne
v/ (0)y?

la domination car 1y20ye_“y2/2 est intégrable. Ainsi, E[g(yv/n(0—M,))] e I5S 9w)(=p'(0)ye 2 dy,
P (0)y?

c’est & dire que v/n(6 — M,,) converge en loi vers la loi de densité (—p'(0))ye 2 1y>0.




