Examen du cours de Probabilités
Mardi 25 Janvier 2022 (8h30-11h30)

Polycopié et notes de cours autorisés. Tout objet électronique est interdit.

Baréme indicatif. I’ensemble de ’examen sera noté sur un baréme entre 25 et 30 points, et les
points seront approximativement répartis de la fagon suivante : 1/4 pour l'exercice 1, 1/4 pour
Pexercice 2 et 1/2 pour le probleme. Il n’est donc pas nécessaire de tout faire pour avoir 20.

EXERCICE 1. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans [0, 1] suivant la densité — In(z)1o<z<1.
1. Pour u €]0, 1], calculer la densité de la loi de X*.
Soit U une variable aléatoire indépendante de X suivant la loi uniforme sur [0, 1]. On pose Y = XV
et Z =XV,
2. Calculer la loi de Y (on pourra s’aider du calcul fait & la question précédente), puis donner
sans calcul celle de Z.

3. Calculer la loi de (Y, Z). Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

4. On consideére Ey, Fy ~ £(1) indépendantes. Donner sans calcul la loi du couple (E1 + Es, ﬁ)

Calculer la densité de la loi de e £ et celle de e~ (E1+E2) | Puis retrouver sans calcul les
résultats des questions 2 et 3.
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EXERCICE 2. On considére une suite de variables aléatoires (Sy)n,>1 & valeurs réelles qui
converge en loi vers S. On consideére une suite de variables aléatoires (Nj)r>1 & valeurs entieres
telles que Ny — +00 en probabilité.

1. On suppose dans cette question uniquement que les suites S et N sont indépendantes.
Montrer que pour une fonction g : R — R continue bornée, on a

+00
¥n > 1,E[g(Sn,)] = Elg(Sn)1v,<n1] + D Elg(Sm)[P(Ne = m).

m=n
Montrer alors que Sy, converge en loi vers S lorsque k — co. [ Indication : on commencera
par fixer € > 0 et montrer In € N*,Vm > n, |E[g(Sy)] — E[g(9)]| < e.]

L’objectif de cet exercice est de montrer que cette propriété peut ne plus étre vraie lorsque les
suites S et N ne sont pas indépendantes. On considere une suite (V;);>1 i.i.d. telle que P(V; =
1) =P(Vy = —1) = 1/2. Pour n > 1, on pose S,, = ﬁ Y1 Vi. On pose Ny = 0 et puis, pour
k>1, Ny =inf{n > Ni_1 +1: S, > 0} avec comme convention inf {) = +oo.

2. Donner le comportement asymptotique de Sy, /v/n.

3. Montrer que S,, converge en loi vers S dont on précisera la loi. Quelle est la limite de P(.S,, >

0) 7 [ Indication : On pourra utiliser que si X,, converge vers loi vers X et P(X = z) = 6,
alors, P(X,, > z) - P(X > z). |

4. On pose Sp = 0 et on définit ¥ : @ — NU {+oc} par ¥ = sup,>q+/nS,. Montrer que
Y = max(0,V; + X) ou ¥’ suit la méme loi que X et est indépendante de V. En déduire
que pour n € N*, P(S =n) = 3[P(Z =n — 1) + P(X = n+ 1)}, puis que P(X = +00) = 1.

5. En déduire avec la question précédente que P(Vk € N, N, < +00) =1 et N — +00, p.s.

6. Que vaut P(Sy, > 0)? En conclure que Sy, ne converge pas vers S lorsque k — oo.



PROBLEME. (SONDAGES). On consideére le cas d’un référendum dans un pays, ¢’est a dire un vote
a deux issues : OUI ou NON. On suppose que la population est trés grande et on souhaite faire
un sondage parmi n € N* individus. On note X; la réponse de la i-éme personne sondée : X; =1
si la réponse est OUI et X; = 0 si c¢’est un NON. On suppose la suite (X;);>1 indépendante

et identiquement distribuée de loi de Bernoulli de parametre p. On note X,, = %Z;;l X; la
proportion de OUI.

1. Quel est le comportement asymptotique de X,, et de v/n(X,, — p) lorsque n — co?

2. Donner un intervalle de confiance & 95% sur la valeur de p construit uniquement a ’aide de
n et X,.

On suppose que la population est divisée en deux groupes homogenes, A et B, qui représentent
respectivement une proportion « €]0,1[ et 1 — a de la population. On suppose que le niveau
d’abstention est le méme dans chaque groupe, et on note p €]0, 1] (respectivement p? €]0,1])
la probabilité quun individu du groupe A (resp. B) vote OUI. Ainsi, on souhaite estimer p =
ap? + (1-— a)pB, qui est la probabilité qu’un individu tiré au hasard vote OUIL

On effectue un sondage en interrogeant n* individus du groupe A et n® individus du groupe B.
On note (X#);>1 (respectivement (XP);>1) une suite indépendante et identiquement distribuée
de loi de Bernoulli de parametre p (resp. p?). Les suites (X/});>1 et (X);>1 sont indépendantes
entre elles. On note pour n > 1,

B 1 n ~ 1 n
A A B B
Xn = E X et Xy = — E X
=1 =1
Enfin, on définit I'estimateur

. v A v B
M, = O‘XLﬁnj +(1- a)Xn—LBnJ’

avec B €]0,1[, ou |x] désigne la partie entiere de x. Ainsi, on interroge ny = |fSn] personnes du
groupe A, ng = n — |An| personnes du groupe B (on suppose que n est assez grand pour que
na,ng > 1).

3. Donner le comportement asymptotique de M, lorsque n — oo.

4. Montrer que v/n(M, —p) converge en loi vers N'(0,02) lorsque n — oo, avec 02 = O‘FQpA(l —

1— 2
)+ S5pP (1 - pP).
5. Montrer qu’en choisissant 3 = «, on a 02 < p(1 — p). Vaut-il mieux utiliser M,, ou X,, pour
estimer p?

6. Déterminer la valeur 8* €]0, 1[ qui minimise o pour p?, pB, o donnés, puis donner la valeur
de (0*)? correspondante.

7. A laide de la formule obtenue pour *, construire une suite 3 s’exprimant en fonction de
X;:l et XD telle que 3, — B* p.s. (B est alors un estimateur de 3*).

8. Pour a > 0 et n € N* tel que an > 1, on définit
1 lan]+n 1 lan]+n
5 A A .
Xi=- X etXf:E > xP
i=lan|+1 i=lan|+1
* * A v B :
Montrer que /n(M; — p) avec M, = aXchmJ n T (1—-a)X> By COTVETEE €D loi vers

N (0, (6%)?) (on pourra utiliser le résultat de la question 1 de l'exercice 2). Cet estimateur
consiste a utiliser an personnes pour estimer £* puis a utiliser M,,. Il nécessite d’interroger
(1 4+ a)n personnes et on prend en pratique a petit, par exemple a €]0,1/10].



Correction
EXERCICE 1.

1.

Soit f : R — R bornée mesurable. On a

FXY) /f )(= In(z))dz

On effectue le changement de variable y = z* qui est bijectif sur [0,1]. On obtient (dy =
uz" ldr = uyuT_l dx)

FXY)] /f ) (= In(y/®) /f 11n( )dy_

1,
Ainsi X" suit la loi de densité %Qm(y)l}m[(y) par le théoreme de la fonction muette.

. OnaE[f(Y)] = [, ( I Fam (- ln(x))dx) du = [} < s f(y)‘yiz;l“@d@ du. Par le théoréme

de Fubini,

1 1 _6(5—1)111(3,) n
Bl(v) = [ ( P ”y)du) o

:/01 [e(il)ln(y)}z(;_ f(y)dyZ/olf(y)dy

Ainsi, XY suit la loi uniforme sur [0, 1] par le théoreme de la fontion muette. Par ailleurs,
1 — U est suit la loi uniforme sur [0, 1] et est indépendante de X. Donc Z suit la méme loi
que XY c’est & dire la loi uniforme sur [0, 1].

. Soit f : R? — R bornée mesurable. On a

E[f(Y, )] = E[f(XU, X'-V)] / / f In(x))dadu.

On considere le changement de variable ¢ :]0,1[>—]0, 1[?> défini par p(x,u) = (2%, z'7%).
Clairement, (z%,z'=%) €]0,1[% si (x,u) €]0,1[%. Soient (y,z) €]0,1[% tels que y = z% et

—u In —In(y —In
z =a!7% Alors, x = yz et u = lngg = —ln(y)ilzl(z)' Ainsi o~ 1(y, 2) = (yz, W%)’

et on a clairement ¢~1(]0,1[?) C]0,1[> ce qui prouve que ¢ est bijective. C’est un C'l-
difféomorphisme, et

Jac(p ) (y, 2) = det i v S S
2 Y, = In(z) —In(y) . = ln(y) — hl(Z) .

y(In(y)+In(2))?  2(In(y)+In(z))

Grace au théoreme de changement de variable, on obtient

sl = [ [ i) itz = [ [ g

Cela prouve par le théoreme de la fonction muette que Y et Z sont deux variables aléatoires
uniformes sur [0, 1] indépendantes.



4. La proposition du cours sur les lois Gamma assure que E1+ Es ~ I'(2, 1) est indépendante de
Efrl& ~ U([0,1]). On sait par le cours (chapitre Simulation) que — In(U) a méme loi que E
et donc et a méme loi que U ~ U([0, 1]). On calcule maintenant la loi de e~ (F1+F2)_Soit
f R — R bornée mesurable. On a, en utilisant la densité de la loi I'(2, 1) et le changement

de variable y = e™*

o0 1
E[f(e~(Br+E2)] = /0 f(e )z da = /0 £ (9)(~In(y))dy

Ainsi, e E11E2) guit la méme loi que X et est indépendante de V = Eﬁl&. Il vient

(e~ (EtER) vy 2 (X U7) puis

(XY, x1-9) loi (e V(B1+E) o—(1=V)(BE1+E2)) _ (o~ F1 o~F2)

)

ce qui prouve que (XY, X'=Y) est un couple indépendant de lois uniformes sur [0, 1].
.

EXERCICE 2.
1. On a g(Sn,) = 9(SN)IN <n—1 + D orer 9(Sm)1N,=m. En utilisant le théoréme de Fubini
(g est bornée) et I'indépendance, on obtient 1’égalité voulue.
Considérons € > 0. On a d’une part :

IElg(Sn,) 1N, <n-1]l < E[lg(Sn,) 1N, <n-1] < |gllcP(N < —1) — 0,

k—+o00

et donc |E[g(Sn,)1n,<n—1]| < € pour k suffisamment grand. D’autre part, E[g(Sy,)] —
E[g(S)] grace a la convergence en loi. Ainsi, il existe n tel que pour m > n, |E[g(Sn)] —
E[g(S)]| < e. Ainsi, on a par l'inégalité triangulaire

Z E[g(Sm)[P(Ny = m) — E[g(S)[P(Ny = n)| = | > (E[g(Sm)] — Elg(S))P(N), = m)| < e.
Par ailleurs, comme ¢ est bornée et Nj converge en probabilité vers +oo, |E[g(S )]
E[g(S)|P(Ny > n)| < e pour k suffisament grand. Cela montre que |E[g(Sn, )] —E[g(S)]| <

pour k suffisamment grand, ce qui est le résultat voulu.

2. La variable V] est bornée donc intégrable. La loi forte des grands nombres assure que S,,/y/n
converge p.s. vers E[Vj] = 0.

3. On peut appliquer le TCL (E[V{] = 1 < o0) et S,, converge en loi vers S ~ N(0,1). Comme
P(S=0)=0,onalP(S, >0)—P(S>0)=1/2.

4. Ona ¥ = sup,ey i Vi = max(0, Vi +sup,>1 y iy V;) avec pour convention Z;in() =
0 si 7/ < n. Comme ¥ = sup,~; Y1 Vi = suDuso Yorty Vi = sup,so Sy Virr et que
(Vit1)i>1 a méme loi que (V;);>1 et est indépendante de Vi, on a I’égalité en loi demandée.
Pour n € N*, onadonc P(X = n) = P(V1+%' = n) = [P(E = n—1)+P(X = n+1)]. Il vient
P(X=n)-P(X=n—-1) =P(2X =n+1)—-P(X =n) = cte puis P(X = n) = P(X = 0)+ctexn.
Par positivité des probabilités, on a forcément cte > 0, et > _P(X =n) < 1 implique que
P(X =0) = cte = 0 et donc P(X = +o0) = 1.

neN



5. Si (up)nen est une suite telle que w,, € et sup,,cy un = +00, alors la suite ng = 0, ngy; =
inf{n > ny + 1,u, > 0} est bien définie avec ny < oo pour tout k£ > 0 : sinon il existerait
K € N tel que ng < 0o et ng41 = +0oo ce qui implique que sup,,cy Un = SUpP;,< N, Un < 00.
Comme P(X = +00) = 1, on en déduit que, presque stirement, la suite (Ny) est telle que
Vk, N < co. Comme Niy1 > Ni+ 1, On a N, — oo, p.s.

6. Par construction Sy, > 0, donc P(Sy, > 0) = 1. Si Sy, convergeait en loi vers S, on aurait
comme précédemment P(Sy, > 0) — 1/2, ce qui n’est pas le cas.

* K x

PROBLEME.

1. On a X,, — p presque siirement par la loi forte des grands nombres et /n(X, — p) A

N(0,p(1 — p)) par le théoréme de la limite centrale.

2. En utilisant le théoreme de Slutsky, on a M(Xn -p) 5 N(0,1) et donc

_ [X,(1—X,) - [X,(1-X
[Xn—1,96 M,Xn+l,96 ”(”)]
n n

est un intervalle de confiance asymptotique pour p a 95%.
3. En utilisant la loi forte des grand nombres, il vient que X;? — p? et X,]f — pB, presque
strement. Comme 5 €]0,1[, on a [fn| — oo et n — |fn] — oo lorsque n — oco. Ainsi, M,
converge presque stirement vers ap? + (1 — a)p® = p.
4. On a
1

« = (07
7\/571()(@@ -ph)+ Ji=5

\/E(Mn _p) = \/B

(1= B)n(X; g, — 7).

Le théoreme de la limite centrale assure que +/[A8n](X [Llﬁn |~ ph) 5N (0,pA(1 — p?)) et
— L —
Vvn— LﬂnJ(Xf_an —pP) = N(0,pB(1 — pP)). Comme Lg—zJ — 1 et T(Ll}g;{ — 1, on
J . L . L
en déduit que \/ﬁn(XC‘BnJ —pA) 5 N0, pA(1 - pY)) et /(1 —B)n(Xfian -pP) =
(0,pB(1 — pPB)). Les suites étant indépendantes, il vient que le couple converge en loi
A1 _ LA
p(1—p?) 0
0 pP(1—p")

vers un vecteur gaussien centré de matrice de covariance . Par

conséquent, /n(M, — p) converge en loi vers N'(0,c?) avec

2 o? (1— a)2

_ A1 A By .B
a—ﬁp(l p7)+ 1_519(1 po).

5. En prenant 8 = a, on a 02 = ap?(1 — p*) + (1 — a)pP(1 — pP). La fonction z +— (1 — )
étant concave, il vient que

p(1—p) > ap?(1—p*) + (1 - a)p”(1 - p”).

L’estimateur M, a une variance asymptotique inférieure a celle de X,,, il faut donc le
préférer.



6. On a 02 — 400 lorsque B — 0 ou 8 — 1, ce qui prouve I’existence d’un minimum £*. Tout
point critique satisfait

a PA(lpr)
Cela donne = 2 pr-p7) i g = oV PPzt aypt1=ph)
- 5 -pB) e [pra=ph)  ay/pA(l-pA)+(1-a)y/pP(1-pP)
1—a\/ pB-pB)

(0%)* = (a\/pA(l —p4) + (1 —a)y/pP(1 —p3)>2~

7. La loi forte des grands nombre assure que (X', X2) — (p4, pP), presque stirement lorsque
ay/pA(1—pA)+(1—a)/pP (1-pP)
ay/XA(1— XA
ay X1 =X + (1 - a)y/XP(1 - XF)
converge presque strement vers 5*.

8. Ona M —p=a(X

et on a

n — oo. La fonction (p4,p?) — étant continue sur ]0, 12, on

en déduit que

Bn:

Q?fmu"J —pN+ (1 - a)(Xf—LﬁfaanJ —pP) et donc

1 —a)
A /
f B LanJ Xtﬁ* _p ) E(anJ n L,B* nJ -p )
\/ |_anJ La"J
Par le théoreme de la limite centrale, \/n(X2 — p?) converge en loi vers N(0,pA(1 —

p1)) et comme /n(XA — p?) a méme loi que f(XA — pA), il vient que f(XA
p?) converge en loi vers N(0,p?(1 — pA)). La suite Blan) €tant indépendante de XA il

vient en utilisant la question 1 de l'exercice 2 que Lﬁi‘an n)(X [4 Bronl ~ p?) converge en

loi vers N'(0,p?(1 — p?)). Comme —avn _ le théoréme de Slutsky assure que
Tl
_avn * > A A B R
By LBLMJTLJ (meanJ”J p”) converge en loi vers N (0, 5 (1 )) De la méme

_(Q-)vn [ B .
fagon, on montre que YTy ’BLGHJ X, WLMJ — p”) converge en loi vers

N(0, (tgf pP(1—pP)). Comme ces deux suites sont indépendantes, il vient que /n(M* —p)
converge en loi vers N (0, g—pr(l —-pH+ %p’g(l —pB)) = N(0, (6%)?).

* k x



