Examen du cours de Probabilités
Mardi 17 Janvier 2023 (8h30-11h30)

Polycopié et notes de cours autorisés. Tout objet électronique est interdit.

Baréme indicatif. L’ensemble de ’examen sera noté sur un baréme entre 25 et 30 points, et les points
seront approximativement répartis de la fagon suivante : 40% pour le premier exercice et 30% pour les
deux autres. Il n’est donc pas nécessaire de tout faire pour avoir 20.

EXERCICE 1. FORMULE DE PoST-WIDDER
On considere h : R; — R une fonction continue bornée, et on définit pour ¢t > 0,

h(t) = /0 h e ¥ h(z)dz,

sa transformée de Laplace.
On considere une suite i.i.d. (U;);>1 de variables aléatoires uniformes sur [0, 1].

1. Pour z > 0, donner la loi de —zlog(U;). Cette loi est elle intégrable ? De carré intégrable ?
2. Donner le comportement asymptotique de h (% Z?Zl[—a:log(Ui)]) lorsque n — o0.
3. En déduire que E[h (£ Y7 | [~z log(U5;)])] 2 h(zx).
4. A Taide de la premiére question, donner sans calcul la loi de Z, := Y [~z log(U;)]. En déduire
que
E |h (1 zn:[—xlog(Ui)O _ /oo h(z)— " nleigs,
n <= 0 x™(n —1)!

5. Montrer que la fonction A est continiment dérivable sur R% et que W(t) = — Iy~ ze % h(z)dz

pour ¢ > 0. Montrer ensuite que h est C* sur R* et donner la valeur de h() (t) pour n € N. En
déduire la formule d’inversion de Post-Widder :

h(z) = lim (fl)n—lnnﬁ(n—l)(n/‘%)

n—o0 x?(n —1)!

, ¢ >0.
6. On suppose pour cette question que h est de classe C? telle que |h”(x)| < M pour tout z > 0. En

utilisant un développement de Taylor au voisinage de x, montrer que

_ nflnnA(nfl) n/xc 72
T )| <

2n

On s’intéresse désormais a un calcul par Monte-Carlo de iL(t), pour ¢ > 0. Cette seconde partie de
I’exercice est indépendante de la premiére.

7. Montrer que h(t) = 1E[h(—1 log(U1))].

8. On pose M,(t) = L 3" | h(—11log(U;)) pour n > 1. Donner le comportement asymptotique de
M, (t) et de /n(M,(t) — h(t)).

9. On pose Vi(t) = - >0, h?(—+1og(U;)) — M, (t)?. Donner le comportement asymptotique de
V,,(t) puis construire un intervalle de confiance asymptotique de niveau 95% pour h(t) a I’aide de
M, (t) et V().

10. On considére un deuxiéme instant ¢’ > 0. Quel est le comportement asymptotique de \/n(M,(t) —

h(t), My(t') = h(t) ?
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EXERCICE 2. Soient X ~ A(0,1) une variable aléatoire gaussienne centrée réduite et E ~ £(1/2)

une variable aléatoire exponentielle indépendante. On pose Y = -V X4E V‘QXZ)JFE ot Y = =XEVXHE VQXM

1. Calculer la loi de |X| (on donnera sa densité). Calculer E[|X|].
2. Pour z € R, on pose 27 = max(z, 0). Montrer que 9, (z) = ZEVI+2 V2“72+Z
ensemble a préciser. Calculer ensuite la loi de Y, et montrer que Y suit la méme loi que |X|.

3. Donner sans calcul la loi de Y. Montrer que YY ~ &(2). Comparer E[YY] et E[|X]]? : les variables
Y et Y sont elles indépendantes 7

4. Soit X’ ~ N(0,1) indépendante de X. Montrer que P(X < |X']) < 1 et que P(X <Y) = 1. Les
variables aléatoires X et Y sont elle indépendantes ?

5. Calculer P(Y = |X|), et en déduire que (X,Y) et (X,|X]|) n’ont pas la méme loi.

est bijective entre R’ et un

6. Pour z € R et z > 0, on définit p(z,2) = <I+V§’2+Z, 2t V2x2+z>. Montrer soigneusement que ¢
définit un C'-difféomorphisme entre R x R* et un ensemble a préciser. Calculer ensuite la densité
du couple (Y,Y).

7. Retrouver la densité de la variable aléatoire Y. Exprimer (X,Y) & I'aide de (YY), puis calculer
la loi de (X,Y).
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EXERCICE 3. On sait par le cours que deux variables aléatoires réelles X et Y sont indépendantes
si, et seulement si,

Vo1, 92 € @, E[p1(X)h2(Y)] = Elé1(X)]E[é2(Y)], (1)
ou ¢ est une famille de fonctions test assez large. C’est le cas par exemple pour & = {f : R —
R, bornée mesurable} (théoréme de la fonction muette), ® = {f(z) = e“*,u € R} (fonction ca-

ractéristique) ou ® = {f(z) = 1,<4,u € R} (fonction de répartition). L’objectif de cet exercice est de
savoir si on peut prendre ¢ = ¢ dans (1), c’est a dire si

Vo € @, E[p(X)p(Y)] = E[¢(X)]|E[p(Y)] = X et Y sont indépendantes. (2)

1. On considere A = {(z,y) € [0,1* 12— 3 <y<zouz+1i <y}

Soit (X,Y’) une variable aléatoire loi uniforme sur A (densité p(z,y) = 214(z,y)). Commencer
par représenter A sur un dessin, puis montrer que X et Y suivent des lois uniformes sur [0, 1].

2. Les variables aléatoires X et Y sont elles indépendantes ?

3. Calculer, pour u € [0,1], P(X <u,Y <u) et P(X < u)P(Y < u). L’implication (2) est-elle vraie
pour ® = {f(z) = 1<y, u € R}?

4. Calculer, pour u € R, E[e®(X+Y)] (Indication : découper 'intégrale pour x € [0,1/2] et z €
[1/2,1]). Comparer avec E[e®*X|E[e?*Y]. L’implication (2) est-elle vraie pour ® = {f(z) = ¢ u €
R}?

5. On considere maintenant une fonction f : R — R mesurable bornée, et on pose F(xz) = [ f(2)dz.
Montrer que E[f(X)f(Y)] = F(1)? (on pourra montrer I’égalité suivante : f01/2 f(x) <f1+1/2 f(y)dy) dr =

T

f11/2 f(z) ( 02:_1/2 f(y)dy) dx). Conclure sur 'implication (2) pour ® = {f : R — R, bornée mesurable}.



Correction
EXERCICE 1.

1. D’apres le cours (simulation, méthode d’inversion de la fonction de répartition), —z log(U;) suit
une loi exponentielle de parametre 1/x. Il s’agit d’une loi intégrable et de carré intégrable.

2. L’intégrabilité permet d’appliquer la loi forte des grands nombres qui donne % Yoy —xlog(Us) —
x, presque strement. La fonction h étant continue, il vient que h (% Yo —a:log(UZ-)) — h(x),

presque siirement.

3. Par hypothese, la fonction h est bornée, c’est a dire qu'il existe C' € Ry, Vz > 0|h(z)| < C. Cela

n

donne la domination de la suite h (% Yo log(Ui)), et on conclut par convergence dominée.

4. D’apres la question 1, —zlog(U;) ~ I'(1,1/x). En utilisant I'indépendance, un résultat du cours
(proposition 3.4.4) donne Z,, ~ I'(n,1/z). Il vient

n?’b

E[h(Z,/n)] = /OOO h(z/n)Wez/xdz = /Ooo h(z/)m(z/)nfle—nz’/xdzl,

en posant 2z’ = z/n.

5. Soit € > 0. On utilise le théoreme de dérivation sous l'intégrale en utilisant la domination
|ze*h(z)| < Cze™* pour t > e. Cela donne que h est C sur [¢, +oo|, et b/ (t) = — [ ze *h(z)dz.
Comme € > 0 est arbitraire, on obtient que h est C'* sur R% . On montre ensuite de la méme fagon
par récurrence que pour tout n > 1, h est C" sur R* et h(m) (t) = (—1)" fooo 2"e ¥h(2)dz. Ainsi,
on a

(=) R D (n/z) = / 2 leT T (2)dz,
0

et on conclut a I’aide des deux questions précédentes.
6. La formule de Taylor a I'ordre deux donne
Zn/n
W(Zafn) = ha) = K@) Zufn =)+ [ (Zafn = 9" (o).
x

En prenant ’espérance, on obtient

(_1)n—lnnﬁ(n—1) (n/a})
x™(n —1)!

Zn/n
() =E / (Znfn— g () dy | -

On utilise alors I'inégalité triangulaire, la majoration | [~ (z—y)h” (y)dy| < Y(z—2)? et E[(Zn/n—
r)?] = Var(Z,/n) = 2% /n pour conclure.

7. D’aprés la question 1, —1log(Uy) ~ £(t) donc E[h(—1log(Uy))] = IS h(z)te 2dz = th(t).

8. Comme h est bornée, la variable aléatoire %h(—% log(U1)) est bornée donc intégrable et de carré
intégrable. La loi forte des grands nombres donne M, (t) — h(t), p.s., et le théoreme de la
limite centrale donne la convergence en loi de /n(M,(t) — h(t)) vers N(0,02(t)), ot o2(t) =
[ h2(2) S dz — h(t)?.

9. A nouveau, h? est bornée et on peut appliquer la loi forte des grands nombres : # Yoy h2(—% log(U;)) —

Io° h?(2) e_ttz dz, p.s. La continuité de (x,y) — x — y? assure alors que V,(t) — o%(t), p.s. On ob-

tient alors & I'aide du théoréme de Slutsky que /n/V, (M, (t) — h(t)) converge en loi vers N'(0, 1).
Ainsi, [M,(t) — 1,96 V”T(t), M, (t) + 1,964/ V"T(t)] est un intervalle de confiance asymptotique de

niveau 95% pour h(t).



10. La variable aléatoire (+h(—21log(U1)), #h(—%1og(U1))) est bornée donc de carré intégrable. On
peut donc utiliser le Theoreme de la limite centrale multidimensionnel pour obtenir que \/n(M,,(t)—
h(t), M, (') — h(t')) converge en loi Vers un vecteur gaussien centré de dimension 2 et de matrice
de covariance X(t,t') avec X1 o(t, ') = 7 fo —Llog(u))h(—4 log(u))du — h(t)A(t'), S11(t, 1) =

o2(t) et Xoo(t,t') = o2(t).
* Kk X

EXERCICE 2.
1. Soit f : R — R bornée mesurable. On a

22

Blf(XD) = [ e omte =2 [ 1)

22

par parité de la fonction intégrée. Donc | X| suit la loi de densité 2%1120 par le théoreme de

la fonction muette. De plus, E[| X|] = \ﬁ Jo ze~ 2 2dg = \/%

2. La fonction 1, est continue, strictement croissante et est donc bijective entre R% et JzT, co[. Soit
f : R — R bornée mesurable. On a également par indépendance de X et F,

22

V= [y et mz “aods = [ ([T 1) i) <

en utilisant le théoréme de Fubini. On pose, & x fixé y = 1, (z) = T+ VQIQ“ : c’est un changement
. .. . s . o o 2 .2 _ _ 1 _ 1
de variable bijectif de réciproque z = (2y — x)* — x* = 4(y — x)y et dy = W dz = G0 dz.

Il vient
_ﬁ
E[f(Y)] —2<yfc>y22—md> * de
o= [ ([T s 2y - )y
2
2
// JW)lyr<ye™ 2y— )92(2y—x)\/7rdxdy
oo Y 6*7+21y72y p p
= 2 2 — ) ———————dx .
| rwe| [ er—nc y
22 ) s 22 2
Ona [Y (2y—a)e 22V 2 dy = e W [em 2 P2W]Y___=e 2, et donc

Z/Ooof(y)2€y2

ce qui prouve que Y a méme loi que |X| par le théoreme de la fonction muette.

3. La variable aléatoire ¥ a méme loi que Y puisque (—X, E) a méme loi que (X E) en utilisant la

symétrie de la loi gaussienne et I'indépendance entre X et E. On a YY = £ D’apres le chapitre
de simulation, une —} log(U) ~ £(A). Ainsi, £ o _2113;([]) = _log(U) et donc YY ~ £(2). Donc
E[YY] = 1/2 est dlfferent de E[Y|E[Y] = 2 (question 1) : les variables Y et Y ne sont pas
indépendantes.



(2242
4. On a par indépendance de X et X', P(X < |X'|) = E[lxx/] = [p Jg 1x<|y|¥d$dy.
L’ensemble {(x,y) : = > |y|} est de mesure de Lebesgue positive, et donc

) e*(12+y2>/2d P
/R/R w2y T o dray >0,

ce qui prouve que P(X < |X'|) < 1. Par ailleurs, on a Y > X avec {Y = X} € {E = 0} Ce
qui prouve que P(Y = X) = 0 et donc P(Y > X) = 1. Si X et Y étaient indépendantes, (X,Y)
et (X, |X'|) suivraient la méme loi puisque X est indépendante de X’ et |X’| a méme loi que Y
d’apres la question précédente. Cela donnerait P(X <Y) =P(X < |X’|) ce qui est impossible.

. On observe que {Y = |X|} est I'union disjointe des deux événements {X > 0, E = 0} et {X <
0, E = 8X?} et donc

_a?
2

o0 1 _z e
Py = %) = [ ([ usoaco + Locgocnn)ye i) < o=

Si (X,Y) avait méme loi que (X,|X]), on aurait P(Y = |X|) = P(|X]| = |X]|) = 1 ce qui est
impossible.

. On a clairement (R x R*%) C RY x Ri. Soient u,v > 0 tels que u = EEVEIEE of v = =2E V2$2+Z.
Il vient z = u — v puis z = (u + v)? — 2% = 4uv. Ainsi on obtient 1(u v) = (u — v,4uv), et
comme gp_l(Rj_ x R%) C R x R%, cela prouve que ¢ est un C'-difféomorphisme entre R x R% et

R* x R%. On a Jac(p™')(u,v) = det [411}
On a

;ﬂ = 4(u +v). Soit f : R? — R bornée, mesurable.

1‘

21
YY // f (o, 2) \/iie 3dadz

(u=v)?

/ / f(u,v) \/iﬂ ; 204 (y + v)dudv

(u+v)

//fuv u—i—v) N dudv

. ~ (utvw
Par le théoreme de la fonction muette, (Y,Y) suit la densité 2(u+v)%1u>0,v>0. On retrouve

)2

que les variables aléatoires Y et Y ne sont pas indépendantes car la densité n’est pas égale a

_ u2+v2

e

1,>00>0 (on peut aussi simplement remarquer qu’elle ne s’écrit pas sous forme produit).

. Par la formule des lois marginales, on calcule

(quU) u?

/002( S L A L / T R [
u v V= u ’U 2 v = ,

0 V2T V2 V2T

uv ’U2 uv ’U2
puisque la primitive de (u + v)e~ T est —e "F. On retrouve bien la loi obtenue. Enfin
(X,Y)= (Y —Y,Y). L’application T : (y,9) — (y — 9,y) est linéaire bijective (systéme triangu-

)
laire), et Vimage de R x R% est {(z,y) : z € R,at < y}. Il vient par changement de variable



(Idet(T)| = 1) que

_ (u+v)2
e

B V)] =BT ) = [ [ #0260+ o) duds

_ (2y—x)?

o0 e~ 2z
- /]R /0 F@.9)2(2y = 2) = Lycydody

_(2y—x)?

Par le théoreme de la fonction muette, (X,Y) suit la loi de densité 2(2y — x)%lﬁq.
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EXERCICE 3.

1. Par la formule des lois marginales, on a
7 fx_l/QQdyZISixe[l/Q,lL

T

si bien que X ~ U([0,1]). De méme, on obtient que

1 V2900 =1 siy € [0,1/2
[ o= {5ttt =ty
0

Oy_1/2 2dx + fyl 2dr =1siye[1/2,1],

et donc que Y ~ U([0,1]).
2. La densité ne s’écrit pas sous forme produit : X et Y ne sont pas indépendantes.
3. Pour uw € [0,1/2], on a

P(X <u,Y <w) :/ / p(z,y)dxdy = 2/ / 1< dxdy
0 JO 0 JO

:2/0u</0xdy>dx:u2.

Pour u € [1/2,1], on a en utilisant le calcul précédent
u u u u u u
P(X <u,Y <w) :/ / p(x,y)dzdy = 2/ / 1x1/2§y§xd$d?/+2/ / 1, 41/2<ydady
o Jo o Jo o Jo

u u u u
= U2 — 2/ / 1y§x,1/2dl’dy -+ 2/ / 1m+1/2§yd$dy = 'LLQ.
0 0 0 0

La derniere égalité s’obtient en échangeant les variables muettes x et y :

//1y§x—1/2d95dy=/ / 1m§y—1/2d$dy:/ / 1, 41/2<ydzdy.
o Jo o Jo o Jo

L’implication est donc fausse pour la famille des fonctions indicatrices.
4. Soit u € R. Par le cours, on a E[e™X] = sin(u/2) piv/2 puisque X ~ U([0,1]) et donc E[e*X|E[e?Y] =

5 u/2



Par ailleurs, en remarquant que p(z,y) = 21 1/9)(2)(1y<z + Loq1/2<y) + 2117211 (T)1am1/2<y<as

1 1
E[eiu(XJrY)] :/ </ ei“(Hy)p(a:,y)dy) dr
0 0

12 [ rz 1 . 1 @ '
= / / ezu(z+y)dy+/ @ty gy dx+2/ / M@ gy | da
0 0 o+1/2 1/2 \Jz—1/2

2 . . ,
/ pliur _ jiuw + ezu(m—i—l) o 61u(2:c+1/2)d$ Jr/
0

1/2
_ 92 [e2iu 1 g . s eiud/2 _ piu/2 ) etud/2 _ eiu/2]

1
p2iur _ 6iu(2r—1/2)dm]

(1u)? 2 2 2
2 eZiv _ : et s sin(u/2) 2
— 1 — eit| = w/2 /22 _ i
o | L] = e - = (T

On a E[e™(X+Y)] = E[e™®X]E[¢™Y], alors que X et Y ne sont pas indépendantes.

5. Commengons par montrer I’égalité demandée. On a par changement de variable 2/ = x + 1/2,
puis en utilisant le théoréme de Fubini, puis en utilisant & nouveau un changement de variable :

1/2 1 1 1
[ e ( / +1/2f<y>dy> wr= [ s 12 ([ s as
1 1
— [ ] 5 = 125wty
1/2J1/2

1
fla' — 1/2)1x/<yd:c'> dy
1/2 N

On a donc, en utilisant cette égalité

sCosm =2 [ ( [ rwswar [ f(:v)f(y)dy) wie [ ( L. f<x>f<y>dy> da
[ ([ i) e [ ( [ s [ f(x)f(y)dy> s
2 [ ) ([ swy) e = Fay:

Par ailleurs, E[f(X)] =E[f(Y)] = fol f(u)du = F(1). On a donc E[f(X) f(Y)] = E[f(X)]E[f(Y)]
pour toute fonction bornée mesurable. L’implication (2) est donc fausse.



