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Préface

Ce livre d’exercices et de problemes corrigés s’appuie sur le texte de cours
Introduction aux probabilités et o la statistique. 1l reprend, avec leur correction
détaillée, les exercices et les problemes proposés aux éleves de premiere année a
I’'Ecole Nationale Supérieure des Techniques Avancées depuis 1999. L’accent est
mis sur la modélisation et les applications.

Gardant la structure du texte de cours, les exercices sont regroupés en cha-
pitres, avec en probabilités : les espaces probabilisés I (probabilités discretes, dé-
nombrement, probabilités conditionnelles et indépendance), les variables aléatoires
discretes 1T (loi, loi conditionnelle, espérance), les variables aléatoires continues I11
(loi, loi conditionnelle, espérance, fonction de répartition), les fonctions caracté-
ristiques IV (ou transformée de Fourier), les théoremes limites V (les différentes
convergences, loi forte des grands nombres, théoréme central limite), les vecteurs
gaussiens VI, la simulation VII (qui correspond & un paragraphe dans le livre de
cours) ; et avec en statistique : les estimateurs VIII (estimation paramétrique, esti-
mateur du maximum de vraisemblance, propriétés des estimateurs a horizon fini et
asymptotique, comparaison d’estimateurs, amélioration d’estimateurs par condi-
tionnement par rapport a une statistique exhaustive), les tests IX (tests asympto-
tiques, tests du x? empiriques, tests d’adéquation de loi et tests non paramétriques)
et les intervalles et régions de confiance X. Dans chaque chapitre d’exercices, nous
nous sommes efforcés de présenter des exercices de manipulation qui permettent
d’appréhender les concepts du cours, puis parfois des exercices spécifiques (comme
sur les lois ou probabilités conditionnelles, sur le jeu de pile ou face ou sur le
test du x2), et surtout des exercices de modélisation avec des applications di-
verses dans plusieurs domaines scientifiques (mathématiques, physique, sciences
de 'ingénieur, sciences du vivant, économie...). Citons par exemple : le calcul du
nombre de points fixes d’une permutation 1.9, les notions de sensibilité et de spé-
cificité des tests de dépistage 1.11, I’analyse du jeu “Let’s Make a Deal” 1.14, une



méthode d’optimisation de cout de dépistage I1.18, un calcul (peu efficace) de 7
avec 'aiguille de Buffon II1.16, le calcul de la loi de Maxwell pour la distribution
des vitesses des molécules d’un gaz I11.18, des calculs de limites déterministes par
des méthodes stochastiques V.11 et V.12, le paradoxe de Saint-Petersbourg V.13,
I'analyse des sondages V.14 (voir aussi les problemes XI.10 et XIIL.8), le théoreme
de Weierstrass V.17, un modele de contamination au mercure V.18, la détection
de la contamination dans I’agro-alimentaire VIII.10, la détection d’un vaccin défi-
cient IX.7, 'analyse du nombre de gargons dans les familles & 5 enfants IX.18 (voir
aussi le probleme XII.10), les dés (non-équilibrés) de Weldon I1X.19, I'analyse des
intervalles de confiance d’une fréquence X.3...

Viennent enfin deux chapitres de problemes qui utilisent ’ensemble des concepts
du cours de probabilités (chapitre XI) et du cours de probabilités et de statistique
(chapitre XII). Les problemes ont une forte composante de modélisation et d’ana-
lyse des modeles correspondant & des phénomenes réels. Ils sont révélateurs de la
diversité de l'utilisation actuelle des probabilités et des statistiques. Citons par
exemple : 'analyse des populations biologiques (leur dynamique avec le processus
de Galton-Watson XI.8 et l'estimation de leur taille XII.2), I'analyse génétique
(modele de Hardy-Weinberg XII.1 et modele de mutation de ’ADN XII.13), I’ana-
lyse des temps d’attente (problemes du collectionneur XI.3 et XI.4, paradoxe du
bus XI.5), les modeles en économie (mathématiques financieres XI.12, stratégie op-
timale dans le probleme du mariage XI.14, vente de disques XI.11 et XII.9, taille
des villes XI1.6), la théorie de I'information XI.13, analyse des séries temporelles
XII.12, la théorie des sondages XI.10 et XII.8, des modeles de physique (loi de
Bose-Einstein XI1.9, résistance de céramiques XII.7, chaleur latente XII.5), les mé-
thodes statistiques de comparaison d’échantillons XII.11, XII1.6, XII.3, XII.4... Le
dernier chapitre comprend les corrections détaillées des exercices et des problemes.

Grace a la participation active des éléves et surtout des enseignants, ce fut
un plaisir de rédiger ces exercices et problemes. Je souhaite ainsi remercier : Mo-
hamed Ben Alaya, Hermine Biermé, Antoine Chambaz, Jean-Stéphane Dhersin,
Roland Donat, Anne Dutfoy, Xavier Epiard, Marie-Pierre Etienne, Josselin Gar-
nier, Julien Guyon, Far Hadda, Olivier Hénard, Patrick Hoscheit, Lauris Joubert,
Régis Lebrun, Vincent Lefieux, Jérome Lelong, Eulalia Nualart, Christian Pa-
roissin, Bénédicte Puig, Victor Rivero, Raphaél Roux, Mohamed Sbai, Simone
Scotti, Michel Sortais, Emmanuel Temam et Mathias Winkel. Je souhaite égale-
ment remercier Romain Abraham, Didier Chauveau, Benjamin Jourdain et Ber-
nard Lapeyre pour les nombreuses discussions ainsi que Jean-Philippe Chance-
lier pour son aide précieuse concernant 1'utilisation des logiciels Latex et Scilab
(http://www.scilab.org/). Enfin je remercie les personnels du Cermics, labo-

VIII



ratoire de I'Ecole des Ponts et Chaussées, pour 'ambiance de travail agréable et
stimulante qu’ils ont su créer et développer.

Avec pour la fin, les remerciements & ceux qui m’ont entouré et soutenu tout
au long de la rédaction de cet ouvrage.

Champs-sur-Marne,
Octobre 2011. Jean-Francois Delmas
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Premiere partie

Enoncés






I

Espaces probabilisés

I.1 Dénombrement

Exercice 1.1 (Jeu de cartes).
On tire au hasard deux cartes dans un jeu de 52 cartes.

1. Quelle est la probabilité pour que la couleur des deux cartes soit pique ?

2. Quelle est la probabilité pour que les deux cartes ne soient pas de la méme
couleur (pique, coeur, carreau, trefle) ?

3. Quelle est la probabilité pour que la premiere carte soit un pique et la seconde
un ceeur ?

4. Quelle est la probabilité pour qu’il y ait un pique et un coeur ?

5. Quelle est la probabilité pour qu’il y ait un pique et un as?

Exercice 1.2 (Jeu de dés).
Le joueur A possede deux dés a six faces, et le joueur B possede un dé a douze
faces. Le joueur qui fait le plus grand score remporte la mise (match nul si égalité).
Calculer la probabilité que A gagne et la probabilité d’avoir un match nul. Le jeu
est-il équilibré ?

A

Exercice 1.3 (Anniversaires simultanés).
On considere une classe de n éleves. On suppose qu’il n’y a pas d’année bissextile.

1. Quelle est la probabilité, p,, pour que deux éleves au moins aient la méme date
d’anniversaire ? Trouver le plus petit entier n; tel que p,, > 0.5. Calculer p3g6.

2. Quelle est la probabilité, ¢,, pour qu’au moins un éleve ait la méme date
d’anniversaire que Socrate ? Calculer g, et g366.



I Espaces probabilisés

Exercice 1.4 (Jeu de pile ou face).

FEugene et Diogene ont I’habitude de se retrouver chaque semaine autour d’un verre
et de décider a pile ou face qui regle 'addition. Eugene se lamente d’avoir payé
les quatre dernieres additions et Diogene, pour faire plaisir & son ami, propose de
modifier exceptionnellement la régle : “Eugéne, tu vas lancer la piece cinq fois et
tu ne paieras que si on observe une suite d’au moins trois piles consécutifs ou d’au
moins trois faces consécutives”. Eugene se félicite d’avoir un si bon ami. A tort ou
a raison ?

A

Exercice 1.5 (Tirage avec remise et sans remise).
Une urne contient r boules rouges et b boules bleues.

1. On tire avec remise p € N* boules. Calculer la probabilité pour qu’il y ait p,
boules rouges et py boules bleues (p, + py = p).

2. On tire sans remise p < r 4+ b boules. Calculer la probabilité pour qu’il y ait
pr boules rouges et p, boules bleues (p, <7, pp < bet p, + pp = p).

3. Calculer, dans les deux cas, les probabilités limites quand r — oo, b — oo et
r/(b+r)— 0 €]0,1].
A

1.2 Formule du crible et applications

Exercice 1.6 (Formule du crible).
Soit Aq,---, A, des évenements.

1. Montrer que P(A; U A2) = P(A1) + P(A2) — P(A; N Ag).

2. Montrer la formule du crible par récurrence.
P (U Ai> => (=Pt YT P4, NN 4. (1.1)
i=1 p=1 1<ip<-<ip<n

3. Inégalités de Bonferroni. Montrer, par récurrence sur n, que pour 1 < m < n,

Z(—l)pﬂ Z P(A;, N---N Ajp)
p=1 1<i1<-<ip<n

est une majoration (resp. minoration) de P(|J;_; A;) lorsque m est impair (resp.
pair).



1.2 Formule du crible et applications

A

Exercice 1.7 (Entente).

Afin de savoir si les éleves travaillent indépendamment ou en groupe, un enseignant
donne m exercices a une classe de n éleves et demande a chaque éleve de choisir k&
exercices parmi les m.

1.

Calculer la probabilité pour que les éleéves aient tous choisi une combinaison
fixée de k exercices.

. Calculer la probabilité pour que tous les éleves aient choisi les kK mémes exer-

cices.

. Calculer la probabilité pour qu’'une combinaison fixée a ’avance, n’ait pas été

choisie.

Calculer la probabilité pour qu’il existe au moins une combinaison de k exer-
cices qui n’ait pas été choisie. (On utilisera la formule du crible (I.1), cf. exercice
1.6)

. AN. Donner les résultats pour n = 20, m = 4, k = 2. Comparer les valeurs

pour les questions 1 et 2 puis 3 et 4. Que peut dire I’enseignant si tous les
éleves ont choisi la méme combinaison de 2 exercices 7

A

Exercice 1.8 (Nombre de Stirling).
On utilise dans cet exercice la formule du crible (I.1) (cf exercice 1.6). Soit 1 < k <

n.

1. Calculer a I'aide de la formule du crible le nombre de surjections de {1,--- ,n}

2. En déduire {n

dans {1,--- ,k}.

}, le nombre de partitions d’un ensemble & n éléments en k sous-

k

ensembles non vides. Les nombres {Z} sont appelés les nombres de Stirling de

deuxieme espece.

3. Montrer que

-t e oo

Exercice 1.9 (Points fixes d’'une permutation).
On utilise dans cet exercice la formule du crible (I.1) (cf exercice 1.6).



I

Espaces probabilisés

Pour féter leur réussite a un concours, n étudiants se donnent rendez-vous dans
un chalet. En entrant chaque personne dépose sa veste dans un vestiaire. Au
petit matin, quand les esprits ne sont plus clairs, chacun prend au hasard une
veste. Quelle est la probabilité pour qu’une personne au moins ait sa propre
veste ?

. En déduire le nombre de permutations de {1,...,n} sans point fixe (probleme

formulé par P. R. de Montmort en 1708) !

En s’inspirant de la question 1, calculer la probabilité 7, (k) pour que k per-
sonnes exactement aient leur propre veste.

Calculer la limite 7(k) de m,(k) quand n tend vers 'infini. Vérifier que la
famille (7(k), k € N) détermine une probabilité sur N. Il s’agit en fait de la loi
de Poisson.

A

1.3 Probabilités conditionnelles

Exercice 1.10 (Famille a deux enfants).
On suppose que 'on a autant de chance d’avoir une fille ou un garcon a la naissance
(et qu’il n’y a pas de jumeau). Votre voisin de palier vous dit qu’il a deux enfants.

1.

Quelle est la probabilité qu’il ait au moins un gargon ?

2. Quelle est la probabilité qu’il ait un garcon, sachant que ’ainée est une fille 7
3.
4

. Vous téléphonez & votre voisin. Une fille décroche le téléphone. Vous savez que

Quelle est la probabilité qu’il ait un garcon, sachant qu’il a au moins une fille ?

dans les familles avec un garcon et une fille, la fille décroche le téléphone avec
probabilité p, quelle est la probabilité que votre voisin ait un garcon ?

. Vous sonnez & la porte de votre voisin. Une fille ouvre la porte. Sachant que

’ainé(e) ouvre la porte avec probabilité p, et ce indépendamment de la répar-
tition de la famille, quelle est la probabilité que votre voisin ait un garcon ?

La question 3 a une variante? (laissée a la sagacité du lecteur) : Quelle est la
probabilité que votre voisin qui a deux enfants, ait un garcon, sachant qu’il a une
fille qui est née un mardi?

A

1. L. Takacs. The problem of coincidences. Arch. Hist. Exact Sci., vol. 21(3), pp. 229-244
(1980).

2. T. Khovanova. Martin Gardner’s Mistake. http://arxiv.org/pdf/1102.0173v1 (2011).



1.3 Probabilités conditionnelles

Exercice 1.11 (Test médical).

Les laboratoires pharmaceutiques indiquent pour chaque test sa sensibilité «, qui
est la probabilité que le test soit positif si le sujet est malade, et sa spécificité 5, qui
est la probabilité que le test soit négatif si le sujet est sain. Sachant qu’en moyenne
il y a un malade sur 1000 personnes, calculer la probabilité pour que vous soyez
un sujet sain alors que votre test est positif, avec o« = 98% et 8 = 97%. Calculer

la probabilité d’étre malade alors que le test est négatif. Commentaire.
A

Exercice 1.12 (Couleur des yeux).

Le gene qui détermine la couleur bleue des yeux est récessif. Pour avoir les yeux
bleus, il faut donc avoir le génotype bb. Les génotypes mm et brm donnent des yeux
marron. On suppose que les parents transmettent indifféremment un de leurs genes
a leurs enfants. La sceur et la femme d’Adrien ont les yeux bleus, mais ses parents
ont les yeux marron.

1. Quelle est la probabilité pour qu’Adrien ait les yeux bleus ?

2. Quelle est la probabilité que le premier enfant d’Adrien ait les yeux bleus
sachant qu’Adrien a les yeux marron ?

3. Quelle est la probabilité pour que le deuxieme enfant d’Adrien ait les yeux
bleus sachant que le premier a les yeux marron ?

4. Comment expliquez-vous la différence des résultats entre les deux dernieres
questions ?

A

Exercice 1.13 (Paradoxe de Bertrand (1889)).
On considere trois cartes : une avec les deux faces rouges, une avec les deux faces
blanches, et une avec une face rouge et une face blanche. On tire une carte au
hasard. On expose une face au hasard. Elle est rouge. Parieriez-vous que la face
cachée est blanche ? Pour vous aider dans votre choix :
1. Déterminer ’espace de probabilité.
2. Calculer la probabilité que la face cachée soit blanche sachant que la face visible
est rouge.
A

Exercice 1.14 (Let’s Make a Deal).
Le probleme qui suit est inspiré du jeu télévisé américain “Let’s Make a Deal”
(1963-1977) présenté par Monty Hall3. On considere trois portes : A, B et C.

3. Wikipedia : http://en.wikipedia.org/wiki/Monty_Hall_problem.



I Espaces probabilisés

Derriere I'une d’entre elles se trouve un cadeau et rien derriere les deux autres.
Vous choisissez au hasard une des trois portes sans 'ouvrir, par exemple la porte A.
A ce moment-la, le présentateur, qui sait derriere quelle porte se trouve le cadeau,
ouvre une porte parmi les deux B et C, derriere laquelle il n’y a évidemment rien.
On vous propose alors de changer ou non de porte, le but étant d’ouvrir la porte
qui cache le cadeau afin de gagner. L’objectif de cet exercice est de déterminer
votre meilleure stratégie.

1. On suppose que si le cadeau est derriere la porte A, alors le présentateur choisit
au hasard entre les deux autres portes. Calculer la probabilité pour que le
cadeau soit derriere la porte B sachant que le présentateur ouvre la porte C.
Que faites-vous ?

2. On suppose que si le cadeau est derriere la porte A, alors le présentateur choisit
systématiquement la porte B. Que faites-vous si le présentateur ouvre la porte
B (respectivement C)?

3. Montrer que quelle que soit la valeur de la probabilité pour que le présentateur
ouvre la porte B (respectivement C') sachant que le cadeau est derriere la porte
A, vous avez intérét a changer de porte. En déduire que la meilleure stratégie
consiste a changer systématiquement de porte.

4. Une fois que le présentateur a ouvert une porte, et quel que soit le mécanisme
de son choix, vous tirez a pile ou face pour choisir si vous changez ou non
de porte. Quelle est votre probabilité de gagner le cadeau? Vérifier que cette
stratégie est moins bonne que la précédente.

A



I1

Variables aléatoires discretes

I1.1 Exercices de manipulation

Exercice I1.1 (Lois discretes usuelles).
Calculer les fonctions génératrices des lois usuelles : Bernoulli, binomiale, géomé-
trique et Poisson. En déduire leur moyenne et leur variance.

A

Exercice I1.2 (Loi de Poisson).
Soit X une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre § > 0 : P(X = k) =

k
o9 ke N.

€ H,

1
1. Vérifier que est une variable aléatoire intégrable. Calculer E [—]

1+X 1+ X
1

1+X)2+X)

2. Calculer E [ } et en déduire E [ 1 ]

24+ X

Exercice I1.3 (Ivresse).
Un gardien de nuit doit ouvrir une porte dans le noir, avec n clefs dont une seule
est la bonne. On note X le nombre d’essais nécessaires pour trouver la bonne clef.

1. On suppose que le gardien essaie les clefs une a une sans utiliser deux fois la
meéme. Donner la loi de X, son espérance et sa variance.

2. Lorsque le gardien est ivre, il mélange toutes les clefs a chaque tentative. Donner
la loi de X, son espérance et sa variance.

3. Le gardien est ivre un jour sur trois. Sachant qu’un jour n tentatives ont été

nécessaires pour ouvrir la porte, quelle est la probabilité que le gardien ait été
ivre ce jour la? Calculer la limite quand n tend vers I'infini.



II Variables aléatoires discretes

Exercice I1.4 (Jeu de dés).

On jette 5 dés. Apres le premier lancer, on reprend et on lance les dés qui n’ont
pas donné de six, jusqu’a ce qu’on obtienne 5 six. Soit X le nombre de lancers
nécessaires.

1.
2.

3.

Calculer P(X < k) pour k € N.

Soit Y une variable & valeurs dans N. Montrer que

E[Y] = ip(y > k).
k=1

Combien de lancers sont nécessaires en moyenne pour obtenir les 5 six 7

Exercice I1.5 (Mélange de lois discretes).

Soit des variables aléatoires indépendantes X, de loi de Bernoulli de parametre
p €]0,1[, Y de loi géométrique de parametre a €]0,1[ et Z de loi de Poisson de
parametre 6 > 0.

1.
2.

Donner les fonctions génératrices de Y et Z.

Soit U la variable aléatoire égale a 0 si X = 0, égale a Y si X = 1. Calculer la
fonction génératrice de U, en déduire E[U] et E[U?].
Soit V' la variable aléatoire égale a Y si X = 0, égale a Z si X = 1. Calculer la
fonction génératrice de V, en déduire E[V] et E[V?].

AN

Exercice I1.6 (Questionnaire a choix multiples).

On pose 20 questions & un candidat. Pour chaque question k réponses sont propo-
sées dont une seule est la bonne. Le candidat choisit au hasard une des réponses
proposées.

1.

10

On lui attribue un point par bonne réponse. Soit X le nombre de points obtenus.
Quelle est 1la loi de X 7

. Lorsque le candidat donne une mauvaise réponse, il peut choisir a nouveau une

des autres réponses proposées. On lui attribue alors % point par bonne réponse.
Soit Y le nombre de % points obtenus lors de ces seconds choix. Quelle est la
loi de Y7

Soit S le nombre total de points obtenus. Déterminer k£ pour que le candidat
obtienne en moyenne une note de 5 sur 20.



11.2 Jeu de pile ou face

A

Exercice I1.7 (Deux urnes).

On considere deux urnes contenant chacune R boules rouges et B boules bleues.

On note X le nombre de fois ou en retirant une boule de chacune des deux urnes,

elles n’ont pas la méme couleur. Les tirages sont sans remise.

1. Calculer la probabilité pour que lors du i-eme tirage, les deux boules n’aient
pas la méme couleur. En déduire E[X].

2. Calculer la loi de X. Est-il facile de calculer E[X] & partir de la loi de X 7

A

Exercice I1.8 (Urne).
Une urne contient IV boules numérotées de 1 & N. On tire n boules une a une avec
remise. Soit X et Y le plus petit et le plus grand des nombres obtenus.

1. Calculer P(X > x) pour tout « € {1,--- , N}. En déduire la loi de X.
2. Donner la loi de Y.
3. Calculer P (X > z,Y < y) pour tout (z,y) € {0,--- , N}2. En déduire la loi du
couple (X,Y).
A

Exercice I1.9 (Dé a 11 faces).

On désire répondre a la question suivante : Peut-on reproduire le résultat d’un

lancer d’'un dé équilibré & onze faces, numérotées de 2 a 12, comme la somme d’un

lancer de deux dés a six faces, numérotées de 1 a 6, éventuellement différemment

biaisés ?

1. Soit X de loi uniforme sur {2,...,12}. Vérifier que la fonction génératrice de
X est un polynome. Quelles sont ses racines réelles ?

2. Etudier les racines de la fonction génératrice associée a la somme d’un lancer
de deux dés a six faces. Conclure.

A

11.2 Jeu de pile ou face

Exercice I1.10 (Egalité de pile).
Deux joueurs lancent une piece de monnaie parfaitement équilibrée n fois chacun.

Calculer la probabilité qu’ils obtiennent le méme nombre de fois pile.
A

11



II Variables aléatoires discretes

Exercice I1.11 (Les boites d’allumettes de Banach).
Ce probleme . est di & H. Steinhaus (1887-1972) qui le dédia & S. Banach (1892-
1945), lui aussi grand fumeur.

Un fumeur a dans chacune de ses deux poches une boite d’allumettes qui
contient initialement N allumettes. A chaque fois qu’il veut fumer une cigarette,
il choisit au hasard une de ses deux poches et prend une allumette dans la boite
qui s’y trouve.

1. Lorsqu’il ne trouve plus d’allumette dans la boite qu’il a choisie, quelle est la
probabilité pour qu’il reste k£ allumettes dans I’autre boite ?

2. Le fumeur cherche alors une allumette dans son autre poche. Quelle est la
probabilité pour que I'autre boite soit vide, ce qui suffit & gacher la journée?
Application numérique : N = 20 (la boite plate), N = 40 (la petite boite).

A

Exercice I1.12 (Loi binomiale négative).

On considere un jeu de pile ou face biaisé : les variables aléatoires (X,,n € N*) sont
indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[: P(X,, =1) =p
et P(X, = 0) = 1 —p. On note T} linstant du k-ieme succes : 71 = inf{n >
1; X, =1} et pour k > 2,

T, =inf{n>Tp 1+ 1; X, =1}.

1. Montrer que 17 et T5 — 17 sont indépendants.

2. On pose Ty = 0. Montrer que 71 —T1g, To—T1, - - -, Tip+1— T}, sont indépendantes
et de méme loi.

3. Calculer E[T}] et Var(T}).

4. Déterminer P(T}, = n) directement. Donner la fonction génératrice de T. La
loi de T}, est appelée loi binomiale négative de parametre (k,p).

On posséde une seconde piece de parametre p €]0,1[. On note 7 linstant du
premier succes de la seconde piece. On décide de jouer avec la premiere piece
jusqu’au 7-ieme succes (c’est-a-dire T7).

5. Déterminer la loi de T a I'aide des fonctions génératrices. Reconnaitre la loi
de T,.

6. Retrouver ce résultat a ’aide d’un raisonnement probabiliste sur les premiers
temps de succes.

A

1. W. Feller. An introduction to probability theory and its applications, vol. 1. Wiley, third ed.
(1968).

12



I1.3 Lois conditionnelles

Exercice I1.13 (Temps d’apparition d’une séquence).

On considére un jeu de pile ou face biaisé : les variables aléatoires (X,,,n € N*) sont

indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[ : P(X,, =1) =p

et P(X,, =0) =1 — p. On considere le premier temps d’apparition de la séquence

10 : T =inf{n > 2; X,,_1 = 1, X,, = 0}, avec la convention inf () = 4o0.

1. Montrer que P(T' < +00) = 1.

2. Calculer la loi de T, et montrer que 1" a méme loi que U +V ou U et V sont des
variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de parametre respectif p
et 1 —p.

3. Trouver la fonction génératrice de T

4. Calculer la moyenne et la variance de T

Exercice I1.14 (Loi de Poisson).

Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli
de parametre p €]0,1[, P(X,, = 1) = p et P(X,, =0) = 1 — p, et N une variable
aléatoire a valeurs dans N indépendante de (X,,n > 1). On pose S =0si N =0
et § = Zivzl X}, sinon. On désire déterminer les lois de N telles que les variables
S et N — S soient indépendantes. On note ¢ la fonction génératrice de .

1. On suppose que la loi de N est la loi de Poisson de parametre § > 0 : P(N =
n

n)=— e~% pour n € N. Déterminer la loi de (S, N — S). Reconnaitre la loi de
n

S. Vérifier que S et N — S sont indépendants.

On suppose que S et N — S sont indépendants.

2. Montrer que pour tout z € [—1,1], ¢(z) = ¢((1 — p) + pz)dp(p+ (1 — p)z). On
pose h(z) = ¢/'(2)/é(z), pour z €]0, 1[. Montrer que h(z) = ph((1 — p) + pz) +
(1=p)h(p+ (1 —p)2).

3. On suppose p = 1/2. Vérifier que h(z) = h((1 + 2)/2). En déduire que h(z) =

lim A(r), puis que soit N = 0 p.s., soit N suit une loi de Poisson.
r—1-

4. On suppose p €]0,1/2[. Montrer, en s’inspirant de la question précédente, que
soit N = 0 p.s., soit IV suit une loi de Poisson.

A

I1.3 Lois conditionnelles

Exercice I1.15 (Loi de Bernoulli).
Soit (X1, ..., X, ) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli
de parametre p €0, 1[. On note S, = > | X;.

13



II Variables aléatoires discretes

1. Calculer la loi de (X1,...,X,) conditionnellement a S,,.
2. Calculer la loi de X; conditionnellement & S,, (pour n > 7).
3. Les variables X et X5 sont-elles indépendantes conditionnellement a S, (pour
n>2)7
A

Exercice I1.16 (Loi de Poisson).
Soit X1, X5 des variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de parametres
respectifs 01 > 0 et 65 > 0.

1. Calculer la loi de X7 + X5.
2. Calculer la loi de X7 sachant X7 + X5. Reconnaitre cette loi.
3. Calculer E[X;|X; + Xa].

Exercice I1.17 (Somme de variables aléatoires géométriques).

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de méme

parametre p €0, 1].

1. Calculer les fonctions génératrices de X et de Y, en déduire celle de S = X +Y.
Calculer P(S = n) pour n € N.

2. Déterminer la loi de X sachant S. En déduire E[X|S].
3. Vérifier la formule E [E[X|S]] = E[X].

I1.4 Modélisation

Exercice I1.18 (Optimisation de coits).

Le cotit de dépistage de la maladie M a ’aide d’un test sanguin est c. La probabilité
qu’une personne soit atteinte de la maladie M est p. Chaque personne est malade
indépendamment des autres. Pour effectuer un dépistage parmi N personnes, on
propose les deux stratégies suivantes :

Stratégie 1 : Un test par personne.

Stratégie 2 : On suppose que N/n est entier et on regroupe les N personnes
en N/n groupes de n personnes. Par groupe, on mélange les prélevements
sanguins des n personnes et on effectue le test. Si on détecte la maladie M
dans le mélange, alors on refait un test sanguin pour chacune des n personnes.

14



1I.4 Modélisation

Calculer le coit de la stratégie 1, puis le colit moyen de la stratégie 2. On
supposera np < 1, et on montrera que n =~ p_l/ 2 est une taille qui minimise
correctement le cout moyen de la stratégie 2. Quelle stratégie choisissez-vous ?
Illustrer vos conclusions pour le cas ou p = 1%.

Cette démarche a été utilisée initialement par R. Dorfman 2, durant la Seconde
Guerre mondiale, dans un programme commun avec I’United States Public Health
Service et le Selective Service System, afin de réformer les futurs appelés du contin-
gent ayant la syphilis (taux de syphilis en Amérique du nord : de lordre de 1%
a 2% dans les années 1940 et de l'ordre de 5 & 20 pour 100 000 en 1990). De
nombreuses généralisations ont ensuite été étudiées.

A

Exercice I1.19 (Temps de panne).

On désire modéliser la loi du temps d’attente d’une panne de machine a 'aide
d’une loi sans mémoire : la probabilité pour que la machine tombe en panne aprées
la date k 4+ n sachant qu’elle fonctionne a I'instant n est indépendante de n. Plus
précisément, on dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans N est de loi sans
mémoire si P(X > k + n|X > n) est indépendant de n € N pour tout k£ € N.

1. Montrer que la loi géométrique de parametre p est sans mémoire.

2. Caractériser toutes les lois sans mémoire des variables aléatoires X & valeurs
dans N*. On pourra calculer P(X > 1+ n) en fonction de P(X > 1).

3. Caractériser toutes les lois sans mémoire des variables aléatoires X a valeurs
dans N.

A

Exercice I1.20 (Médailles).

La France a eu 38 médailles dont 13 d’or aux jeux olympiques de Sydney en 2000,
sur 928 médailles dont 301 d’or. On estime la population & 6 milliards dont 60
millions en France. Peut-on dire que les sportifs de haut niveau sont uniformément

répartis dans la population mondiale ?
A

Exercice I1.21 (Suites typiques).

On ¢’intéresse aux nombres de suites typiques contenant des 0 ou des 1. Plus
précisément, on considere {2, 'ensemble des suites w = (wy,...,w,) € {0,1}"
muni de la probabilité P({w}) = p>i=1¥ig"~2i=1“ On définit le sous-ensemble

2. R. Dorfman. The detection of defective numbers of large populations. Ann. Math. Statist.
vol. 14, pp. 436-440 (1943).
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II Variables aléatoires discretes

de {2 des suites typiques de longueur n par :

%iz:;wz‘—p‘ §5n},

ou lim;, ;00 0, = 0 et limy, o /16, = +00. Le but de I'exercice est de montrer que
I’ensemble C), est de probabilité proche de 1 et d’estimer son cardinal (qui peut
étre significativement plus petit que celui de (2, qui vaut 2™).

C, = {we 2n;

1. Soit « €]0,1[. Montrer, a I'aide de I'inégalité de Tchebychev que pour n assez
grand, on a P(C),) > 1 — a.

On définit 'entropie de la loi de Bernoulli de parametre p par H, = —plog(p) —
(1 —p)log(l—p).
2. Pour quelle valeur de p I’entropie est-elle maximale ?

3. Montrer que pour n assez grand, on a pour tout w € C,, :

T Hptn) < P({w}) < e WHr=Fn/2) < omn(Hp=Fn)

avec 0 < 3, = ¢,0y, la constante ¢, dépendant seulement de p.

4. Montrer que pour tout n assez grand, on a :

" Hr=bn) < Card (Cy,) < eUHrthn),

5. Quel résultat obtenez-vous sip=1/2,sip~0oup~17

Certaines techniques de compression consistent & trouver les suites typiques pour
une longueur n fixée, et a les coder par des séquences courtes (d’ot la compression).
La contrepartie est que les suites non-typiques sont codées par des séquences plus
longues. Comme les suites non-typiques sont tres rares, elles apparaissent peu
souvent et donc la compression est peu dégradée par les suites non-typiques. La
compression est d’autant plus importante que ’ensemble des suites typiques est
petit. Dans le cas de séquences aléatoires traitées dans cet exercice, cela correspond

aux cas p~0oup~1.
A

Exercice I1.22 (Renouvellement).

On souhaite modéliser des phénomeénes qui se répetent a des intervalles de temps
aléatoires indépendants et identiquement distribués (théorie des processus de re-
nouvellement). On ne peut pas prédire la date ou ces phénomenes vont se produire
mais on peut estimer la probabilité que ces phénomenes se produisent & un instant
n donné, pour n € N,

16



1I.4 Modélisation

P(le phénomene se produit a 'instant n) = vy,

L’objectif de cet exercice est d’utiliser les fonctions génératrices pour calculer ces
probabilités en fonction des lois des intervalles de temps aléatoires, puis, d’en
déduire les lois des intervalles de temps quand les probabilités v,, sont stationnaires,
i.e. indépendantes de n.

On note T,, 'instant de n-ieme occurrence du phénomene considéré. On pose
X1 =11, et pourn > 2, X,, =T, —T,_1, l'intervalle de temps ou le temps écoulé
entre la n-ieme et la (n — 1)-iéme occurrence du phénomene. On suppose que les
variables aléatoires (X,,n > 1) sont indépendantes, que X est a valeurs dans N
et que les variables aléatoires (X,,,n > 2) sont identiquement distribuées a valeurs
dans N*. La loi de X7 est a priori différente de celle de X5 car le choix du temps
a partir duquel on commence a compter les occurrences est arbitraire.

Pour k € N, on pose by = P(X; = k) et pour s € [-1,1], B(s) = 372, bs* la
fonction génératrice de X;. Pour k € N, on pose fi, = P(X2 = k) (avec fo =0) et
pour s € [—1,1], F(s) =3 72, fs* la fonction génératrice de Xo.

On définit ug = 1 et, pour j > 1,

k
uj:IP’<ZXi:jp0urunk‘6{2,...,j+1}>.

i=2
Pour s €] — 1,1], on pose U(s) = > o7, s"uy, ainsi que V(s) =Y 7 v,s".
1. Vérifier que les fonctions U et V' sont bien définies pour s €] — 1,1].
2. Montrer que v, = byug + bp—1u1 + bp—2u2 + - -+ + bouy,. En déduire que pour
s€]—1,1[, on a V(s) = B(s)U(s).
3. Montrer que u, = fiun—1 + foup—2 + -+ + frug. En déduire que

B(s)

V) = T

pour s €] — 1,1]. (IL.1)
On suppose que les probabilités v, sont stationnaires et non triviales, i.e. il existe
p €]0,1[ et v, = p pour tout n > 0.

4. Calculer V. Calculer by. Montrer, en calculant les dérivées successives de F' en

bp—1—b

fonction de celles de B, que f, = " pour tout n > 1.

5. On suppose de plus que le choix arbitraire du temps & partir duquel on com-
mence a compter les occurrences ne change pas le processus des occurrences :
plus précisément s’il n’y a pas d’occurrence a l'instant initial, alors le temps
de la premiere occurrence a méme loi que Xs. Autrement dit, on suppose que
la loi de X sachant {X; > 0} est la loi de X5. Montrer alors que X» suit la
loi géométrique de parametre p, i.e. f, = p(1 —p)" ! pour n > 1, et que X; a
méme loi que Xo — 1.

17



II Variables aléatoires discretes

Ce modele simple permet, par exemple, de rendre compte des temps d’arrivées
des particules a & un compteur Geiger : les probabilités d’observer ’arrivée d’une
particule o au compteur Geiger ne varie pas avec le temps d’observation (régime
stationnaire), et le choix du début des mesures ne change pas la loi d’attente de la
premiere mesure. Avec une discrétisation réguliere du temps, on peut modéliser les
intervalles de temps entre deux arrivées de particules a par des variables aléatoires

indépendantes de loi géométrique.
A

18



II1

Variables aléatoires continues

II1.1 Calculs de probabilités ou d’espérance

Exercice III.1 (Loi de Rayleigh).
Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = re /2 103

1. Vérifier que f est une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire continue dont la loi a pour densité f. Montrer
que Y = X? est une variable aléatoire continue, dont on précisera la densité.
Reconnaitre la loi de Y.

3. Calculer I'espérance et la variance de Y

La densité f correspond a la loi de Rayleigh.

Exercice I11.2 (Galette des rois).

On considere une galette des rois circulaire de rayon R, une féve de rayon r cachée
dans la galette (R > 2r > 0). Calculer la probabilité de toucher la feve quand
on donne le premier coup de couteau dans la galette. (On suppose que le coup
de couteau correspond a un rayon de la galette.) Donner un équivalent de cette

probabilité pour r petit.
A

Exercice I11.3 (La cerise sur le gateau).
On considere un géteau circulaire avec une cerise sur le bord. On découpe le gateau
en deux parts en coupant suivant deux rayons choisis au hasard.

1. Avec quelle probabilité la part contenant la cerise est-elle plus petite que la
part ne contenant pas la cerise 7

2. Quelle est la longueur angulaire moyenne de la part contenant la cerise ?



III Variables aléatoires continues

Exercice I11.4 (Couper un baton).

On considere un baton sur lequel on trace au hasard deux marques. On découpe
le baton suivant les deux marques. Quelle est la probabilité pour que 'on puisse
faire un triangle avec les trois morceaux ainsi obtenus? A

Exercice II1.5 (Somme de variables aléatoires exponentielles).

Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle
de parametre respectif A, > 0. Montrer que les trois conditions suivantes sont
équivalentes.

LY s A< oo
2. | [ZHZIXH] < o0.
3. P (Sa1 Xn < oo) > 0.

Pour 3 = 1, on pourra considérer E[e™ 2inz1 Xn],

IT11.2 Calculs de loi

Exercice II1.6 (Loi exponentielle symétrique).

Soit Y une variable aléatoire de loi exponentielle A > 0 et € une variable aléatoire
discrete indépendante de Y et telle que P(e = 1) = P(¢ = —1) = 1/2. Montrer que
la loi de la variable aléatoire Z = €Y posseéde une densité et la calculer. Cette loi
est appelée loi exponentielle symétrique. A

Exercice I11.7 (Lois gamma).
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi respective I'(\,a) et
I'(\,b) avec a,b, A €]0, c0].

X
1. Calculer la loi du couple (X +Y,

’X+Y)'

X
2. Montrer que X +Y et X1V sont indépendantes et identifier leur loi.

Exercice II1.8 (Loi de Cauchy).
Soit X une variable aléatoire de Cauchy.
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II1.2 Calculs de loi

1. Déterminer la loi de 1/X.

2. Montrer que si Y et Z sont deux variables gaussiennes centrées réduites indé-
pendantes, alors Y/Z suit une loi de Cauchy.

3. Retrouver ainsi le résultat de la question 1.

A
Exercice IIL.9 (Loi du x?).
Soit X1, Xy des variables aléatoires indépendantes de loi N (0, 1).
1. Montrer que X7 suit la loi x2(1).
2. Montrer que X7 + X3 suit la loi x?(2).
A

Exercice I11.10 (Loi du min et du max).

Soit n > 2 et Xq,...,X,, une suite de n variables aléatoires indépendantes de loi
uniforme sur [0, 1]. On note Y = minj<;<, X; et Z = maxj<;<p Xj.

1. Calculer la loi de (Y, Z).

En déduire la loi de Y et la loi de Z. Reconnaitre ces deux lois.

Calculer E[Y'|Z].

Calculer E[g(Y/Z)|Z], pour une fonction g mesurable bornée. En déduire puis
reconnaitre la loi de Y/Z conditionnellement a Z. Retrouver le résultat de la
question 3.

5. Montrer que (1 — Z,1 —Y) a méme loi que (Y, Z).

6. En déduire que (1 — Z)/(1 —Y) est indépendant de Y.

Ll S

Exercice I11.11 (Lois conditionnelles).
Soit Y une variable aléatoire de loi I'(1,1/2) de densité :

1 _
fy(y) = \/—w—ye Y Liy>0}-

On suppose que la loi conditionnelle de X sachant Y est une loi gaussienne
1
N0, — ).
(037
1. Calculer la loi du couple (X,Y).
2. Calculer et reconnaitre la loi conditionnelle de Y sachant X.

3. Calculer E[Y]X].
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III Variables aléatoires continues

IT1.3 Modélisation

Exercice I11.12 (Durée de vie).

La durée de vie, exprimée en années, d’un circuit électronique est une variable aléa-
. . ) . e 2

toire T dont la fonction de répartition F' est définie par : F(t) = (1—e™* /2)1{1&20}-

1. Donner la densité de probabilité f de T'. Calculer E[T7.

2. Sachant que le circuit a déja fonctionné durant 1 an, quelle est la probabilité
qu’il continue a fonctionner encore durant au moins 2 ans ? La loi est-elle sans
mémoire ?

Un équipement électronique E est composé de 10 circuits identiques et indépen-
dants. Au circuit ¢ (1 <14 < 10) est associée la variable aléatoire X;, avec X; = 1
si la durée de vie du circuit ¢ est inférieure & un an et X; = 0 sinon.

3. Quelle est la loi du nombre, IV, de circuits de E dont la durée de vie est inférieure
alan?

4. L’équipement E est dit en série si la défaillance de 'un de ses circuits entraine
sa défaillance. Quelle est alors la probabilité qu’il soit défaillant avant 1 an?

5. L’équipement E est dit en parallele si sa défaillance ne peut se produire que
si tous ses circuits sont défaillants. Quelle est alors la probabilité qu’il soit
défaillant avant 1 an?

A

Exercice I11.13 (Stockage).

On utilise des futs pour stocker un déchet toxique liquide. On suppose que sur la
tres longue période de stockage les futs se dégradent. En particulier, par corrosion
des perforations aléatoires apparaissent sur les fits. Le liquide toxique s’écoule
alors par ces perforations.

On considére n fats de hauteur h et on suppose que le nombre de perfora-
tions par fut suit une loi de Poisson de parametre 6 et que ces perforations sont
uniformément réparties sur la hauteur du fut.

On s’intéresse a un seul fit.

1. On note Z la variable aléatoire correspondant a la hauteur de la perforation la
plus basse sur le coté du fat et N la variable aléatoire donnant le nombre de
perforations sur ce fut. Donner la loi de Z conditionnellement a V.

2. Quel pourcentage de liquide peut-on espérer conserver connaissant le nombre
de perforations du fut ?

On considere 'ensemble des n fits, avec n grand.
3. Quel pourcentage du liquide toxique peut-on espérer conserver ?
Application numérique : § = 5.
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II1.3 Modélisation

A

Exercice I11.14 (Le paradoxe de Bertrand).
Le paradoxe de Bertrand ! est un exemple classique ? qui met en évidence la diffi-
culté d’étendre la formule classique des probabilités uniformes :

nombre de résultats favorables

Probabilité d’un évéenement = . -
nombre de résultats possibles

aux espaces d’états non dénombrables.

On choisit au hasard une corde sur un cercle de rayon r et de centre O. On
note L sa longueur. Pour les trois choix ci-dessous de la corde, donner la loi de L,
son espérance, sa variance et p = P(L > \/gr) la probabilité pour que la corde soit
plus longue que le coté du triangle équilatéral inscrit (i.e. la distance de la corde
au centre du cercle est inférieure a r/2).

1. On se donne un rayon au hasard et un point J uniformément sur le rayon. La
corde choisie est perpendiculaire au rayon et passe par J.

2. On choisit la corde AB ou A et B sont choisis indépendamment et uniformé-
ment sur le cercle. On pourra faire intervenir ’angle au centre AOB et montrer
qu’il est de loi uniforme sur [0, 27].

3. On choisit le milieu de la corde, I, uniformément dans le disque : les coordonnées

(X,Y) de I suivent la loi uniforme sur le disque de densité ml{xzﬂ/z <r2}-

Quelle est votre conclusion ?

A

Exercice I11.15 (GPS et loi de Rayleigh).

Les véhicules spatiaux désirant s’arrimer & la Station Spatiale Internationale (ISS)
s’appuient sur le systeme de guidage GPS (Global Positioning system) pour la
phase d’approche de la station. Cependant, a faible distance de I'ISS, les signaux
émis par la constellation de satellites qui constituent le systeme GPS sont fortement
perturbés par les phénomenes de réflexions multiples sur la structure métallique
de la station. L’onde électromagnétique recue par le récepteur GPS du véhicule
spatial se présente donc comme la superposition de deux ondes en quadrature
dont les amplitudes X et Y sont des variables aléatoires de loi gaussienne N(0, 0?)
supposées indépendantes (pour des raisons d’isotropie). L’étude de l’amplitude

1. Joseph Bertrand, mathématicien francais (1822-1900).
2. H. Poincaré. Calcul des probabilités. Gauthier-Villars (1912).
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III Variables aléatoires continues

R = v/ X2 4+ Y?2 del’onde recue est de premiere importance pour assurer un guidage
fiable du vaisseau lors de la manceuvre d’arrimage 3.

1. Quelle est la loi du couple (X,Y)?

2. En faisant le changement de variable X = Rcos®,Y = Rsin©, donner la loi
du couple (R, O).

3. Montrer que R et © sont indépendants. Reconnaitre la loi de ©. Donner la
densité de la loi de R. Cette loi est appelée loi de Rayleigh.

4. Calculer 'espérance et la variance de R.

Exercice I11.16 (L’aiguille de Buffon (1777)).

On lance des aiguilles de longueur ¢ sur un parquet dont les lames sont paralleles,
toutes identiques et de largeur d > £. Les lancers sont indépendants et s’effectuent
tous dans les mémes conditions. On parametre la position d’une aiguille par rapport
aux lames de parquet par ’abscisse de son milieu, X, et sa direction, donnée par
I’angle 8, qu’elle fait par rapport a une droite orthogonale a la direction des lames.

1. Traduire le fait qu’une aiguille coupe une rainure du parquet a ’aide des va-
riables X et 6.

2. Proposer un modele pour la loi de (X, #). Calculer la probabilité pour quune
aiguille coupe une rainure du parquet.

3. On effectue n lancers et on note N, le nombre d’aiguilles coupant une rainure

N,
du parquet. Que vaut lim —~?
n—oo mn

4. On suppose que 2¢ = d. Trouver n pour que la précision sur 1/7 soit de 1072
avec une probabilité d’au moins 95%.

5. On effectue 355 lancers avec 2¢ = d, et on obtient 113 intersections. On a ainsi
une approximation de 1/ & 3.10~7. Ce résultat est-il en contradiction avec le
résultat de la question précédente ? Que devient la précision de 'approximation
avec un lancer de plus?

A

Exercice I11.17 (Devinette).
Votre ami choisit deux nombres positifs sans vous faire part de la maniére dont il
les choisit. Apres avoir lancé une piece équilibrée, il vous donne le plus petit s’il

3. D. E. Gaylor, R. Glenn Lightsey and K. W. Key. Effects of Multipath and Signal Blockage
on GPS Navigation in the Vicinity of the International Space Station (ISS). ION GPS/GNSS
Portland, OR (2003).
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II1.3 Modélisation

a obtenu face et le plus grand sinon. Vous devez parier s’il vous a donné le plus
petit ou le plus grand. Votre objectif est de maximiser votre probabilité de gagner
votre pari.

1. Vous lancez une piece équilibrée ou non. Si vous obtenez face, vous pariez qu’il
vous a donné le plus petit, sinon vous pariez qu’il vous a donné le plus grand.
Quelle est la probabilité de gagner votre pari?

2. Vous simulez une variable aléatoire positive continue Z ayant pour support
R* (i.e. P(Z € O) > 0 pour tout ouvert O non vide de RT). Si le nombre
donné par votre ami est plus petit que Z, alors vous pariez qu’il vous a donné
le plus petit, sinon vous pariez qu’il vous a donné le plus grand. Quelle est la
probabilité de gagner votre pari?

3. On suppose que les deux nombres de votre ami, ont été obtenus par simulation
suivant une loi (continue de densité strictement positive sur ]0, co[) donnée et
connue de vous. Déterminer votre stratégie optimale (i.e. la loi de Z que l'on
ne suppose plus continue). Quelle est alors la probabilité de gagner votre pari?

A

Exercice I11.18 (loi de Maxwell).
On désire déterminer la distribution des vitesses des molécules d’un gaz monoato-
mique parfait a 'équilibre (loi de Maxwell (1859)).

1. Soit (X,Y,Z), un vecteur aléatoire continu & valeurs dans R? dont la loi est
invariante par rotation autour de l'origine et dont les composantes X, Y, Z
sont indépendantes. Caractériser 4 les lois marginales de X, Y et Z dans le cas
ott les densités des lois marginales sont des fonctions de classe C'*.

2. On représente la vitesse d’une molécule d’un gaz monoatomique parfait a I’équi-
libre dans un repere orthonormal par un vecteur aléatoire V = (Vi, Vo, V3). Le
choix du repéere étant arbitraire, il est naturel de supposer que la loi de V est
invariante par rotation. Il est de plus naturel de supposer que les coordonnées
de V sont indépendantes. Si on suppose de plus que la loi de V' possede une
densité dérivable, on en déduit que le vecteur V vérifie les propriétés de la
question 1. Déterminer la densité de probabilité de la vitesse d’une molécule,
sachant que ’énergie cinétique moyenne d’un atome du gaz de masse m est
%kT ou k est la constante de Boltzmann et 7' la température du gaz. (Pour des
molécules & plusieurs atomes, 1’énergie cinétique moyenne tient compte d’effets
complexes comme la rotation, les oscillations... La loi de Maxwell n’est plus
vérifiée dans ces cas.)

4. En fait, on peut, en utilisant les fonctions caractéristiques, caractériser toutes les lois des
vecteurs aléatoires qui sont invariantes par rotation autour de ’origine et dont les coordonnées
sont indépendantes, voir ’exercice IV.6. Hormis la variable nulle, on ne trouve pas d’autres lois
que celles obtenues sous les hypotheses de cet exercice.
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III Variables aléatoires continues

3. Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de loi
respective I'(\,a) et I'(\,b), alors la loi de X + Y est une loi gamma dont on
précisera les parametres.

4. Calculer laloi de V2. En déduire laloi de |V|* et laloi de [V | = /VZ + V2 + V2
dite loi de Maxwell.
A

Exercice I11.19 (Formule de duplication de la fonction I7).
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi respective I'(\, a) et
'\ a+ %) avec a > 0 et A > 0. On rappelle que la densité de la loi I'(\,a) est

x Azl A Lizsop ot I'(a) = [Ca% e ™ du.

I'(a)
1. Déterminer la loi de (vVXY,VY).
2. Calculer la loi de v/ XY. On pourra utiliser I’égalité suivante :

X y2au? T
/ R \/_e—2Au'
0

2V A

3. Reconnaitre la loi de v XY (identité en loi due & S. Wilks®). En déduire, en

utilisant 1'(1/2) = /7, la formule de duplication de la fonction I" : I'(2a) =
sat1 D@+ 1)
ra/z2

5. S. Wilks. Certain generalizations in the analysis of variance. Biometrika, vol. 24, pp.471-494
(1932).
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IV

Fonctions caractéristiques

IV.1 Calculs de loi

Exercice IV.1 (Stabilité de la loi gamma par addition).
Propriétés des lois gamma.

1. Soit X7, X5 deux variables aléatoires indépendantes et de loi gamma de pa-
rametres respectifs (A, a1) et (A, ag). (Le parametre A est identique.) Montrer
que la loi de X + X7 est une loi gamma de parametre (A, a; + ).

2. Soit (X,,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi ex-
ponentielle de parametre A > 0. Donner la loi de la moyenne empirique
Xn = % >im Xi-

A

Exercice IV.2 (Loi exponentielle symétrique et loi de Cauchy).
Soit Y une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre A > 0 et £ une
variable aléatoire indépendante de Y et telle que P(e = 1) =P(e = —1) = 1/2.

1. Calculer la densité et la fonction caractéristique de Z = €Y. La loi de Z est
appelée loi exponentielle symétrique.

2. En déduire la fonction caractéristique de la loi de Cauchy.

Exercice IV.3 (Matrice aléatoire).
Le but de cet exercice est le calcul de la loi du déterminant d’une matrice aléatoire
gaussienne.

1. Soit V' et W deux variables aléatoires réelles ou vectorielles continues indé-
pendantes. Montrer que si ¢ est une fonction bornée, alors E[p(V, W) | W] =
h(W), ou la fonction h est définie par h(w) = E[p(V, w)].



IV Fonctions caractéristiques

2. Soit (X1, X9, X3, X4) des variables aléatoires indépendantes de loi gaussienne
X1 Xo
X3 Xy
Y = det(A) le déterminant de A. Calculer E [e™Y | X7, X,], puis en déduire la
fonction caractéristique de Y.

centrée N(0,1). On considere la matrice aléatoire A = ( > et on note

A

Exercice IV.4 (Formule de Wald).

Soit N une variable aléatoire de carré intégrable et a valeurs dans N. Soit
(X, k € N) une suite de variables aléatoires réelles, de méme loi, de carré in-
tégrable, indépendantes et indépendantes de N. On pose Sy = 0, et pour n > 1,
Sn=> p1 Xk

1. Calculer E[Sy] et Var(Sy) (formule de Wald).

2. Calculer la fonction caractéristique de Sy et retrouver les résultats précédents.

A

Exercice IV.5 (Loi symétrique).
Soit X une variable aléatoire réelle dont la fonction caractéristique est ¥ x (u).

1. Montrer que X est symétrique (i.e. X et —X ont méme loi) si et seulement si
Yx(u) € R pour tout u € R.

| est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire

|2 comme le produit de deux fonctions.

2. Montrer que |1x(u)
réelle. On pourra écrire |1 x (u)

3. Que peut-on dire a propos des fonctions caractéristiques des variables aléatoires
réelles dont la loi est symétrique par rapport a a # 0 (i.e. X et 2a — X ont
méme loi) 7

A
Exercice IV.6 (Loi invariante par rotation).
Soit X = (X1,...,Xg) un vecteur aléatoire a valeurs dans R?. On suppose que la
loi de X est invariante par rotation et que les variables aléatoires X1, ..., X4 sont

indépendantes. Le but de cet exercice est de déterminer la loi de X. On note ¢ x,
la fonction caractéristique de Xj.

1. On pose g(x) = ¢x, (v/x) pour z > 0. Vérifier que g est réelle et solution de :
d d

H g(vg) = g(ka), pour tout vy, ...,vg € [0,00]. (IV.1)
k=1 k=1
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IV.2 Modélisation

—o2u?/2

2. En déduire que ¢x, (u1) = e , pour o > 0. Montrer que soit X = 0 p.s.
soit X1,..., Xy sont de méme loi gaussienne centrée.

A

IV.2 Modélisation

Exercice IV.7 (Loi de défaut de forme).

La loi de défaut de forme est utilisée pour la malitrise statistique des procédés
(MSP). Cette loi est décrite dans les normes AFNOR (E60-181) et CNOMO
(E 41 32 120 N) et sert a quantifier les défauts géométriques de type planéité, pa-
rallélisme, circularité. Il s’agit de la loi de | X — Y| ou X et Y sont deux variables
aléatoires indépendantes suivant respectivement les lois gaussiennes N (., 02) et

N (ty, Ug).

1. Calculer la loi de X — Y.

2. En déduire la loi de Z = | X - Y|
3. Calculer E[Z] et Var(Z).
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vV

Théoremes limites

V.1 Quelques convergences

Exercice V.1 (Loi exponentielle).
Soit (X,,,n € N*) une suite de variables aléatoires de loi exponentielle de parametre
An. Etudier la convergence en loi dans les trois cas suivants :

1. lim A, = A €]0, o0,
n—oo

2. lim A\, = 400,

n—oo

3. lim A, =0.

n—oo

Exercice V.2 (Convergence de lois géométriques).
Soit (T, n > ng) une suite de variables aléatoires de loi géométrique de parametre

0 T,
pp, = — avec ng > 0 > 0. Montrer que la suite (—",n > n0> converge en loi et
n n

déterminer sa limite.

A

Exercice V.3 (Maximum de variables uniformes).
Soit (Up,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur
lintervalle [0, 6], ou # > 0. On pose pour n > 1, M,, = maxj<;<p U;.

1. Montrer que (M,,n > 1) converge p.s. et déterminer sa limite. On pourra cal-
culer P(|M,, — 0| > €) pour € > 0.

2. Etudier la convergence en loi de la suite (n(f — M,),n > 1).



V Théorémes limites

Exercice V.4 (Moyenne empirique de variables de Cauchy).

Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy
de parametre a > 0. On note S, = > ;_; Xp. Etudier les convergences en loi et en
probabilité des suites suivantes.

L (Senz).

Sy

. LS S A
3. <—", n > 1]. On pourra déterminer la loi de 2 — et en déduire que la
n 2n n
S
suite <ﬂ -2 n> 1> ne converge pas en probabilité vers 0. On montrera
n n

alors que ’on ne peut avoir la convergence en probabilité de la suite (%, n > 1).
A

Exercice V.5 (Le TCL n’est pas une convergence en probabilité).
Soit (Xp,n € N*) une suite de variables aléatoires réelles de méme loi, indé-
pendantes de carré intégrable. On note u = E[Xi], 02 = Var(Xj) et Z, =

1 n
— ) (Xk — ).
\/ﬁ k=1
1. Rappeler la convergence en loi de la suite (Z,,n € N*).

2. Etablir la convergence de la suite (Za, — Z,,n € N*) et donner sa limite.

3. En déduire que la suite (Z,,,n € N*) ne converge pas en probabilité si o2 > 0.

A

Exercice V.6 (Approximations pour une jeu de pile ou face).
On effectue n séries de 400 tirages de pile ou face avec une piéce équilibrée. On
observe les fréquences empiriques de pile Fi, ..., F, dans ces séries.

1. Quelle est (approximativement) la loi de probabilité du nombre N de ces fré-
quences (F;,1 < i < n) qui ne vérifient pas la condition 0.45 < F; < 0.55,
lorsque n =207

2. Est-il plus probable que N =0, que N =1ouque N > 27

A

Exercice V.7 (Produit de variables aléatoires).
Soit (Ug, k € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur [0, 1]. Soit a > 0.
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V.1 Quelques convergences

1. Pour n € N*, on pose X,, = (U; - - Uy,)*/™. Montrer que la suite (X,,,n € N*)
converge presque strement et donner sa limite. On pourra considérer dans un
premier temps la suite (log(X,),n € N¥).

2. Montrer que la suite (Y,,,n € N*), définie par Y,, = (X, ea)‘/ﬁ, converge en
loi et déterminer la loi limite. On calculera la densité de la loi limite s’il s’agit
d’une variable aléatoire continue.

A

Exercice V.8 (Loi hypergéométrique).

Soit X une variable aléatoire de loi hypergéométrique de parametre (N, m,n).
On rappelle que Xy représente le nombre de boules blanches obtenues lors d’un
tirage sans remise de n boules hors d’une urne contenant m boules blanches et

N — m boules noires.
m\ (N—m n\ (N—n
1. Vérifier que P(Xy = k) = () Caic) = () (s pourn—N+m<k<m

(m)
etn>k>0.

2. On suppose que le nombre de boules blanches, m, est fixé, n et N tendent vers
+oo avec limy_,100on/N = p € [0,1] (p est la proportion limite du nombre de
boules obtenues lors du tirage). Montrer que la suite (Xy, N € N*) converge
en loi vers la loi binomiale de parametre (m, p).

3. On suppose que le tirage est de taille n fixé et que m et N tendent vers 4oo
avec limy_40om/N = 6 € [0,1] (0 est la proportion limite du nombre de
boules blanches dans I'urne). Montrer que la suite (Xy, N € N*) converge en
loi vers la loi binomiale de parametre (n, 6).

A

Exercice V.9 (Majoration du théoreme des grandes déviations).

Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que
X. On suppose que X est une variable aléatoire bornée non constante de moyenne
u = E[X]. Le but de cet exercice est de trouver une majoration exponentielle de

I’événement rare {|Xn — u‘ > E)} avece > 0,ou X,, = — Z X;. Cette majoration
n
=1
est un exemple particulier des résultats de la théorie des grandes déviations .

On note @ la transformée de Laplace de X définie par #(f) = E[e?*] pour
0 €R.

1. Les théoréemes des grandes déviations étudient les équivalents logarithmiques des probabi-
lités d’évenements rares. L'exemple typique d’événement considéré est {| X, — E[X1]| > e}, dont
Pétude est due a Cramer (1938). D’autre part, la théorie des grandes déviations est un sujet
d’étude qui connailt un essor important depuis les années 1980.

33



V Théorémes limites

1. Montrer que @ est de classe C'°°. Calculer ses dérivées.

2. Montrer que (¢')? < #¢”. En déduire que la fonction A\ = log(®) est convexe.
Vérifier que A(0) = 0.

On considere la transformée de Legendre de A, I, définie pour z € R par :

I(x) =sup {0z — \(0)}.

0eR

3. Montrer que I est convexe, positive et nulle en p.

4. Montrer que P(X,, > u+¢) < e 0lte)+nAO/n) hour § > 0. En déduire que :

P(Xn > u+ 6) < e—nl(,u—i-z-:) _ e—ninf{](m);x2“+€} ‘

5. Montrer que : ‘
]P’(|X'n _ N‘ > ¢) < 2 inHI@)le—pl=e} (V.1)

6. Calculer explicitement la majoration exponentielle quand X suit la loi de Ber-
noulli de parametre p €]0, 1[.
La majoration exponentielle (V.1) est en fait vraie pour des variables aléatoires
non bornées. La théorie des grandes déviations permet également d’obtenir un
équivalent logarithmique de P(X,, < u — ¢).
A

V.2 Calcul de limites

Exercice V.10 (Convergence du maximum).

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.

“+o00
1. Montrer que Z]P’(X > k) = E[X].

k=1
On suppose que X est intégrable. Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires
de méme loi que X.

+oo

2. Soit m € N*. Montrer que la variable aléatoire Y,,, = Z 1 (Xn>1y est p.s. finie.

n=1

X
3. En déduire que —= converge p.s. vers 0 quand n tend vers l'infini.
n

1
4. Montrer que — max(Xy, ..., X,,) converge p.s. vers 0 quand n tend vers l'infini.
n
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V.3 Modélisation

5. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable et (X,,n > 1) une suite de va-
riables aléatoires de méme loi que X. Montrer que — max(Xy, ..., X, ) converge
n

p.s. vers 0 quand n tend vers ’infini.
A

Exercice V.11 (Calcul de limites d’intégrales).
Soit f une application continue bornée de R dans R.

1. En considérant une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur [0, 1], calculer a 'aide de la loi (faible) des grands nombres :

. pEt ot

e e n

) dxy - - dxy,.

2. Soit (Yg, k > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson
de parametre a > 0. Déterminer la loi de Z,, =Y Y.

3. Montrer que la suite des moyennes empiriques (Yn = Zy/n,n > 1) converge
vers une limite que 'on déterminera. Calculer, en s’inspirant de la question 1 :

| Con (o) R
Jim D em e =),
k>0

ou a > 0 et f est une application continue bornée de R dans R.

Exercice V.12 (Un équivalent de e").
Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson
de parametre 1. On note S, = > p_; Xj.

Spn— N enloi N(O, 1)

\/ﬁ n—o00

2. Déterminer la loi de S,,, puis montrer que li_>m e "(14+n+
n o

1. Montrer que

2 nn

n —_—
§+...+H)_

|> M.I}—t

V.3 Modélisation

Exercice V.13 (Paradoxe de Saint-Petersbourg).
Le paradoxe de Saint-Petersbourg est d’abord un probleme imaginé par Nicolas
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V Théorémes limites

Bernoulli, qui obtint une solution partielle donnée par Daniel Bernoulli (1738)
dans les Commentaires de I’Académie des sciences de Saint-Petersbourg (d’ott son
nom). Aujourd’hui encore, ce probleme attire I'attention de certaines personnes en
mathématiques et en économie 2.

Un casino propose le jeu suivant qui consiste a lancer plusieurs fois de suite une
pitce équilibrée jusqu’a obtenir pile. Le joueur gagne 2F curos si le premier pile
a lieu au k-ieme jet. La question est de savoir quel doit étre le prix a payer pour
participer a ce jeu.

Soit X,, le gain réalisé lors du n-ieme jeu et S, = X1 + - -- + X, le gain obtenu
lors de n jeux successifs.

1. Peut-on appliquer la loi forte des grands nombres pour donner un prix équi-
table ?

Les fonctions d’utilité qui quantifient ’aversion au risque permettent de proposer

des prix pour ce jeu. La suite de ’exercice est consacrée a I’étude de la convergence

de la suite (S,,n > 1) convenablement renormalisée 3.

2. Onpose S}, = p_; X, o pour k € {1,...,n}:
Xl? = Xk’]-{XkSn logy n}s

oi1 log, 2 est le logarithme en base 2 de z > 0 : 219827 = . Apres avoir vérifié
que pour tout € > 0 :

Pl 1))

n logyn
S]P’( >€/2> +]P’<
/

. S ce
montrer que la suite <7”, n > 1) converge en probabilité vers 1.
n loggn

Sy, — E[S))]

n logyn

E[S,]

n logyn

— 1‘ > a/2>, (V.2)

3. Calculer P(S,, # S)), et en déduire sa limite quand n tend vers 'infini.
Sn,

,n > 1) converge en probabilité vers 1.
n loggn

4. En déduire que la suite (
A

Exercice V.14 (Sondage).
Précision des sondages.

2. G. Székely and D. Richards. The St. Petersburg paradox and the crash of high-tech stocks
in 2000. Amer. Statist. vol. 58, pp. 225-231 (2004).

3. W. Feller. An introduction to probability theory and its applications, vol. 1. Wiley, third ed.
(1968).
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V.3 Modélisation

1. A quelle précision peut prétendre un sondage sur deux candidats effectué sur
un échantillon de 1 000 personnes? Est-ce que ce résultat dépend de la taille
de la population ?

2. En Floride, pour I’élection présidentielle américaine en 2000, on compte 6 mil-
lions de votants. Sachant qu’il y a eu environ 4 000 voix d’écart, quel est le
nombre de personnes qu’il aurait fallu interroger dans un sondage pour savoir
avec 95% de chance qui allait étre le vainqueur ?

A

Exercice V.15 (Points de chute).
On considere la répartition des points de chute des bombes sur Londres lors de la
Seconde Guerre Mondiale .

1. Soit (Y;,,m € N) une suite de variables aléatoires de loi binomiale de para-
metres (m, pp,). On suppose que m tend vers l'infini et que lim,, oo mpy, =
6 €]0,00[. Montrer que la suite (Y,,,m € N) converge en loi vers la loi de
Poisson de parametre 6.

Cette approximation est utile quand m est grand car le calcul numérique des
coefficients binomiaux (:1) est peu efficace.

2. Les données suivantes représentent le nombre de bombes qui sont tombées dans
le sud de Londres pendant la Seconde Guerre Mondiale ®. Le sud de Londres a
été divisé en N = 576 domaines de taille 0.25 km? chacun. On a recensé dans
la table V.1 le nombre N de domaines qui ont été touchés exactement k fois.

kK| 0| 1 ]2]|3/[4]|5+
Ni|[229 (211193357 | 1 |

Table V.1. Nombre N de domaines du sud de Londres qui ont été touchés par exactement k
bombes.

Faire un modele simple qui représente cette expérience. Le nombre total d’im-
pacts dans le sud de Londres est T'= ), kN}, = 537. Calculer les probabili-
tés théoriques pour qu’un domaine contienne exactement k impacts. Comparer
avec les fréquences empiriques Ny /N ci-dessus.

A

4. W. Feller. An Introduction to Probability Theory and Applications, vol. 1, pp. 160-161. Wiley,
third ed. (1968).

5. R. D. Clarke. An application of the Poisson distribution. J. of Institute of Actuaries, vol.
72, p. 481 (1946).
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V Théorémes limites

Exercice V.16 (Nombres asbolument normaux).
L’objectif de cet exercice est de démontrer le théoreme suivant di & Borel (1909) :
“Tout nombre réel choisi au hasard et uniformément dans [0, 1] est presque siire-
ment absolument normal”.

Soit x € [0, 1], et considérons son écriture en base b > 2 :

=35

avec x, € {0,...,b— 1}. Cette écriture est unique, sauf pour les fractions ration-
nelles de la forme z = a/b™ et a € {1,...,b" — 1}. En effet, dans ce cas, deux
représentations sont possibles : I'une telle que x; = 0 pour £ > n + 1 et lautre
telle que xp = b — 1 pour k£ > n + 1. On dit que = est simplement normal en base

1
b si et seulement si pour tout ¢ € {0,...,b— 1}, hm — Card {1 <k<njz, =1}

existe et vaut 1/b. Cela revient a dire que les frequences d’apparition de ¢ dans le
développement de x en base b sont uniformes.

On dit que x est normal en base b si et seulement si il est simplement normal
en base b" pour tout r € N*. Ainsi, un nombre est normal en base b si et seulement
si pour tout r € N*  la fréquence d’apparition d’une séquence donnée de longueur
r, dans le développement de = est uniforme (et vaut donc 1/b") i.e. pour tout
i€{0,...,b—1}":

nh_)n;OECard {0 <k <n5(Trkst1s - Tr(egr) )—z}——

Le nombre de Champernowne® dont la partie décimale est la suite consécutive des
entiers (0.12345678910111213...) est normal en base 10. Les fractions rationnelles
ne sont pas normales, quelle que soit leur représentation.
On dit que x est absolument normal si et seulement si il est normal en toute
base b > 2.
Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].
1. Quelle est la loi de (X7,...,X,), des n premiers chiffres du développement de
X en base b?
2. Calculer la loi de X,,. Montrer que les variables aléatoires (X,,n > 1) sont
indépendantes et de méme loi.

3. En utilisant la loi forte des grands nombres, montrer que X est p.s. simplement
normal en base b.

4. Montrer que X est p.s. normal en base b, puis qu’il est p.s. absolument normal.

6. D. G. Champernowne. The construction of decimals normal in the scale of ten. J. London
Maih. Soc., vol. 8, pp. 254-260 (1933).
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V.3 Modélisation

Bien que presque tous les réels soient absolument normaux, il est tres difficile de
montrer qu'un réel donné est absolument normal 7. On ne sait toujours pas si des
nombres tels que 7, e, v/2 ou log(2) sont absolument normaux, ni méme normaux

en base 10.
AN

Exercice V.17 (Théoreme de Weierstrass).

Cet exercice s’inspire de la démonstration de Bernstein du théoréme de Weierstrass
(1885) : “Toute fonction continue sur un intervalle fermé borné est limite uniforme
d’une suite de polynoémes”.

Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Ber-
noulli de parametre z € [0,1]. Pour n > 1, on considére la moyenne empirique
X, =130 | Xj. Soit h : [0,1] — R une fonction continue. Soit § > 0. On pose
An ={| X, — x| > 6}

1. Montrer que P(4,,) < 62E[(X,, — z)?]. Majorer P(4,,) indépendamment de

x € [0,1].

2. Déterminer lim sup |h(z)— E[h(X,)]

n—=90 ze[0,1]

, en écrivant :

(@) — h(X)| = [he) — h(Xa)| La, + [Ae) — h(X,)| Lag.

3. Quelle est la loi de nX,, ?
4. En déduire que :

n

h(z) =) <Z> h(k/n)z* (1 — z)"F

k=0

lim sup = 0.

=00 2¢0,1]

5. Soit f : RT — R continue bornée. Montrer, en s’inspirant des questions précé-
dentes, que pour tout x € RT :

(na)®

k!

e—TLSC

F(k/n)| = 0.

NE

fx) =

lim
n—o0

e
i

0

Si ’'on suppose f uniformément continue, la convergence ci-dessus est-elle uni-
forme en z 7 (Prendre par exemple f(z) = cos(x) pour z, = mn.)

A

7. J.-P. Delahaye. Champernowne et quelques autres. Pour la Science, pp. 102-106 (décembre
1998).
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V Théorémes limites

Exercice V.18 (Contamination au mercure).
Cet exercice présente un modele pour la contamination au mercure.

1.

Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi.
On suppose qu’il existe deux réels a > 0, A > 0 tels qu’au voisinage de I'infini :

«Q

Montrer que la suite (Z,,n > 1) définie par :
Dy = n=x max(Xq,...,X,)

converge en loi vers la loi de Fréchet. On rappelle que la fonction de répartition
de la loi de Fréchet de parametre (o, \) €]0,00[? est y — exp(—ay_)‘)l{y>0}.

. Le mercure, métal lourd, est présent dans peu d’aliments. On le trouve essen-

tiellement dans les produits de la mer. L’Organisation Mondiale de la Santé
fixe la dose journaliere admissible en mercure a 0.71 pg par jour et par kilo de
poids corporel. Des études statistiques ® donnent la forme de la queue de distri-
bution empirique de la contamination globale annuelle en gramme de mercure
pour un individu de 70 kg :

Q@
P(X >z) = oY pour z assez grand,

avec a = 3.54 1079 et \ = 2.58.

Seriez-vous étonné(e) qu’au moins une personne soit exposée a ce risque sani-
taire en France ? Dans le 15¢me arrondissement de Paris ? ? Dans une promotion
de cent étudiants? A partir de quelle valeur de n pouvez-vous affirmer, avec
seulement 5% de chances de vous tromper : “Parmi ces n personnes, au moins
une a un niveau de mercure trop élevé”?

A

8. P. Bertail. Evaluation des risques d’exposition a un contaminant alimentaire : quelques
outils statistiques. www.crest.fr/doctravail/document/2002-41.pdf (2002).
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9. Population du 15éme arrondissement de Paris, Recensement 1999 : 225 362 personnes.



VI

Vecteurs gaussiens

V1.1 Exemples

Exercice VI.1 (Exemple numérique).
Soit X = (X1, X3, X3, X4) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance :

2101
1101
0010
1102

Que peut-on dire de X3 et de (X7, X2, X4) 7
Donner la loi marginale de (X7, X2) et calculer E[X;|X3].
Méme question pour (Xs, Xy).

Ll

En déduire deux variables indépendantes de X5, fonctions respectivement de
X1, X et de X9, Xy4.

5. Vérifier que X7 — X5 et X4 — X5 sont indépendants et écrire X comme la somme
de quatre vecteurs gaussiens indépendants.

A

Exercice V1.2 (Couple de variables gaussiennes).

Soit X et Z deux variables aléatoires réelles indépendantes, X étant de loi gaus-
sienne centrée réduite N'(0, 1) et Z de loi définie par P(Z = 1) =P(Z = —1) = 1/2.
On pose Y = ZX.

1. Déterminer la loi de Y.
2. Calculer Cov(X,Y).

3. Le vecteur (X,Y’) est-il gaussien? Les variables X et Y sont-elles indépen-
dantes ?



VI Vecteurs gaussiens

Exercice VI.3 (Somme et produit de variables gaussiennes).
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles gaussiennes indépendantes.

1.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que X +Y et X — Y soient
indépendantes.

. On suppose de plus que X et Y sont des gaussiennes centrées réduites. Calculer

la fonction caractéristique de Z; = X2/2 puis celle de Z = (X% —Y?)/2.

Montrer que Zs peut s’écrire comme le produit de deux variables aléatoires
normales indépendantes.

A

V1.2 Propriétés et applications

Exercice VI.4 (Théoréeme de Cochran).
Le but de cet exercice est la démonstration du théoreme de Cochran. Soit n > 2, et

Xy,..

., X, des variables aléatoires indépendantes de méme loi gaussienne centrée

réduite N'(0,1). Soit e = {e1,...,e,} la base canonique de R” et X = Y7 | Xje;
le vecteur aléatoire de R".

1.

42

Soit f = {f1,..., fn} une base orthonormée de R™ et Y = (¥1,...,Y,) les
coordonnées de X dans la base f. Montrer que les variables Yi,...,Y) sont
indépendantes de loi N'(0,1). On rappelle qu’il existe une matrice U de taille
n x n telle que si x = (z1,...,z,) sont les coordonnées d'un vecteur dans la
base e, alors ses coordonnées dans la base f sont données par y = Ux. De plus
on a UlU = UU! = I, ou I,, est la matrice identité.

. Soit Ej,...,E, une famille de p > 2 sous-espaces vectoriels de R™ orthogo-

naux deux a deux tels que By @ --- @ E, = R" : si f@ = {fl(z), e ,f,g?}, oll
n; = dim(F;), est une base orthonormée de Ej, alors f = Ui<i<pf () est une
base orthonormée de R"™. On note X, la projection orthogonale de X sur E;.
Montrer que les variables aléatoires Xg,,..., Xg, sont indépendantes et que
la loi de || Xg,||* est une loi du x2 dont on déterminera le nombre de degré de
liberté.

On note A la droite vectorielle engendrée par le vecteur unitaire f; =
n=1/2 S ei et H le sous-espace vectoriel orthogonal (en particulier A@ H =
R"). Calculer X4 et | Xz|> = ||X — Xa|/>. Retrouver ainsi que la moyenne
empirique X, = 23" | X; est indépendante de T, = 1", | Xi — an, et
donner la loi de T,,.

A



VI.2 Propriétés et applications

Exercice V1.5 (Moyenne et variance empirique de variables gaussiennes).
Soit X1,..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi, d’espé-
rance m, de variance o2 finie. On pose

n

1< , 1 ) 1 .
:E;Xi, En:EZ(XZ-—m) etVn:n_lz(Xi—X).

=1 i=1

On suppose que, pour tout i, la loi de X; est la loi gaussienne N (m,o?).
1. Quelle est la loi de X, ?
2. Quelle est la loi de nX? /o2 ?
3. Montrer que X,, et V,, sont indépendantes.
4. Montrer que (n — 1)V,,/o? suit la loi x%(n — 1).
A

Exercice VI.6 (Moyenne et variance empirique indépendantes).
Soit Xi,..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi, de
carré intégrable, d espérance m et de variance o2. On suppose que la moyenne

empirique X,, = ZX et la variance empirique V,, = —— Z X, — X ) sont

=1
des variables aleat01res indépendantes. Le but de cet exercice est de démontrer que

la loi de X; est alors la loi gaussienne N'(m, o?).
On note 7 la fonction caractéristique de X;. On suppose m = 0.

1. Calculer E[(n — 1)V,] en fonction de 0. Montrer que pour tout réel ¢ :
E[(n — 1)V, ¢"Xn] = (n — 1)(t)"0>.
2. En développant V,, dans I’égalité précédente, vérifier que :
E{(n — 1)Va 6] = —(n — D9 (066" + (n — 1! (0) (6"

3. En déduire que, sur un voisinage ouvert de 0, @ est solution de I’équation
différentielle :

)

2 /\ 2
ﬁ_(ﬂ):_g
(4 (8

$(0) =1, ¥'(0) =0.
4. En déduire que la loi des variables X; est la loi gaussienne N'(0,02).

5. Que peut-on dire si 'on ne suppose plus m =07
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VI Vecteurs gaussiens

Exercice V1.7 (Estimation optimisée).

Soit (X,,n > 1), une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi gaussienne
N(6,0), avec 6 > 0. L’objectif de cet exercice est de présenter une méthode pour
estimer 6, et de donner un (bon) intervalle de confiance pour cette estimation. On

note : L . "
7 & \2
X, = ﬁ];Xk et V= mkZ:l(Xk—Xn) :

1. Donner la loi de X,,, son espérance et sa variance. Déterminer la limite de
(Xn,n>1).

2. Donner la loi de V,,, son espérance et sa variance. Déterminer la limite de
(Va,n > 2).

3. Donner la loi du couple (X, V},). Déterminer la limite de ((X,,, V;,),n > 2).

4. On considere la classe des variables aléatoires T de la forme :

T} =X, + (1 =A\)V,, AeR.
Calculer leur espérance, leur variance, et montrer la convergence presque sure
de (T}, n > 2).

5. Etudier la convergence en loi de (vn(X, —6),n > 1).

6. Etudier la convergence en loi de (v/n(V, — 0),n > 2).

7. Etudier la convergence en loi de (vn(X, —0,V, —6),n > 2).

8. Etudier la convergence en loi de (y/n(T) — 0),n > 2).

9. On pose o = 1/A20 + 2(1 — X\)262. Construire, & partir de 7, o et n, un in-
tervalle de confiance de 6 de niveau asymptotique 95%. Autrement dit trouver
un intervalle aléatoire I,,, fonction de Tg‘, o et n, qui contient le parametre 6,
avec une probabilité asymptotique de 95%.

10. Comme o est inconnu on l'estime par o, = /A2T} +2(1 — A\)2(T))2 et on le
remplace dans ’expression de I,. Montrer que l'intervalle obtenu est encore
un intervalle de confiance de 6 de niveau asymptotique de 95%. Donner un tel
intervalle pour la réalisation A = 0.5, n = 100, z,, = 4.18 et v, = 3.84.

11. Vérifier qu’il existe un unique réel \* € [0, 1], fonction de 6, qui minimise la
longueur de l'intervalle de confiance, I,,. On considere maintenant les variables
aléatoires A\, = % Montrer que la suite (Af,n > 2) converge presque
stirement vers A\*.

12. Etudier la convergence en loi de la suite (\/H(Tri‘ " 0),n > 2). En déduire
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un intervalle de confiance de € de niveau asymptotique de 95%. Donner un tel
intervalle pour les valeurs numériques présentées a la question 10.

A



VII

Simulation

Exercice VII.1 (Loi exponentielle et loi géométrique).
Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Soit A > 0.

1. Montrer que T'= —log(U)/\ est une variable aléatoire exponentielle de para-
metre \.

2. Montrer que X = [T]+1, ou [x] représente la partie entiere de x est une variable
aléatoire géométrique dont on déterminera le coefficient.

A

Exercice VII.2 (Loi de Poisson).
Soit (Up,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur [0, 1]. Soit 6 > 0.

1. Donner la loi de X}, = —log(Uy)/6.
2. Donner la loi de > }_; Xj.

3. Calculer la loi de N défini par N = inf {n eN; HZLI Up < e_e}.

4. En déduire une méthode pour simuler des variables aléatoires de Poisson.
A

Exercice VII.3 (Loi gaussienne).

Soit X,Y des variables indépendantes de loi N'(0,1).

1. Onpose R = VX2 +Y?et O € [0,2r], définis par Rcos(©) = X et Rsin(O) =
Y. Calculer la loi de (R, ©). En déduire que R et © sont indépendants.

2. Reconnaitre la loi o122,

3. Soit Uy,Usy des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].
Déduire des questions précédentes la loi du couple (X’,Y”) défini par :



VII Simulation

X" = cos(2nUy)\/2|logUs| et Y’ =sin(2nU;)/2|log Us|.

Cette transformation dite de Box-Muller permet de simuler simultanément deux
variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes.

A

Exercice VII.4 (Méthode du rejet).
Le but de cet exercice est de présenter la méthode du rejet pour la simulation
d’une variable aléatoire de densité h donnée.

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R? et soit A C R? un ensemble
mesurable tel que P(X € A) > 0. Soit (X,,n € N*) des variables aléatoires
indépendantes de méme loi que X. On pose T' = inf{n € N*; X,, € A}, avec la
convention inf() = +o0, et Y = X7 siT < +ooet Y =0si T = +oo.

1. Montrer que les variables aléatoires Y et T' sont indépendantes.

2. Montrer que la loi de T est la loi géométrique de parametre P(X € A).

3. Montrer que la loi de Y est la loi conditionnelle de X sachant {X € A} : pour
tout borélien B C RY, P(Y € B) = P(X € B|X € A).

Soit h la densité d’une variable aléatoire a valeurs dans R. On suppose qu’il
existe une densité g et une constante ¢ > 0 telles que ch < g (et que l'on sait
simuler des variables aléatoires indépendantes de densité g).

Soit (Z,,n € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
de densité g. Soit (U,,n € N*) une suite de variables aléatoires de loi uniforme
sur [0, 1], indépendantes et indépendantes de (Z,,n € N*). On pose T" = inf{n €
N Un < ch(Zn)/9(Zn)} et A" ={(z,u);9(2) > 0 et u < ch(z)/g(2)}.

4. Calculer P((Z1,U;) € A').

5. Montrer que la variable aléatoire Zp (que l'on peut donc simuler) a pour
densité h.

A
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VIII

Estimateurs

VIII.1 Modeles paramétriques usuels

Exercice VIII.1 (Estimation linéaire de la moyenne).

Soit X1,...,X, n variables aléatoires indépendantes de méme loi et de carré in-

tégrable. Trouver estimateur de la moyenne, # = E[X;], qui soit de variance

minimale dans la classe des estimateurs linéaires, én = ZZ=1 ar Xy, et sans biais.
A

Exercice VIII.2 (Loi exponentielle).
On consideére le modele d’échantillonnage X7, ..., X, de taille n associé a la famille
de lois exponentielles P = {£(\), A > 0}. On veut estimer A.

1. A partir de la méthode des moments, construire un estimateur convergent 5\n

de .
2. Vérifier qu’il s’agit de I'estimateur du maximum de vraisemblance.

3. Déterminer la loi de Y1 ; X;. Calculer Ey[\,]. L’estimateur est-il sans biais ?

4. Déterminer un estimateur A} sans biais et un estimateur A} qui minimise le
risque quadratique parmi les estimateurs :

2O = L, ou ¢>0.
" Z?:l X

5. Calculer le score, I'information de Fisher et la borne FDCR.

n
6. Les estimateurs étudiés font intervenir la statistique S,, = Z X;. Est-elle ex-
i=1
haustive et totale ?

7. Résumé : quelles propriétés 5\; a-t-il parmi les suivantes ?

a) Sans biais.
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b) Optimal.
c) Efficace.
d) Préférable a \y,.
e) Inadmissible.
f) Régulier.
)

¢) Asymptotiquement normal.

Exercice VIII.3 (Loi de Poisson).
On consideére le modele d’échantillonnage X1, ..., X, de taille n associé a la famille
de lois de Poisson P = {P(#),8 > 0}. On cherche a estimer Pyp(X; = 0).

1. Montrer que le modele est exponentiel. Déterminer la statistique canonique S,,.
Est-elle exhaustive et totale 7 Donner sa loi.

2. Calculer Py(X; = 0) et montrer que 1yx,_gy en est un estimateur sans biais.

3. Montrer que la loi conditionnelle de X; sachant S,, est une loi binomiale de
parametres (Sn, %)

4. En déduire que 65, = (1 — %)S" est l'estimateur optimal de Py(X; = 0). Est-il
convergent ?

5. Calculer le score et 'information de Fisher.

6. En déduire la borne FDCR pour l'estimation de Py(X; = 0). Est-elle atteinte
par dg ?

A

Exercice VIII.4 (Loi béta).
On observe la réalisation d’un échantillon Xi,...,X,, de taille n de loi béta
B(1,1/0), 6 > 0, de densité :

1 1_
p(z;0) = 5(1 —2)8 104 ((2).
1. Donner une statistique exhaustive. Est-elle totale ?
2. Déterminer 'estimateur du maximum de vraisemblance T,, de 6.

3. Montrer que — log(1 — X;) suit une loi exponentielle dont on précisera le para-
metre.

4. Calculer le biais et le risque quadratique de T;,. Cet estimateur est-il convergent,
optimal, efficace ?
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VIIIL.2 Modélisation

5. Etudier la limite en loi de v/n(T;, — #) quand n tend vers Iinfini.

Exercice VIIL.5 (Loi exponentielle et censure).

Soit Z et Y deux variables indépendantes suivant des lois exponentielles de pa-
rametres respectifs A > 0 et 4 > 0. On dispose d’'un échantillon de n variables
aléatoires indépendantes (Z1,Y1),...,(Zy,Y,) de méme loi que (Z,Y).

1. S’agit-il d’'un modeéle exponentiel 7 Si oui, peut-on exhiber une statistique ex-
haustive ?

2. Calculer lestimateur du maximum de vraisemblance (A, fi,) de (A, p).

3. Montrer qu’il est asymptotiquement normal et déterminer sa matrice de cova-
riance asymptotique.

On suppose dorénavant que les observations sont censurées et que l’on observe
seulement X; = min(Z;,Y;) pour i € {1,...,n}.

4. Calculer la fonction de répartition de la variable X;.

5. Ecrire le modéle statistique correspondant. Le modele est-il identifiable 7 Quelle
fonction de (A, u) est identifiable ?

6. Donner les estimateurs du maximum de vraisemblance de v = A+ u fondés sur
les observations :

a) de Xq,...,X,;
b) de (Z1,Y1),...,(Zn, Yy).
Est-il naturel que ces estimateurs soient différents?

7. Comparer les propriétés asymptotiques de ces estimateurs.

VIII.2 Modélisation

Exercice VIII.6 (Estimation de la qualité).

Une machine produit N micro-chips par jour, N connu. Chacun d’entre eux a un
défaut avec la méme probabilité # inconnue. On cherche a estimer la probabilité
d’avoir au plus k défauts sur un jour. A ce propos, on teste tous les micro-chips
pendant une période de n jours et on retient chaque jour le nombre de défauts.

1. Choisir un modele. Est-ce un modeéle exponentiel 7

2. Déterminer une statistique S exhaustive et totale. Calculer sa loi.
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3. Construire un estimateur § sans biais qui ne fait intervenir que les données du
premier jour.

4. En déduire un estimateur optimal dg. Vérifier que dg est la fonction de répar-
tition de la loi hypergéométrique! de parametre (Nn, S, N) évaluée en k.

A

Exercice VIIL.7 (Loi géométrique).
On considere la famille paramétrique des lois géométriques. Soit X une variable
aléatoire a valeurs dans N* de loi géométrique de parametre 6 €]0, 1.

1. Vérifier que le modele est exponentiel. Donner une statistique exhaustive.
2. Déterminer (), 'information de Fisher sur # d’un échantillon de taille 1.

Soit X1, ..., X, un échantillon de taille n de variables aléatoires indépendantes de
méme loi que X.

3. Déterminer én, Pestimateur du maximum de vraisemblance de 6 construit a
partir de ’échantillon de taille n.

4. Montrer directement que lestimateur du maximum de vraisemblance est
asymptotiquement normal.

5. Donner un intervalle de confiance pour 6 de niveau 1 — .

Une société de transport en commun par bus veut estimer le nombre de passagers
ne validant pas leur titre de transport sur une ligne de bus déterminée. Elle dispose
pour cela, pour un jour de semaine moyen, du nombre ng de tickets compostés sur
la ligne et des résultats de ’enquéte suivante : a chacun des arréts de bus de la
ligne, des controleurs comptent le nombre de passagers sortant des bus et ayant
validé leur ticket jusqu’a la sortie du premier fraudeur inclus. Le tableau VIII.1
regroupe les données (simulées).

44|09 |11]|59|81| 44 (19|89(10| 24
07] 21 {90|38]01| 15 (22]29(19| 37
26(219(02|57(11| 34 (69]12(21| 28
34| 05 |07|15|06(129{14|18|02(156

Table VIIIL.1. Nombres (simulés) de passagers jusqu’au premier fraudeur inclus

1. On peut décrire la loi hypergéométrique dans un modele d’urne. Soit une urne qui contient
m boules dont b blanches et m — b noires. Soit Y le nombre de boules blanches obtenues lors
de n tirages sans remise. La loi de Y est la loi hypergéométrique de parametres (m,b,n). Pour
k € {max(0,n +b—m),...,min(n,b)}, on a :
n\ /m—n b\ (m—b
by - WG G

(%) ()
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6. Estimer la probabilité de fraude et donner un intervalle de confiance de niveau
asymptotique 95%. Estimer le nombre de fraudeurs ny si ng = 20 000.

A

Exercice VIII.8 (Estimation d’événements rares).
La hauteur maximale H de la crue annuelle d’un fleuve est modélisée par une
variable aléatoire de Rayleigh, H, qui a pour densité :

o) = 12,0 Lo ().

ou a > 0 est un parametre inconnu. Le tableau VIII.2 donne les hauteurs maximales
annuelles de crue (simulées) sur 8 ans.

[2.5]1.8]2.9]0.9]2.1]1.7]2.2]2.8]

Table VIIIL.2. Hauteurs maximales annuelles de crue (simulées)

1. Donner l'estimateur du maximum de vraisemblance, a,, de a.
2. Quelles propriétés a,, possede-t-il parmi les suivantes ?
a) Sans biais.
b) Optimal.
c) Efficace.
d) Asymptotiquement normal et donner la variance asymptotique.

3. Une compagnie d’assurance estime qu’une catastrophe, qui correspond a une
crue de plus de 6m, n’arrive qu’au plus une fois tous les mille ans. Ceci peut-il
étre justifié par les observations? (En général les modeles paramétriques ne
sont pas adaptés pour estimer des probabilités d’évenements rares. La théorie
des valeurs extrémes? a été développée pour répondre & ce type de question.)

A

Exercice VIII.9 (Modele additif et modele multiplicatif).

Le total des ventes mensuelles d'un produit dans un magasin i € {1,...,n} peut
étre modélisé par une variable aléatoire de loi normale N (mi,az). On suppose
les constantes m; > 0 et ¢ > 0 connus. Une campagne publicitaire est menée

2. L. de Haan. Fighting the arch-enemy with mathematics. Stat. Neerl., vol. 44(2), pp. 45-68
(1990).
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afin de permettre 'augmentation des ventes. On note X; la vente mensuelle du
magasin ¢ apres la campagne publicitaire. On suppose que les variables X; sont
indépendantes.

1. On suppose que 'augmentation des ventes se traduit par une augmentation
de chacune des moyennes m; d’une quantité «. Déterminer 'estimateur du
maximum de vraisemblance de «. Donner sa loi et ses propriétés.

2. On suppose que 'augmentation des ventes se traduit par une multiplication de
chacune des moyennes m; par une quantité 5. On considére I'estimateur de 3 :

n
X
Bo=—3 "0
n “ m;

=1

Donner sa loi et ses propriétés a horizon fini.

3. Déterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance de 8. Donner sa loi et
ses propriétés a horizon fini.

4. Application numérique aux données simulées du tableau VIII.3, avec n = 15
et o =12

m;|1023| 981|1034|1007| 988|1021|1005| 995
x; (1109(1075|1129|1123]1092|1087(1129(1122
m;|1020({1013{1030|1046 (1003|1039 968
x; (1105{1124|1103|1072]1065|1069 {1098

Table VIIIL.3. Effet (simulé) d’'une campagne publicitaire

Exercice VIII.10 (Contamination).

Dans I'industrie agro-alimentaire, on s’intéresse a la détection de la contamination
du lait par un micro-organisme : les spores de clostridia. Cette bactérie, naturelle-
ment présente dans les organismes humains et animaux, peut causer des maladies
chez les individus fragiles, qui peuvent méme étre mortelles. Le lait ne figure pas
parmi les premiers aliments a risque mais il est tres important de controler une
éventuelle contamination.

Deux problemes importants se posent :

3

3. La méthode présentée, MPN (“most probable number”), est une méthode largement utili-
sée pour détecter des contaminations dans ’agro-alimentaire, mais également en environnement
(riviere, ...).
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— On ne dispose pas de 'observation du nombre de micro-organismes présents

mais seulement de l'indication présence-absence.

— Sans connaissance a priori de 'ordre de grandeur du taux de contamination,

I’estimation du taux risque de ne donner aucun résultat exploitable.

L’expérience menée consiste & observer la présence-absence de ces spores dans
un tube de 1ml de lait, le but étant au final d’estimer la densité en spores : A
(nombre de spores par unité de volume).

Soit Zy la variable aléatoire (non observée) désignant le nombre de spores pré-
sents dans le tube k et X}, = 1;5 _gy la variable aléatoire (observée) valant 1 s'il
n’y a pas de spore dans le tube k et 0 sinon. On suppose que Zj, suit une loi de
Poisson de parametre .

On effectue une analyse sur n tubes indépendants et Y = »"}'_; X}, donne le
nombre de tubes stériles (négatifs).

1. Donner les lois de X}, et Y. On notera 7 = P (X} = 1).

2. Donner lestimateur du maximum de vraisemblance de 7. En déduire 'estima-
teur du maximum de vraisemblance de \.

3. Donner les intervalles de confiance de 7 et \.

4. Donner les résultats numériques des deux questions précédentes lorsqu’on ob-
serve 6 tubes stériles sur 10 au total. Pour les intervalles de confiance, on se
placera au niveau o = 5%.

5. Indiquer quels sont les problemes lorsque la densité A est trés faible ou treés
forte.

Des densités extrémes induisant des problemes d’estimation, on va utiliser le

principe de la dilution :

— Si on craint de n’observer que des tubes négatifs, on effectue ’analyse sur de
plus grands volumes. Dans un volume d fois (d > 1) plus grand, le nombre
de spores suit une loi de Poisson de parametre \d.

— Si on craint de n’observer que des tubes positifs, on ajoute des expériences
sur des tubes dilués. Dans un tube dilué 1/d fois (d < 1), la densité en spores
est égale a A\d, et le nombre de spores suit une loi de Poisson de parametre
Ad.

Pour utiliser cette méthode on doit avoir une idée a priori de ’ordre de grandeur

de la densité.

Considérons N échantillons contenant chacun n; tubes avec une dilution égale a

d;, avec i € {1,..., N}. On note Y; le nombre de tubes négatifs du i-eme échantillon.

6. Donner la loi de Y;.

7. Donner I’équation qui détermine 'estimateur du maximum de vraisemblance
de .
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8.
9.

54

Donner un équivalent de la variance asymptotique de cet estimateur.

On étudie le cas particulier d’un petit nombre de dilutions. Donner le résultat
littéral pour N = 2, d; = 1, dy = % Donner les résultats numériques, esti-
mation et intervalle de confiance de A, si on observe y; = 3 et yo = 6 pour
ny = ng = 10.

A



IX

Tests

IX.1 Mise en ceuvre

Exercice IX.1 (Test de Neyman).
On distingue deux types de plantes a graines : les plantes qui disséminent leurs
graines localement (type 1) et les plantes qui disséminent leurs graines tres loca-
lement avec une grande probabilité et loin avec une faible probabilité (type 2). La
loi de la position relative (X,Y) d’une graine par rapport a la plante est :

— pour le type 1, la loi uniforme sur [—2,2]? de densité :

1
pi(z,y) = El[_z;mz(m,y);

— pour le type 2, la loi gaussienne centrée réduite de densité :

1 e

p2\T,y) =
(2, 9) =

La graine d’une plante est observée a la position relative (z,y) par rapport a la
plante. On souhaite savoir s’il s’agit d’une plante de type 2.

1. Décrire le test de Neyman de niveau o = 5% et sa région critique.

2. Décrire le test de Neyman de niveau o = 1% et sa région critique.

Exercice IX.2 (Loi exponentielle et modele exponentiel).
Soit X = (Xy,...,X,) un échantillon de taille n de variables aléatoires indépen-
dantes de méme loi exponentielle de parametre 1/6 > 0. Soit 6y > 0 et o €]0, 1].

1. Construire le test UPP de niveau a pour 'hypothese nulle Hy = {6 = 60y}
contre I'hypothese alternative Hy = {6 > 60y}.



IX Tests

2. Construire le test UPPS de niveau a pour 'hypothese nulle Hy = {6 = 6y}
contre I'hypothese alternative Hy = {0 # 60y}.

A
Exercice IX.3 (Test d’égalité des moyennes dans un modele gaussien).
On considére un échantillon gaussien (X1,Y1),...,(X,,Y,) de variables aléatoires
2
indépendantes de loi N <<,u 1> , (Jl 02>>, ou o1 et o9 sont inconnus.
M2 0 o3

1. Décrire le test de Wald pour tester I'hypothese nulle Hy = {1 = po} contre
Ihypothese alternative Hy = {1 # pa}.

2. On suppose 01 = oy. Donner une région critique de niveau exact « €]0, 1],
construite a l'aide de la méme statistique de test que celle utilisée dans la
question précédente. Faire I'application numérique pour n = 15 et a = 5%.

A

Exercice IX.4 (Tests asymptotiques dans un modele gaussien).

Soit (X,,n > 1), une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi gaussienne
N(6,0), avec 6 > 0. (La loi gaussienne N (6, 6) apparait comme approximation de
la loi de Poisson de parametre 6 pour 6 grand.) Soit 8y > 0 fixé. L’objectif de cet
exercice est de présenter deux tests pour ’hypothese nulle Hy = {6 = 6y} contre
I’hypothese alternative Hy = {6 > 6p}. On note :

_ 1 & 1 < o \2 1S g2 " %2

1. Déterminer én, Iestimateur du maximum de vraisemblance de 8. Montrer di-
rectement qu’il est convergent, asymptotiquement normal et donner sa variance
asymptotique. Est-il asymptotiquement efficace ?

2. Construire un test asymptotique convergent a l’aide de 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance.

On considere la classe des estimateurs 7 de la forme : T) = AX,, +(1-\)V,, A€
R.

3. Montrer que la suite d’estimateurs (7,),n > 2) est convergente, sans biais.
Donner la variance de 7).

n
4. Etudier la convergence en loi de (Z,, n > 1), avec Z, = v/n(X,—0,n"" Z X2

k=1
0 — 6).
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5. Etudier la convergence en loi de la suite (v/n(T) — 6),n > 2). En déduire que
la suite d’estimateurs (T,f‘,n > 2) est asymptotiquement normale. Calculer la
variance asymptotique.

6. On considere pour n > 2, la statistique de test :

V(T — bo)

A prg .
n V200 4 2(1 — 1)267

Construire un test asymptotique convergent a partir de cette statistique de
test.

7. On considére maintenant la valeur A* qui minimise A20p+2(1—\)263. Comparer
les variances asymptotiques de T, ,;\* et én Reprendre la question précédente avec
A = A*. Comparer asymptotiquement le test construit a partir de Tg‘* et celui
construit a partir de 'estimateur du maximum de vraisemblance.

8. On donne les valeurs numériques suivantes : g = 3.8, n = 100, z,, = 4.18 et
v, = 3.84. Calculer la p-valeur des deux tests. Quelle est votre décision ?

A
Exercice IX.5 (Test UPPS).
Soit un échantillon de taille n, X = (X1,...,X,,), de variables aléatoires indépen-
dantes de méme loi gaussienne de moyenne # € R (inconnu) et de variance o2
connue. On note p,(z,0), pour z = (x1,...,2z,) € R" la densité du vecteur aléa-

toire X. On considere ’hypothese nulle Hy = {0 = 0y} et 'hypothese alternative
Hy = {6 =061} avec 6y < 0; fixés. Soit a € ]0,1][.
1. Donner un test UPP de niveau a.

2. Quelle est la plus petite valeur de n permettant de construire un test UPP de
niveau « € |0, 1] et d’erreur de deuxiéme espece inférieure ou égale a 3 €]0,1[ 7

On considere 'hypothese alternative bilatere suivante Hf = {6 # 6y}.
3. Peut-on construire un test UPP de Hy contre Hj ?

On se propose de trouver un test de niveau « uniformément plus puissant sans
biais parmi les tests purs pour tester ’hypotheése Hy contre ’hypothese Hj.

4. Soit 01 € R distinct de #y. Montrer qu’il existe deux constantes ¢(6;) et ¢*(61)
telles que I'ensemble défini par :

Opn
W5 = {5 ol 01) 2 0. 00) + (00 B .00 .

est indépendant de 07 et vérifie :

0
=7 Po(Wy)jo=0, = 0.

PQO(WA) =Py, (X € W/)=a et 20
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5. Montrer que le test pur de région critique W, est UPP dans la classe des tests
purs sans biais, i.e. vérifiant Py, (W)) = a et Pp(W)) > a pour tout 6 € R.

A

IX.2 Modélisation

Exercice IX.6 (Impartialité).

En 1986, a Boston, le docteur Spock, militant contre la guerre du Vietnam, fut jugé
pour incitation publique & la désertion. Le juge chargé de ’affaire était soupgonné
de ne pas étre équitable dans la sélection des jurés!. En effet, il y avait 15% de
femmes parmi les 700 jurés qu’il avait nommés dans ses proces précédents, alors
qu’il y avait 29% de femmes éligibles sur ’ensemble de la ville.

1. Tester si le juge est impartial dans la sélection des jurés. Quelle est la p-valeur
de ce test ?

2. Que conclure si étant plus jeune, le juge n’a pas nommé 700, mais seulement
40 jurés?

A

Exercice IX.7 (Vaccin).

Des plaignants? ont poursuivi en justice le Ministere israélien de la Santé suite &
une campagne de vaccination menée sur des enfants et ayant entrainé des dom-
mages fonctionnels irréversibles pour certains d’entre eux. Ce vaccin était connu
pour entrainer ce type de dommages en de tres rares circonstances. Des études
antérieures menées dans d’autres pays ont montré que ce risque était en moyenne
d’un cas sur 310 000 vaccinations. Les plaignants avaient été informés de ce risque
et I’avaient accepté. Les doses de vaccin ayant provoqué les dommages objet de la
plainte provenaient d’un lot ayant servi & vacciner un groupe de 300 533 enfants.
Dans ce groupe, quatre cas de dommages ont été détectés.

1. On modélise I’événement “le vaccin provoque des dommages fonctionnels irré-
versibles sur I’enfant ¢” par une variable aléatoire de Bernoulli, X;, de parametre
p. Calculer la valeur pg correspondant aux résultats des études antérieures.

2. Justifier qu’on peut modéliser la loi du nombre N de cas de dommages par une
loi de Poisson de parametre 6. Calculer la valeur 8y attendue si le vaccin est
conforme aux études antérieures.

1. M. O. Finkelstein and B. Levin. Statistics for lawyers. Springer, 2nd edition (2010).
2. M. Aitkin. Evidence and the Posterior Bayes Factor. Math. Scientist, vol. 17, pp. 15-25
(1992).
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3. L’hypotheése nulle Hy = {p = po} correspond au risque que les plaignants
avaient accepté, I'hypothese alternative étant Hy = {p > po}. Construire un
test & partir de la variable V. Donner la p-valeur de ce test. Accepte-t-on Hy
au seuil de 5% 7

AN
Exercice IX.8 (Sondage).
L’objectif de cet exercice est d’étudier la variabilité des sondages.
1. Soient X7,..., X, des variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-

tribuées de loi de Bernoulli p € [0,1]. On pose p, = %Z?:l X;. Montrer
I'inégalité Varp(p,) < 1/(4n).

2. Un institut de sondage souhaite estimer avec une précision de 3 points (a
droite et a gauche) la probabilité quun individu vote pour le maire actuel
a la prochaine élection municipale. Combien de personnes est-il nécessaire de
sonder ?

3. Sur un échantillon représentatif de 1000 personnes, on rapporte les avis favo-
rables pour un homme politique. En novembre, il y avait 38% d’avis favorables,
et 36% en décembre. Un éditorialiste dans son journal prend tres au sérieux
cette chute de 2 points. Confirmer ou infirmer la position du journaliste.

A

Exercice IX.9 (Une question de point de vue).

Dans les conditions usuelles d’emploi, la durée de vie des pieces produites par une
machine sont modélisées par une loi gaussienne N(ug,0?), avec g = 120 heures
et 0 = 19.4 heures.

Le représentant d’un fournisseur propose un nouveau modele de machine, en
promettant un gain sur la durée de vie des picces produites de 5% en moyenne,
pour un écart-type identique o.

On décide de tester le nouveau modele de machine sur un échantillon de n =
64 pieces produites. On note (X;,i € {1,...,n}) les durées de vie des n pieces
produites par le nouveau modele de machine.

1. Quelle est la loi de (X;,i € {1,...,n})?

2. Soit p la durée de vie moyenne des pieces produites par le nouveau modele
de machine. Donner un estimateur sans biais de pu. Identifier la loi de cet
estimateur.

3. On ne souhaite pas changer de modele si le nouveau n’est pas plus performant
que ’ancien. Plus précisément, on souhaite que la probabilité d’adopter a tort
le nouveau modele ne dépasse pas le seuil de a = 0.05. Quelle est alors la
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procédure de décision construite a partir de 'estimateur de 7 Les 64 pieces
testées ont eu une durée de vie moyenne égale a 123.5 heures. Conclusion.

4. Evaluez le risque que cette procédure vous fasse rejeter le nouveau modele si
I’annonce du représentant est exacte.

Le représentant conteste cette procédure, prétextant qu’il vaut mieux partir de
I'hypothese HY), selon laquelle le gain de performance moyen est réellement de 5%,
tout en conservant le méme seuil o pour ce test.

5. Quelle est alors la procédure de décision 7 Quel est le risque de I'acheteur 7 Quel
est le résultat de cette procédure au vu des observations faites. Conclusion.

6. Quelle procédure peut-on proposer pour égaliser les risques de ’acheteur et du
vendeur ? Quel est alors ce risque ?

A

Exercice IX.10 (Concurrence).

On reprend la problématique de ’exercice IX.9. Un représentant d’une autre société
se présente et déclare avoir un produit moins cher et équivalent a celui des questions
précédentes (de moyenne v et de variance o). L’acheteur le teste sur un échantillon
de m pieces. Le résultat obtenu est une moyenne de 124.8 avec m = 64. On veut
tester si les deux modeles sont de performances équivalentes i.e. si u = v.

1. Expliciter i, et 7, les estimateurs du maximum de vraisemblance de p et v.

2. Construire un test pur a ’aide de la statistique de test fi,, — D,. Que peut-on
dire des performances relatives des deux machines ?

A

Exercice IX.11 (Production d’ailettes).

Une machine outil fabrique des ailettes de réacteur avec les caractéristiques sui-
vantes : la longueur d'une ailette suit une loi gaussienne N (fy,03) avec o =
785 mm et o9 = 2mm. Une trop grande dispersion dans les caractéristiques de
la machine peut induire une production d’ailettes trop longues, qui ne sont pas
utilisables, ou d’ailettes trop courtes, qui nuisent aux performances du réacteur.
On a donc calibré la machine afin de maitriser au mieux le parametre og, qui est
donc considéré comme connu et invariable. En revanche, la longueur moyenne a
tendance a varier au fil de la production. On désire vérifier que les caractéristiques
de la machine n’ont pas trop dérivé, a savoir que la longueur moyenne £ reste dans
I'intervalle de tolérance [¢y & 0¢g] avec d¢p = 1.5 mm. On procede a Panalyse de

_ 1 &
n = 200 ailettes, ce qui conduit & une moyenne empirique L,, = — Z L; observée
n

=1
Lobs = 788.3 mm.
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1. Vérifier que le modele est exponentiel. Construire un estimateur de £.

2. On souhaite tester 'hypothese Hy = {¢ € [ly £ §4y|} contre Hy = {{ ¢ [¢y =
d0p]}. Construire un test bilatéral UPPS au seuil « pour tester Hy contre Hj.

3. Faire I'application numérique pour a = 5% et conclure.

4. Calculer un intervalle de confiance de niveau 95% pour £ et le comparer &
[lo £ 64p).

A

IX.3 Tests du x?2

Exercice IX.12 (Générateur de nombres aléatoires).
On souhaite vérifier la qualité du générateur de nombres aléatoires d’une calcula-

trice scientifique. Pour cela, on procede a 250 simulations & valeurs dans {0, ..., 9},
voir les résultats du tableau IX.1. A Daide du test du x?, vérifier si le générateur
donne des réalisations uniformément réparties sur {1,...,9}.

x 0{112]|3[4|5|6][7|8]9
N(x) |28/32]|23|26|23|31|18|19|19|31

Table IX.1. Résultats de 250 simulations d’un générateur de nombres aléatoires : N (z) représente
le nombre d’occurrences de x.

Exercice IX.13 (Césarienne).

On désire étudier la répartition des naissances suivant le type du jour de semaine
(jours ouvrables ou week-end) et suivant le mode d’accouchement (naturel ou par
césarienne). Les données du tableau IX.2 proviennent du “National Vital Statis-
tics Report”3 et concernent les naissances aux USA en 1997. (On a omis 35 240
naissances pour lesquelles le mode d’accouchement n’a pas été retranscrit.)

Naissances|Naturelles| César. Total Naissances|Naturelles| César.|| Total
J.O. 2 331 536(663 540(|2 995 076 J.O. 60.6 %|17.3 %|| 77.9%
W.E. 715 085(135 493|| 850 578 W.E. 18.6 %| 3.5 %|| 22.1%

[ Total [3 046 621]799 033][3 845 654] [ Total [ 79.2 %]20.8 %[[100.0%)]

Table IX.2. Naissances aux U.S.A en 1997.

3. http://www.cdc.gov/nchs/products/nvsr.htm
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On note psn la probabilité quun bébé naisse un jour ouvrable et sans cé-
sarienne, py,n la probabilité qu'un bébé naisse un week-end et sans césarienne,
pJ,c la probabilité quun bébé naisse un jour ouvrable et par césarienne, py,c la
probabilité qu’un bébé naisse un week-end et par césarienne.

1. Rappeler l'estimateur du maximum de vraisemblance des probabilités p =
(PN, PW.NsDIC,PW,C)-

2. A laide d’un test du X2, peut-on accepter ou rejeter I’hypotheése d’indépendance
entre le type du jour de naissance (jour ouvrable ou week-end) et le mode
d’accouchement (naturel ou césarienne) ?

3. On désire savoir s’il existe une évolution significative dans la répartition des
naissances par rapport a 1996. A Taide d’un test du x?2, peut-on accepter ou
rejeter I’hypothese p = pg, ou pg correspond aux données de 1996, voir le
tableau I1X.37

Naissances |Naturelles| Césariennes
J.O. 60.5 % 17.0 %
W.E. 189 % 3.6 %

Table IX.3. Naissances aux U.S.A en 1996.

Exercice IX.14 (Old Faithful).

On considere les données? sur le geyser “Old Faithful” du parc national de Yel-
lowstone aux Etats Unis d’Amérique. Elles sont constituées de 299 couples corres-
pondant a la durée d’une éruption, et au temps d’attente correspondant au temps
écoulé entre le début de cette éruption et la suivante. Les données sont collectées
continiiment du ler au 15 aotit 1985.

Le temps d’attente (en minutes) moyen est de 72.3, 'écart-type de 13.9, et la
médiane de 76. Un temps d’attente est dit court (C') s’il est inférieur a 76, et long
(L) s'il est supérieur ou égal a 76. (On constate qu'un temps d’attente inférieur
a 72 minutes est toujours suivi par une longue éruption et qu'un temps d’attente
supérieur a 72 minutes est suivi en égale proportion par une éruption soit longue
soit courte. La durée d’une éruption varie entre 2 et 5 minutes.)

On note wy, € {C, L} la durée qualitative du temps d’attente entre le début de
la k-iéme éruption et la suivante. On considere les couples (X, Vi) = (wok_1, wo)
pour 1 < k < K = 149, qui représentent les durées qualitatives de deux temps

4. A. Azzalini and A. W. Bownman. A look at some data on Old Faithful. Applied Statistics,
vol. 39, pp. 357-365 (1990).
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IX.3 Tests du x?2

d’attente successifs. On note N;; pour ¢,j € {C,L} le nombre d’occurrences de
(i,7) pour la suite ((Xg, Yx),1 < k < K). On observe les valeurs suivantes :

Ncc=9, Ncr=70, Npc=255 et Npp=15.

On suppose que les variables aléatoires ((Xg,Y%),1 < k < K) sont indépen-
dantes et de méme loi.

1. Tester si deux temps d’attente successifs sont indépendants (i.e. X est indépen-
dant de Y} ). Pourquoi n’utilise-t-on pas les occurrences des couples (wg, wgy1)
pour ce test ?

2. Tester si deux temps d’attente successifs sont indépendants et de méme loi (i.e.
X}, est indépendant de Yy, et X a méme loi que Y%). Etes-vous étonnés de votre
conclusion vu la réponse a la question précédente ?

A

Exercice IX.15 (Test de McNemar ou d’égalité des lois marginales).

On consideére deux juges qui évaluent les mémes situations et répondent chaque
fois par l'affirmative (4) ou la négative (—). On note pgi) la probabilité que le juge
1 réponde par Daffirmative et p@ la probabilité qu’il réponde par la négative. On
désire savoir si les lois des réponses des deux juges sont les mémes, hypothese nulle
Hy = {p(j) = pf)}, ou non, hypothese alternative H; = {p(j) # pf)}. On suppose
que toutes les réponses possibles pour les deux juges (soit quatre cas possibles) ont
une probabilité strictement positive.

1. Vérifier que, sous Hy, la loi du couple de réponses ne dépend que de deux

parametres a et Stelsque 0 < a < g <1l—qa, 8 = pgf) et le tableau IX.4
donne les probabilités des réponses possibles.

rép. juge 2 = +|rép. juge 2 