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Résumé

Dans ce rapport, nous examinons des problémes d’optimisation stochastique avec
une contrainte de mesurabilité. Nous étudions comment des méthodes de résolution
de tels problémes s’étendent du cas risque neutre au cas sensible au risque. Nous
nous intéressons successivement a des problémes statiques puis a deux pas de temps.
Le deux types de méthodes de résolution étudiées sont une méthode par imbrication
du type programmation dynamique et une méthode par dualisation. Des expériences
numériques sont également menées.
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~ R =28 95 9 Z

Ensemble des entiers naturels
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Espérance mathématique
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Mesure de probabilité
Produit scalaire
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1 Introduction

Nous examinons comment des méthodes de résolution de problémes d’optimisa-
tion stochastique s’étendent du cas risque neutre au cas sensible au risque.

Dans le Chapitre 2, nous étudions un probléme jouet appelé probléme du ven-
deur de journaux qui nous permet d’introduire différents concepts et formalismes
mathématiques. Des expériences numériques sont également menées afin d’illustrer
les résultats théoriques.

Dans le Chapitre 3, nous étudions des problémes d’optimisation stochastique
avec une contrainte de mesurabilité dans le cas statique. Dans un premier temps
nous étudions une méthode de résolution par imbrication que nous généralisons du
cas risque neutre au cas sensible au risque. Dans un second temps, nous dualisons
la contrainte de mesurabilité et nous étendons la résolution du cas risque neutre au
cas sensible au risque.

Dans le Chapitre 4, nous étudions des problémes dynamiques et nous regardons
comment les résultats obtenus changent dans le cas statique.

Dans le Chapitre 5, nous présentons une extension du probléme du Chapitre 2 a
un probléme multi-vendeurs.



2 Exemple du vendeur de journaux

2.1 Introduction

Mettons nous a la place d'un vendeur de journaux. Chaque jour, nous devons
vendre des quotidiens a une clientéle. Nous achetons donc des journaux a un certain
prix et nous les revendons plus chers. Notre objectif est de maximiser notre profit.
Cela nous améne a nous poser la question suivante : combien de journaux faut-il
acheter en début de journée?

En effet, plus on achéte de périodiques, plus il est possible de faire du profit
mais plus le risque est grand d’avoir des invendus. Cette question va nous permettre
au travers de ce chapitre d’introduire les concepts mathématiques dont nous aurons
besoin dans les chapitres suivants.

z =2 (2.1)

2.2 Vendeur de journaux a 1 période

On désire vendre des quotidiens. Le profit que 1’'on cherche & maximiser peut se
représenter par la fonction critére

j(u,d) = —cu + pmin{u, d} , (2.2)

ou l'on distingue les éléments suivants :
— les paramétres ¢, cott d’achat d’un journal et p, prix de vente d'un journal
avec ¢ < p,
— le nombre de journaux commandés u (variable de controle ou de décision),
— la demande d.
L’équation (2.2) définit une fonction déterministe qui, & une demande d et un nombre
u de journaux commandés, associe le profit

, (p—ou, siu<d
j(u,d) = . (2.3)
—cu+pd, siu>d.

A d fixé, comme (p —c) > 0 et —c < 0, u +— j(.,d) est une fonction affine par
morceaux dont le maximum est atteint en

W =d . (2.4)



2.2.1 Formulation du probléme d’optimisation stochastique

Aléas et variable aléatoire

En pratique, la demande d n’est pas connue et différents scénarios peuvent se
réaliser. On se donne alors un ensemble €2 fini de scénarios. Les variables aléatoires
réelles X sur €2 sont ainsi les éléments de R?, c’est-a-dire des fonctions qui & un
scénario w associent une valeur réelle X (w).

La demande
On représente la demande par une variable aléatoire entiére D. Cela signifie que
D est un élément de N2,

Le controle

Le nombre de journaux commandés est appelé controle car c’est une décision
prise par le marchand. On le note u € N. Si ce controle dépend de w, c’est une
variable aléatoire. On parle alors de controle stochastique et on le note U'.

La fonction profit

Le profit est représenté par la fonction j : N x N — R définie en (2.2) qui & un
controle u et & une demande d associe un profit j(u, d).
Le probléme d’optimisation

On s’intéresse a un probléme d’optimisation stochastique ol la demande D est
aléatoire et le controle U est stochastique. On se donne ainsi une loi P qui va nous
permettre de calculer 'espérance de la fonction critére. Cette loi est caractérisée
par la donnée des P({w})weqn car Q est fini. Dans la suite on notera pour plus de
simplicité

P({w}) = P(w) . (2.5)

Le probléme d’optimisation s’énonce

max Ep(j(U, D)) . (2.6)

Ucl®
En remarquant que
max profit = — min —profit = — min cont , (2.7)
on peut aussi énoncer le probléme suivant

iy, Er(—j(U,D)) . (2.8)

C’est la formulation (2.8) que I'on va étudier.
Dans le probléme (2.8), j(U, D) représente la variable aléatoire

jU,D): Q= R
w— jU(w),D(w)).
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On va a présent s’intéresser a 2 cas extrémes. Dans un premier temps, on connait
la demande quand on prend la décision U et U dépend de w. Dans un second temps,
on ne connait pas la demande quand on prend la décision U et U ne dépend pas
de w.

2.2.2 Formulation hasard-décision

Dans cette formulation, le controle dépend de la réalisation de 1’aléa et est noté
U. Le probléme est
min Ep( — j(U, D)) . (2.10)

UclU%

Ce probléme est équivalent a

Ep(min —j(u, D)) , (2.11)

uelU

et peut se résoudre w par w. D’aprés (2.4), une solution optimale est donnée par

U(w)=Dw), YweQ. (2.12)

2.2.3 Formulation décision-hasard

Ici, on prend une décision puis le hasard se produit. Le contréle ne doit pas
dépendre de w et on le note donc u € U (ce qui est different de U € U®). La
demande reste elle aléatoire, dépend donc de w et est notée D. On s’intéresse alors
au probléme d’optimisation stochastique suivant

minE]p< —j(u,D)) . (2.13)

uelU

Remarque 2.1. On aurait pu écrire le probléme (2.13) avec un controle stochastique
U a condition d’ajouter les contraintes

Uw)=U(Ww), YweQ, (2.14)
ou les contraintes équivalentes

Uw)=EpU), VweQ. (2.15)
Les contraintes (2.14) et (2.15) sont en nombre fini car  est fini.

Proposition 2.2. Le contrdle optimal u?E € N du probleme (2.13) est caractérisé

par

p—c
p

P(Dguﬁz—1>§ SP(D§U§E> . (2.16)



FIGURE 2.1 — Représentation des inégalités vérifices par la décision optimale u* € N

Démonstration. On définit la fonction J(u) = Ep (j (u, D)) et on étudie ses varia-

tions. On a :
J(u) = —cu + pEp(min{u, D}) , (2.17a)
min{u, D} = ul,.p+D1,.p, (2.17b)
min{u+1,D} = (u+D1,cp+D1, 1 p, (2.17¢)
min{u+1,D} = (u+1D1,.p+D1,.p, (2.17d)
min{u + 1, D} — min{u, D} = 1,.p- (2.17e)

En rappelant que Ep(1,,.,) = P(D > u), on obtient ainsi

Ju+1)—Ju)=—c+pP(D > u) . (2.18)
variation\rrnarginale décrois;;nt en u

La variation marginale du critére étant décroissante en u, un u optimal vérifiera,
comme on peut le visualiser sur la figure 2.1, les inégalités

J(ub) — J(ul —1) > 0> J(ub + 1) — J(uf) . (2.19)
Ces inégalités peuvent se reformuler grace a 1’égalité (2.18) en

P(D>uf)<-<P(D>u-1), (2.20)
p

ce qui, en faisant la transformation [P (D > uf ) =1-P (D < ufE), nous donne

le résultat (2.16).
O



2.2.4 Formulation d’un probléme avec mesure de risque

Jusqu’ici, on s’est intéressé & un profit en moyenne c’est-a-dire que l'on accorde
de I'importance aux scénarios en fonction de leurs fréquences d’apparition. On veut
a présent accorder plus de poids aux scénarios qui conduisent & de faibles profits.
Pour cela, on introduit une mesure de risque que I'on notera IF.

On formule alors, dans un cadre décision-hasard, le probléeme d’optimisation
stochastique suivant

1516%11?( — j(u,D)) . (2.21)
On note le critére
J(w) =F(—j(u,D)). (2.22)

Généralités sur les mesures de risque

Définition 2.3. Une mesure de risque F est une fonction R® — R qui, & une
variable aléatoire X , associe un nombre réel. Cette mesure de risque est dite :

— croissante si X <Y = F(X) <F(Y),

— dnwvariante par translation si Ym € R | F(X +m) =F(X) +m,

— conveze si F(AX + (1 = N)Y) < AF(X) + (1 - NF(Y), YA€ [0,1],

— positivement homogéne si VA >0, F(AX) = A\F(X).
Une mesure de risque F est dite

— monétaire si elle est croissante et invariante par translation,

— cohérente si elle est monétaire, convexe et positivement homogéne.

Remarque 2.4. On peut remarquer que l'espérance classique F = Ep est une mesure
de risque qui vérifie les cinq propriétés énoncées dans la Définition 2.3. Elle est donc
en particulier cohérente.

Cas d’une mesure de risque monétaire homogéne

On va a présent comparer le probléme (2.13) dans le cas risque neutre au pro-
bléme (2.21) dans le cas sensible au risque.

Proposition 2.5. Pour le probléme (2.21), si F est une mesure de risque monétaire
homogeéne alors le critére (2.22) s’écrit

J(u) = cu+ pF( — min{u, D}) . (2.23)
Démonstration. Le critére s’écrit initialement
J(u) =F(—j(u,D)) = F(cu — pmin{u, D}) . (2.24)
La mesure de risque F étant invariante par translation, on a
J(u) = cu+F( —pmin{u, D}) . (2.25)
Comme la mesure de risque F est homogéne, le critére s’écrit
J(u) = cu+ pF( — min{u, D}) , (2.26)

ce qui conclut la preuve. [l



On note une certaine analogie entre les formulations (2.17a) et (2.26) ce qui
n’est pas étonnant puisque, comme énoncé dans la Remarque 2.4, 'espérance est
une mesure de risque cohérente.

La variation marginale du critére, qui se met sous la forme

Ju+1) — J(u) = c+p(]F( — min{u+1,D}) - F( - min{u,D})> . (227)

ne conduit pas a des résultats analytiques intéressants pour déduire 'effet de la prise
en compte du risque sur la décision optimale.

Cas d’une mesure de risque particuliére : la CVARg

Pour dégager une formulation analytique et ainsi comprendre 'impact du risque
sur la décision optimale, on s’intéresse & une mesure de risque particuliére, la Condi-
tional Value at Risk pour laquelle nous adoptons la définition suivante. Cette défi-
nition n’est pas la définition “officielle” mais est une des formes les plus pratiques.

(Voir [7]).

Définition 2.6. Soit un réel 3 € [0,1] et X € R? une variable aléatoire. La
Conditional Value-at-risk de la variable aléatoire X est

CVAR(X) = inf {EP((f{_—;)+) + s} : (2.28)

Dans cette définition, 3 est un parameétre d’aversion au risque. Il est connu que
(voir [7]) lorsque /3 est nul, la formule (2.28) coincide avec I’espérance mathématique

CVARo(X) = Ex(X) (2.29)

et que la limite de CVARg(X) lorsque f — 1 est la mesure de risque Worst
Case
CVAR;(X) = lim CVAR4(X) =sup X (w) . (2.30)
p—1 weN
Nous allons, au travers de cette mesure de risque particuliére, essayer de com-
prendre I'impact du risque mesuré par le paramétre 5 d’aversion au risque, sur la
décision optimale, noté uﬁﬁ
Le probléme d’optimisation stochastique étudié s’écrit

min CVARg( — j(u, D)) . (2.31)

uelU

Dans le cas ot la demande d et le nombre de journaux commandés u sont conti-
nus, on sait d’aprés |1] qu’une solution optimale de (2.31) est caractérisé par

P (D < ug> - p;Cu —B). (2.32)

Le résultat (2.32) nous permet de comprendre qualitativement l'influence du
parameétre d’aversion au risque 3 sur le nombre optimal de journaux commandés u.



On remarque tout d’abord que u% décroit quand S augmente. Ainsi, plus I'on est
sensible au risque, moins ’on commande de journaux. En effet, on a

p—c p—c
1-8) < , 2.33
P ( ) P (2.33)

i #
P (D < uﬁ) <P (D < u5:0> , (2.34)
u% < u%zo = uf, (2.35)

Formulation d’un programme linéaire dans le cas de la CVAR

Dans 'optique d’effectuer des applications numériques en Nsp!, on commence
par reformuler le probléme (2.31) comme un programme linéaire que 1’on peut alors
résoudre & 'aide d’un solveur. Cette reformulation a été proposée dans [3]. Le pro-
bléme étudié est alors

Er ([~ j(u, D)~ a]") . (2.36a)

min o+
a€RueU 1-p

Proposition 2.7. Le probléme (2.36) est équivalent au programme linéaire

1
i — ) X(w)P 2.
e BiBcea * T L X P ). (257
pD(w) > cu — X (w) —a, Vw € Q2
s.c. 0>(c—pu—X(w)—a, Ywe (2.37b)
X(w) >0, Yw € Q2

au sens ot les valeurs minimales coincident.

Afin de démontrer la Proposition 2.7, nous avons tout d’abord besoin de la
Définition 2.8 et du Lemme 2.9 ci-dessous.

Définition 2.8. Soit (X,Y) € R? x R On dit que X est inférieur & Y si
VweQ, X(w)<Y(w)etonnote X <Y . (2.38)
Remarquons que l'ordre défini par (2.38) n’est pas un ordre total.

Lemme 2.9. Soit g : UxR — R et h : X? — R une fonction croissante. Le
probleme d’optimisation

o — i h(X s 2.39
Yo = ity M) (2:39)
s.c. X (w) =max{0,g(u, D(w))}, Vw € Q, (2.39b)

est équivalent au probleme d’optimisation reldché

1. http ://cermics.enpc.fr/ jpc/nsp-tiddly /mine.html



v, = min h(X), (2.40a)

s.c. X(w)>0, Yw € Q, (2.40b)
X (w) > g(u, D(w)) , Yw € Q, (2.40c¢)
au sens ot les valeurs des problémes coincident.

Démonstration. On sait déja que v, < v, car le probléme relaché (2.40) minimise sur
un ensemble admissible plus large que le probléme (2.39). Soit (uf, X*) une solution
du probléme relaché. On construit le couple

(u*, X*) = (v*, max{0, g(u*, D}) , (2.41)

qui est solution admissible du probléme relaché (2.40) et du probléme (2.39). Or
X* < X* et donc h(X*) < h(XPF) par croissance de h. Donc a partir de toute
solution optimale de (2.40), on construit une solution admissible de (2.39) qui fait
mieux que v,. Par suite v, < v, ce qui conclut la preuve. 0

Nous pouvons a présent démontrer la Proposition 2.7.
Démonstration. Comme § est fini, le probléme (2.36) se réécrit

1
aer]%’i;lema + -5 u;z [cu — pmin{u, D(w)} — ozTrIP’ (w) (2.42)

Il est évident que le probléme (2.42) est équivalent au probléme

(Poriginal) QER’U?&&ERQ o+ 5 LZ;Z X (w)P(w) (2.43a)
s.c. X (w) =max {0, cu — pmin{u, D(w)} — a} Yw e Q. (2.43b)

D’aprés le Lemme 2.9, on sait que le probléme (2.43) est équivalent au probléme
relaché

1
Pre ache) * 1 T 5 X P 5 2.44
(o) 00+ =5 D X@RE) . (2dd)
s.c. X(w)>0, Vw € () (2.44b)
X (w) > cu —pmin{u, D(w)} — Yw e Q. (2.44c¢)

Il est alors évident que la contrainte (2.44c) est équivalente aux contraintes (2.45¢)

et (2.45d) de

1
Pina) i —— X (w)P ) 2.45
Pooa) g BB @+ T 2 X WP W) (2:452)
s.c. X(w)>0, Yw € Q (2.45Db)
X(w) > cu—pD(w) —a, Yw € €2 (2.45c¢)
X(w)>cu—pu—a, Vw e . (2.45d)
Cette derniere équivalence conclut preuve. 0
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FIGURE 2.2 — Représentation de la loi de probabilité de la demande D

Applications numériques

Nous allons a présent confronter résultats numériques et théoriques. Les résul-
tats numériques sont présentés comme des profits car plus naturels a analyser. On
considére les données suivantes

— le prix d’achat initial est ¢ = 0,70 €,

— le prix de vente est p = 1,20 €,

— la demande maximale est D = 100 000,

— les scénarios sont les demandes possibles, soit Q = {0, ..., D},

— la demande est donnée par la variable aléatoire D (w) = w € {0, ..., D},

— laloi de probabilité est une loi unimodale triangulaire de paramétre A = 43600

dont la représentation est donnée par la Figure 2.2.

On a vu au § 2.2.4 que le cas = 0 correspond au cas risque neutre. On observe
sur la figure 2.3 que plus le parameétre d’aversion au risque [ augmente, plus le
nombre optimal uﬁﬁ de journaux commandés diminue ce qui est cohérent avec le
résultat théorique (2.32).

Connaissant le v/ , on a effectué des simulations afin de comparer les profits dans
le cas risque neutre (f = 0) et un cas fortement sensible au risque (8 = 0.9). Les
résultats sont obtenus pour 1 000 000 simulations.

La figure 2.4 nous montre I’histogramme des profits obtenus aprés les simulations.
On observe que dans le cas sensible au risque, les profits sont plus faibles mais plus
certains. L’échelle logarithmique nous permet d’observer les faibles fréquences en
comparaison des pics.
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Evolution du nombre optimal de journaux a commander en fonction de I'aversion au risque

40e3 — B u_opt(beta)

36e3 —

32e3 —

28e3 —

24e3 —

uopt

20e3 —

16e3 —

12e3 —

8e3 —

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
beta

FIGURE 2.3 — Evolution du nombre optimal de journaux & commander en fonction
du paramétre § d’aversion au risque. Les résultats correspondent a des 3; = i/100

Histogramme des profits dans le cas statique
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FIGURE 2.4 — Histogramme des profits obtenus lors des simulations
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2.3 Vendeur de journaux a 2 périodes

Nous étudions a présent le cas d’un vendeur de journaux hebdomadaires qui peut
faire deux commandes dans la semaine.

Formulation du probléme

On note uy le nombre de journaux commandés au pas de temps 0 avant de
connaitre la demande D et on note u; le nombre de journaux commandés au pas
de temps 1.

Le profit est défini par

J(ug, u1,d) = — coug + pmin{ug, d}

(2.46)
— ciuq + pmin {d — min{ug, d}, ul} ,
et la variante du vendeur de journaux étudiée est
i F(—j U,D)). 2.47
uoeHIJ]Ell}TeUQ ( (o, L )) ( )
On note le critére
J(Uo,U1> :j(UQ,Ul,D) . (248)

Comme dans le § 2.2, on effectue une premiére commande en début de semaine
de up journaux a un prix cg. Puis, plus tard dans la semaine, un devin révele quel
scénario w se réalise. On peut alors effectuer une seconde commande de u; journaux
au prix c; avec ¢ = ¢y < ¢; < p.

Dans un premier temps, on ne connait pas la demande quand on prend la décision
U,. Noter ug est une maniére de représenter une variable aléatoire constante sur €2.
Dans un second temps, on connait la demande quand on prend la décision Uj .

Résolution de la 2éme période

Proposition 2.10. Si ug est optimale pour le probléme (2.47), alors le couple
(uf, U,") ou U,* est défini par

U= D —min{u}, D} , (2.49)
est une solution optimale du probléeme (2.47).

Démonstration. Soit ug et d fixés. La fonction critére (2.46) ne dépend alors que de
uy. D’aprés (2.4), on a

Yug , Yd, —j(ug,ur,d) > —j(ug,d — min{ug, d},d) . (2.50)
Ceci étant vrai pour tout d, on a

— j(uo,U;, D) > —j(ug, D — min{uy, D}, D), (2.51)
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et comme la mesure de risque F est croissante, on peut 'appliquer de chaque coté
de l'inégalité pour obtenir

IF( — Jj(uo, Ul,D)) > IF( — j(ug, D — min{uO,D},D)) ) (2.52)
Soit ug une solution optimale du premier pas de temps du probléme (2.47). On a
d’aprés (2.52)

F(— j(up,U,, D)) > F( — j(uh, D — min{u}, D}, D)) . (2.53)
Donc (5, D — min{u, D}) est solution optimale du probléme (2.47) ce qui conclut
la preuve. 0

Résolution 1lére période

La Proposition 2.10 nous permet de restreindre notre étude a celle de la fonction
profit

j(u07 d— min{uo, d}7 d) = - Coug +W

— 1d + ¢ min{ud, d} (2.54)
+ pd — pminfal, d} .

Le profit (2.54) apparait alors comme une fonction uniquement de (ug,d). On
peut donc étudier le critére

J(ug) = IF( — j(uo, D — min{ugy, D}, D))
= F(couo — cymin{ug, D} + (¢; — p D) 5 (2.55)

= CoUg — cl]F(min{uo, D} + (1 —p
afin de trouver un ug puis lui associer le Uljj par (2.49).

Influence de la dynamique dans le cas risque neutre

Proposition 2.11. Une solution optimale du probleme (2.47) dans le cas risque
neutre est donnée par

C1 — Co

P(Dgug—1>§ gP(Dgug>,

C1

U= D —min{u}, D} .

(2.56)

Démonstration. La démonstration reprend celle de la Proposition 2.2 dans le cas
statique en utilisant (2.55) comme fonction critére. O

Comme (¢1 — ¢p)/e1 < (p—¢)/p, on a

ung <ub . (2.57)



On voit donc que la possibilité de faire une deuxiéme commande a une influence sur
le contrdle optimal initial. Quand on peut faire une deuxiéme commande, on a intérét
a4 commander moins & la premiére période pour se prémunir des demandes faibles
quitte & commander plus au deuxiéme pas de temps pour combler une demande
éventuellement forte.

Le cas ¢; = p correspond au cas dégénéré du vendeur a un pas de temps. Le cas
c1 = ¢ correspond au cas oul I’on ne commande pas de journaux.

Remarque 2.12. On remarque que ug ne dépend pas du prix de vente p. En effet,

si 'on ne commande rien au premier pas de temps et tout au deuxiéme pas de
temps, on est stir de ne pas avoir de perte. Si I'on veut augmenter son profit, il faut
commander au premier pas de temps et la différence avec le profit assuré est alors
(p— co)ug — (p—e1)ug = (¢1 — co)ul. Cest donc cette différence de gains par rapport
au profit de base qu’on cherche & maximiser.

Formulation d’un programme linéaire

La fonction critére (2.55) ne fait intervenir que la variable de controle ug. On
prend pour mesure de risque la CVAR4 et on adapte la démonstration de la Propo-
sition 2.7 avec la fonction critére (2.55) pour obtenir le controle optimal ug dans un
cadre dynamique avec un programme linéaire.

Applications numériques

On reprend les parameétres numériques utilisés dans le cas statique et on de donne
en plus ¢; = 1,00 €, le prix d’achat d’'un journal hebdomadaire a la deuxiéme
période. Dans ce cas, on compare I’évolution du u* statique a ug dynamique. On
remarque, comme le montre la figure 2.5, que le contréle optimal initial dans le cas
dynamique est toujours plus faible que dans le cas statique. Cependant, plus on est
sensible au risque, plus cette différence est faible. On cherche en effet a se prémunir
des pertes donc on anticipe les scénarios les pires.

On a également effectué des simulations dans le cas dynamique. Les figures 2.6
et 2.7 permettent de comparer les résultats entre le cas risque neutre et le cas sensible
au risque avec un coefficient d’aversion au risque g = 0.9. On compare également le
cas statique et le cas dynamique.

Les profits dans le cas sensible au risque sont toujours plus faibles mais plus
certains que ce soit dans le cas statique ou dans le cas dynamique. Le cas dynamique
a de plus tendance a augmenter les profits.

2.4 Conclusion

En tant que vendeur de journaux, nous avons vu qu’il est possible d’adopter dif-
férentes attitudes pour gérer le commerce : regarder un profit moyen ou se prémunir
des profits faibles par exemple. L’optimisation apparait alors comme une aide a la
décision puisque la solution optimale dépend de 1’attitude choisie.
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On a ainsi pergu au travers de ce chapitre et de cet exemple les effets de la prise
en compte du risque dans une décision ainsi que ceux de la prise en compte du
caractére multi-étapes d’un systéme et donc de 'information.

Plusieurs termes techniques ont été introduits succinctement dans ce chapitre
et seront détaillés plus tard : espace de scénario, variable aléatoire, mesurabilité,
mesure de risque, information, loi de probabilité.

Nous allons & présent introduire un formalisme pour traiter de maniére plus
générale certains problémes d’optimisation stochastique.
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Evolution du nombre optimal de journaux a commande en fonction de I'aversion au risque dans le cas dynamique

W u_opt(beta)
vV u_opt_dynamique(beta)

39e3

35e3

3le3

27e3

23e3

quantité

19e3

15e3

1le3

7e3 —

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
beta

FIGURE 2.5 — Comparaison du controle optimal u% dans le cas statique et dans le
cas dynamique en fonction du paramétre d’aversion au risque [.

Histogramme des profits dans le cas statique
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FIGURE 2.6 — Histogrammes des profits dans le cas statique. Le profit est donné
pour ¢ = 0.7, p = 1.2 et le paramétre d’aversion au risque utilisé est 5 = 0,9
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Histograrmme des profits dans le cas dynamigue

10 =
—& risque neutre

10 = ¥ averse au risque

nombre d'apparitions

=
(=]
il |

107 e e e e e Wl . 1 . 1 . 1 W
-2ed -led o led 2ed 3ed

profit

FIGURE 2.7 — Histogrammes des profits dans le cas dynamique. Le profit est donné
pour ¢cg = 0.7, ¢ = 1.0, p= 1.2 et le parameétre d’aversion au risque utilisé est

8=0,9
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3 Optimisation stochastique a 1 pé-
riode avec contraintes de mesura-
bilité

3.1 Introduction

Ce chapitre présente un formalisme mathématique et des outils techniques per-
mettant de traiter des problémes d’optimisation stochastique statiques avec des
contraintes d’information.

Les démonstrations et notions seront présentées dans le cas fini. Néanmoins, le
lecteur est invité a consulter [11] et [15] qui généralisent la plupart des résultats au
cas continu.

3.2 Formulation d’un probléme d’optimisation sto-
chastique sous contraintes d’information

Nous étudions le probléme

IJI;%F(](U, W)) . (3.1)
Les différents objets nécessaires a la compréhension de ce probléme sont :
— la mesure de risque F,
— le critére 7,
— les variables aléatoire U, W,
— une tribu G.

Le cout et les variables aléatoires Pour définir nos variables aléatoires, on
prend 1'univers €2 et on se donne deux espaces U et W. Le controle U est alors un
élément de de U® et le bruit W est un élément de W Le critére j : Ux W — R
permet alors de définir la variable aléatoire j(U, W) : w — j(U (w), W (w)) et le
critere J(U) =F(j(U, W)

Dans I’équation (3.5), il nous reste a préciser ce que veut dire U < G.
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Rappels sur les tribus

Nous rappelons ici briévement quelques notions mathématiques sur les tribus et
ce qu’elles modélisent. On peut trouver plus de détails dans [3].
Une tribu G sur €2 est un fagon mathématique de représenter de I'information.

Définition 3.1. Une tribu G sur €2 est une collection non vide de sous-ensembles
de 2 qui est stable par union finie et par passage au complémentaire.

La Définition 3.1 est la plus générale. En pratique, quand €2 est fini, une tribu
peut étre caractérisée par ses atomes qui forment une partition de 2.

Définition 3.2. Soit G une collection de sous-ensembles de 2. Un atome de G est
un sous-ensemble G non vide tel quesi K € Get K C G alorson K = @ ou K = (.

Définition 3.3. Soit £ un ensemble de parties. La plus petite tribu contenant E
est notée o(F).

Proposition 3.4. Soit une tribu G et {G,,a € A} Uensemble de ses atomes. Alors
§=0(Gs,a€A), (3.2)
et {Gq,a € A} forme une partition de §Q.
A présent nous allons définir la mesurabilité de variables aléatoires.

Définition 3.5. Soit X a valeurs dans un espace mesurable (X, X), la tribu no-
tée o(X) = {X 1(B)|B € X} est la tribu engendrée par X. On dit que X est
G—mesurable si 0(X) C G, ce que 'on note X < G :

X <Ge0X)CS. (3.3)

Proposition 3.6. Une variable aléatoire X est G—mesurable si elle est constante
sur chaque atome de la tribu G.

Nous illustrons ces définitions au travers d’un exemple.

Exemple 3.7. La figure 3.1 illustre les différents éléments présentés au travers de
cet exemple. Soit I'ensemble de scénario Q = {wq,wq, w3}.

On définit la tribu § = {@, {wi, ws}, {ws}, 2}. On remarque que § est bien stable
par union et par passage au complémentaire. Les atomes de G sont les éléments
G = {wi,ws} et G = {ws}. On remarque que les atomes de G forment bien une
partition. Les scénarios wy et wy sont dits indiscernables car dans le méme atome G.
Pour notre exemple, X est G—mesurable si X (w;) = X (ws).

Rappel sur I’espérance et 1’espérance conditionnelle Nous rappelons les
formulation de I'espérance et de I'espérance conditionnelle d’une variable aléatoire
X . On se place dans le cas ou § = 0(Gy,a € A)

Ep(X) =) X(wP(w) . (3.4a)

weN

Ee(X |9)= ).

ac€A,P(Gy)>0

EJP’(IGQX)

ey lon (3.4D)
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atom G = {wy, wp, }

atom G = {w,}

Wy

Q)

()= {wbvwmnwh}
§ = {@’ {wbyw’fn}a {(.dh}, Q}

FIGURE 3.1 — Représentation graphique de I'univers €2, de la tribu G et de ses atomes
{G.G}.

3.3 Résolution par imbrication

Ici nous cherchons a résoudre le probléme (3.1) en le décomposant en sous-
problémes d’optimisation, un par atome de la tribu G.

3.3.1 Cas risque neutre

Dans le cas risque neutre, le probléme (3.1) s’écrit

?;%Ep(j(U, w)). (3.5)

Présentation de I’objectif Nous cherchons les conditions pour pouvoir écrire (3.5)
avec une formulation du type

min Ez(j(U, W) :Ep(gng(j(u,W) | 9)) . (3.6)

Ceci permettrait de décomposer le probléme (3.5) en sous-problémes représentés
par

min By (j(u, W) | 9) . (3.7)

L’équation (3.7) désigne en fait plusieurs problémes, un pour chaque atome G,
(voir la Proposition 3.6) de la tribu G. Les solutions de ces sous-problémes permettent
de reconstituer une solution de probléme initial (3.5).

Nous étudions dans un premier temps le probléme (3.5) avec une tribu § quel-
conque. Nous regarderons ensuite ce que donne le résultat énoncé en (3.8) dans les
cas particuliers du Chapitre 2; & savoir lorsqu’on a accés aucune information avec
G =0(2,9) et lorsque l'on a accés toute 'information avec § = o({w},ecq)-
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Cas général : G est quelconque

Proposition 3.8 ([3]). Le probleme (3.5) se réécrit

min Bz (j(U, W) = Bz (min Ex (j(u. W) | 9)) | (3.8)

et le minimum est atteint pour la variable aléatoire définie par :

Ep (15,7 (u, W)
Ul(w) =}, € i Co
(W) =ub, argerﬁrjun PG

, YweG,, YVac A. (3.9)

Cas sans information § = o({@,})

Dans le cas ou G est la tribu triviale o({@,Q}), la variable aléatoire U est
constante sur ). L’espérance conditionnelle par rapport a la tribu triviale est alors,
comme 'indique la formule (3.4b), 'espérance classique. La Proposition 3.8 donne :

pJun  Ep(j(U, W) = Ep(minBe(j(u, W)) = minEe(j(u, W) . (3.10)

On voit que dans le cas ot I'on ne posséde aucune information, la variable aléa-
toire U peut s’identifier a une valeur unique.

Cas avec information compléte § = o ({w}ueq)

Dans le cas ou I'information est compléte, on distingue chaque scénario w. Ainsi,
d’aprés l'expression (3.4b), l'espérance conditionnelle d’une variable aléatoire par
rapport & G est égale a la variable aléatoire :

Er(X |9)=X. (3.11)
La Proposition 3.8 et on obtient :
min ~_ Ep(j(U,W)) = Ep(minEp(j(u, W) | 9)) = Ep(minj(u, W)) .
U=o({w}uea uel u€l

(3.12)

Toute solution de (3.12) est donnée par

U (w) € argmin j(u, W (w)) . (3.13)

uelU

3.3.2 [Extension de la résolution avec mesure de risque

Nous avons, dans le § 3.3.1, résolu le probléme (3.5) par imbrication. On cherche
a résoudre le probléme (3.1) avec ce genre de méthode.

gléIglF(](U,W)) . (3.14)
et la formulation a laquelle on souhaite aboutir est du type suivant
minF(j(U, W)) = F( minF (j(u, W)[9) ) . (3.15)

ou 'on donne un sens a F(.|G) dans le paragraphe suivant.
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Mesure de risque conditionnelle et cohérence temporelle

Dans le cas risque neutre, on a naturellement une espérance conditionnelle sa-
chant G et le résultat important suivant :

Ep(X) =Ep(Ep(X | 9)) (3.16)

On aimerait, dans le cas d’une mesure de risque quelconque, définir une mesure
de risque sachant G et avoir un résultat du méme type

F(Z)=F( C(2) ). (3.17)
G—mesurable

On va définir ce qu’est une mesure de risque conditionnelle (Voir [2[,[12],[13],]14]).
Pour cela, on introduit les objets suivants :

— On note Z I'ensemble des variables aléatoires sur €2,

— On note Zg l’ensemble des variables aléatoires G—mesurables

Une mesure de risque conditionnellement a la tribu G est une fonction G a valeurs
dans Zg

G: 2 — Zg
zZ — G(Z2).

Définition 3.9. Une mesure de risque conditionnelle G est dite :
— monotone si pour (X,Y)e2?, X <Y = G(X) <G(Y).
— dnwvariante par translation : si pour (M, X) € Zg X Z on a
G(X+M)=G(X)+ M.
— convere siVX,Y € Zg, GAX + (1 = N)Y) < AG(X) + (1 - NG(Y).
— positivement homogéne : si pour A > 0 et X € Z on a,
G(AX) = \G(X).

La Définition 3.9 est le pendant de la Définition 2.3 lorsque les variables aléatoires
sont a valeurs dans Zg et non pas dans R.

(3.18)

Définition 3.10. Le couple de mesures de risque (F,G), données dans cet ordre,
vérifie la propriété de cohérence temporelle si

IF(\Z/) :F(@) , VZ eZ. (3.19)

Formulation imbriquée
La proposition suivante généralise la formulation (3.8).

Proposition 3.11. Soit (F,G) une suite de mesures de risque vérifiant la propriété
de cohérence temporelle (3.19). Supposons que arg min, ey G(j(u, W)) est non vide
pour tout u € U et tout w € Q. Alors le probléme (3.14) s’écrit

min F(j(U, W) = F(glei[[rjl((}(j(u,W))) , (3.20)

et le minimum est atteint pour la variable aléatoire définie par :

U'(w) =} € argmin G (j(u, W))(w), Vwe G, , Ya€ A. (3.21)
uelU
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Démonstration. Comme G est une mesure de risque conditionnelle a valeurs dans
Zg, on a :

YU cU%, GU(U,W)) € Zg . (3.22)
On note g(u,w) la valeur prise par la variable aléatoire G(j(u, W)) en w :

g(u,w) = G(j(u, W))(w) . (3.23)

La variable aléatoire w — g(u,w) est G—mesurable puisque G(j(u, W)) Pest.
Dong, si § C 0(G,,a € A), ou G, sont les atomes de G,

Vw,w' € Gy, glu,w) =g(u,'), Yae A. (3.24)
et
Vw,w' € G, , argmin g(u,w) = arg min g(u,w’), Va € A. (3.25)
uelU u€elU
Pour tout a élément de A, on sélectionne un u? appartenant a 'argmin ci-dessus
et on note U la variable aléatoire telle que
U, =ul. (3.26)
On en déduit que pour tout U G—mesurable,
g(Uf(w),w) < gU(w),w) , we. (3.27)
On obtient alors la suite d’inégalités suivantes
min G(j(u, W)) <G(j(U,W)) par définition de U* en (3.26)
ue
]F(miﬂrle(j(u, W))) < F(G(j(U, W))) par croissance de [F
ue
IF(miHrJlG(j(u, W))) <F((U,W)) par cohérence temporelle (3.19)
uec
. . < . P nf
IF(IJIE%IG(](U, W))) < r}réng(j(U’ W) par définition de 'inf
Or en remplacant U par U*, les inégalités précédentes deviennent des égalités
et I'inf est atteint. 0J

3.3.3 Résumons nous

Nous avons résolu une classe de problémes d’optimisation stochastique dans le cas

risque neutre par décomposition en sous-problémes, atomes par atomes, moyennant
un théoréme d’interversion entre un minimum et une espérance. Cette décomposition
nous conduit alors & une formulation dite imbriquée.

En introduisant les mesure de risque conditionnelles et la propriété de cohérence

temporelle, nous avons ensuite généralisé cette décomposition du cas risque neutre
au cas sensible au risque.

Nous allons a présent traiter la contrainte de mesurabilité par dualité.
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3.4 Reésolution par dualisation des contraintes

Nous portons a présent attention aux contraintes de mesurabilité. Ces contraintes
vu au §3.2 couplent les w entre eux. Nous allons chercher a dualiser les contraintes de
mesurabilité pour décomposer un probléme d’optimisation stochastique en plusieurs
sous-problémes.

3.4.1 Formulation du probléme dans le cas risque neutre

Le probléme étudié est le probléme (3.5) que nous pouvons réécrire comme ceci

in Ep(; 2
ain Bz (j(U, W) , (3.28a)
sc.U=<XG. (3.28b)

Nous allons nous intéresser a une formulation fonctionnelle de la contrainte de
mesurabilité (3.28b) en utilisant :

U=<§=E(U |G =U, Pps.. (3.29)

On remarquera que la réciproque de (3.29) n’est pas toujours vérifiée comme on
peut le voir dans ’exemple suivant ot la loi de probabilité P ne charge pas tous les
points.

Exemple 3.12. On se donne les objets suivants
— Q= {W17w27w3}7
— P=1(0,2/3,1/3) au sens ou P (w;) = 0,etc.,
— X =(2,1,3) au sens ou X (w;) = 2,etc.,

— 5={& {w,w} {ws} 9},
On trouve alors en utilisant la formulation (3.4b) de 'espérance conditionnelle que
Ep(X | 9) =(1,1,3). Comme P(w;) =0 on a

Ep(X |G) = X , P— ps., (3.30)
—_—— ~—
G—mesurable non §—mesurable

puisque les deux variables aléatoires sont égales sauf sur un ensemble de probabilité
nulle. Cependant X n’est pas G—mesurable car attribue deux valeurs différentes a
w1 et & wy alors que G ne fait pas la distinction entre ces deux scénarios.

Nous travaillerons a présent sur le probléme relaxé suivant :

s.c. Bp(U | §) =U , P-ps. . (3.31b)

Nous allons traiter les contraintes (3.31b) par dualité.
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3.4.2 Reésolution dans le cas risque neutre

Nous prenons pour cette section U = R mais on peut généraliser les résultats au
cas ot U = R Comme nous sommes dans le cas risque neutre, nous disposons d’un
produit scalaire naturel, associé a I’espérance que ’on adopte, et qui est défini par :

(X,Y)=FEp(XY), Pps.. (3.32)

S’étant doté d’un produit scalaire, on peut définir le Lagrangien du probléme (3.31)
qui s’écrit, sur R? x R :

LU,m):=Ep(j(UW))+{(m Ex(U |9)-U) , (3.33)
= Ee(j(U, W)) + ]EH»<7T [Ex(U | G) — U]) . (3.34)

Le probléme primal et le probléme dual sont alors respectivement définis par :

min max L(U, ) , (3.35a)
U cR9 7w eR®
max min L(U, 7). (3.35Db)
wEeR? U eR®

Remarque 3.13. Il est connu [10] que (3.35a) est équivalent & (3.31) et que (3.35b)
est une borne inférieure de (3.35a).

Théoréme 3.14. Sous les hypothéses

1. l’ensemble U est convexe,

2. la fonction j est convexe, sci et propre en u sur U pour tout w € W,
le probléeme (3.31) est équivalent a

max Ep(ﬂl'ﬂl@j(u, W)+ (Ep(m | §) — ) u) . (3.36)

weR ue

et si les hypothéses ne sont pas vérifiées, la formulation (3.36) fournit alors une
borne inférieure.

Démonstration. Les contraintes presque sires formulées avec une espérance condi-
tionnelle sont affines, en nombre fini car 2 est fini donc qualifiées. Les hypothéses
du Théoréme A.34 nous assurent alors que le probléme primal et le probléme dual
sont équivalents, et on étudie donc le probléme dual. Dans un premier temps, on
reformule le Lagrangien (3.33) afin de transférer la contrainte de mesurabilité de U
au multiplicateur 7. Pour cela, on remarque que

Ep(w - (Ep(U | §) —U)) =Ep((Ep(w | §) —7) - U) . (3.37)
Le Lagrangien (3.33) se réécrit donc

LU, w)=Ep(j(U,W)) +Ep((Ep( |§) —7)-U) , (3.38)
=Ep(j(U,W)+ (Ep(w |§) — ) -U), (3.39)
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et le probléme dual (3.35b) s’écrit

in Ep(j(U, W E —m)-U). 3.40

max min e (j(U, W) + (Ez(m | §) — ) -U) (3.40)

On observe alors que la variable U n’a plus de contraintes de mesurabilité. En
appliquant la Proposition (3.8), on se retrouve dans le cas (3.12).

La borne inférieure est une application immédiate de la Remarque 3.13 et résultat
d’interversion (3.8). O

Cas sans information

On rappelle que le cas sans information correspond au cas ou G est la tribu triviale
c'est-a~-dire § = o({@,Q}). Dans ce cas, l'espérance conditionnelle par rapport a G
est l'espérance mathématique. Le probléme (3.36) se réécrit alors

max Ep(min j(u, W) + (Ep(w) — 7) - u) . (3.41)

RS ueR

Cas avec information compléte

Le cas avec information compléte est le cas on § = 0({w}weg). L’espérance
conditionnelle d’une variable aléatoire est alors égale & la variable aléatoire elle-
méme c’est-a-dire

Es(U | G)=U . (3.42)

Le probléme (3.36) se réécrit alors

max Ep( min j(u, W)+ (m —m) - u) . (3.43)

mwERS u€R

Comme 7 — 7 = 0, le maximum en 7 n’intervient plus et on obtient

e (min j(u, W)) (3.44)

3.4.3 Extension de la résolution dans le cas avec une mesure
de risque

Le but de cette section est de généraliser le résultat (3.36) en remplagant I’espé-
rance £ par une mesure de risque F.

L’écriture des contraintes de mesurabilité devient plus délicate. Dans le cas risque
neutre, ’espérance conditionnelle était naturellement associée a I'espérance et per-
mettait d’écrire une contrainte de mesurabilité linéaire. Dans le cas avec risque, non
seulement il faut réussir a se doter d’une mesure de risque conditionnelle G cohérente
temporellement avec [F mais celle-ci n’a pas de raison d’étre linéaire.

On se donne une loi de probabilité P et le produit scalaire (3.32). Le probléme
étudié est

HgnIF(j(U,W)) , (3.45a)

s.c. Bp(U | §) =U . (3.45b)
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Nous pouvons définir le Lagrangien du probléme (3.45) qui s’écrit :

LU, m)=F@GHU,W))+(x E(U |9G)-U) , (3.46)
—F(j(U,W)) +Es(n (B:(U | §) - U)) . (3.47)
—F(j(U,W)) +Es ((Es(m | ) - m)U ) . (3.48)
Le probléme primal et le probléme dual sont alors respectivement défini par
min max L(U, ) , (3.49a)
U eR9 weR$
max min (U, ) . (3.49b)
7w ERL U R

Proposition 3.15. Sous les hypothéses

1. l’ensemble U est convexe,

2. la mesure F est monétaire conveze,

3. le critere 5 est convexe en u sur U pour tout w € W,
alors le probléme (3.45) est équivalent a

max [%%ZIF(j(U, W)+ Ep((Ep(ﬂ' 1) w)U)) . (3.50)
Démonstration. La croissance de F et sa convexité assurent que la fonction a mini-
miser dans I’équation (3.45a) est convexe en U.

Le transfert de la contrainte de mesurabilité de U & 7 est détaillé dans la preuve
de la Proposition 3.14.

Enfin le caractére invariant par translation de la mesure de risque F permet de
faire entrer la contrainte dualisée, qui se présente comme un scalaire (résultat d’un
produit scalaire), a l'intérieur de la mesure de risque. [l

A ce stade, on ne peut pas rentrer le minimum en U de 1'équation (3.50) sous
la mesure de risque car, a l'intérieur de la mesure de risque, il reste 'opération
espérance qui couple la variable aléatoire U en w. L’espérance intérieure disparait
dans le cas risque neutre en raison de la série d’égalités

]E]p(X + EP(Y)) = EP(X) + Ep(Y) = EP(X + Y) . (351)

Dans le cas d’une mesure de risque invariante par translation, on peut seulement
dire

IF(X + ]EP(Y)) =F(X)+Ep(Y). (3.52)

Proposition 3.16. Soit une mesure de risque F qui s’écrit
F(X) = Eo(X 3.53
(X) = maxEo(X) , (3.53)

ot Qp est un ensemble de lois de probabilité convexe, fermé et borné. Supposons que
pour tout Q de Qp, Q est absolument continu par rapport a la loi P. St on se place
sous les hypothéses de la Proposition 3.15, alors le probléeme (3.50) est équivalent a

o dQ
max &%ﬁEp(%ﬂ%j(u,W)ﬁ + [Ep(m | §) — w}u) . (3.54)
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Démonstration. On commence par reformuler le probléme (3.50) grace a (3.53)

max min maxEQ<j(U,W) + Ep((Ep(m | §) — 7r)U)> : (3.55)

weR® UeR? QeQr

On définit alors la fonction f: Qg x U — R | par

F@.U) =B (U W) + B (Bl | 9)-mU) ) . (339

La fonction f est convexe-concave, sci-scs sur deux ensembles convexes. Elle est
de plus coercive en Q car Qp est borné. Elle est coercive en U car j est fortement
convexe, que ’espérance suivant [P est linéaire et que la mesure [F est convexe crois-
sante.

On sait alors que

min max f(Q,U) = max min f(Q,U) . (3.57)

UeR? QeQ QeQ UeR®

Toutes les lois de ’ensemble Qp sont absolument continues par rapport a la loi IP. On
peut alors utiliser le théoréme de Radon-Nikodym pour réécrire I’espérance suivant Q
comme une espérance suivant P. Ceci nous permet d’utiliser la série d’égalités (3.51)
et de faire disparaitre I’espérance intérieure. On peut alors rentrer le minimum grace
a la Proposition 3.8 ce qui conclut la preuve. 0

Les mesures de risque cohérentes vérifie les hypothéses de la Proposition 3.16
d’aprés [7]. L’ensemble Qp associé & la CVARg est polyhedral (voir [0]) ce est inté-
ressant pour des applications numériques.

3.4.4 Résumons nous

Nous nous sommes intéressé a une forme relaxée des contraintes de mesurabilité
ce qui nous a permis de les dualiser au sens de Lagrange.

Nous avons alors vu comment il est possible, en s’intéressant au probléme dual, de
s’affranchir de la contrainte de mesurabilité sur U dans le probléme de minimisation.
Ainsi, en utilisant un théoréme d’interversion entre ’espérance et le minimum, on
se raméne a des sous-problémes que 1’on traite w par w.

L’étude dans le cas d’une mesure de risque générale a été ’occasion d’introduire
les mesures de risque invariantes en loi. Nous avons aussi introduit les mesures de
risque cohérentes qui s’écrivent comme un maximum d’espérance sous différentes
lois de probabilités.

3.5 Conclusion

Nous avons, au travers de ce chapitre, présenté des outils mathématiques per-
mettant de traiter de maniére générale des problémes d’optimisation stochastique a
1 pas de temps avec contraintes de mesurabilité.

Nous avons proposé des méthodes de résolution par imbrication et par dualisa-
tion.

Nous allons & présent nous intéresser a des problémes a deux pas de temps de
décision.
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4 Optimisation stochastique a 2 pé-

riodes avec contraintes de mesura-
bilité

4.1 Introduction

Nous étudions dans ce chapitre les probléemes d’optimisation stochastique dyna-
miques. On introduit la dimension temporelle et on regarde son impact du temps sur
I’écriture des contraintes de mesurabilité et nous généralisons les résultats obtenu
dans le cas statique.

Comme dans le Chapitre 2, nous nous intéresserons a des problémes a deux pas
de temps tout en sachant que les résultats se généralisent & des problémes a plusieurs
pas de temps.

4.2 Résolution par imbrication

Nous spécifions dans cette section les résultats énoncés en §3.3 au cas dynamique.
Nous verrons notamment pourquoi un probléme dynamique ne peut pas se traiter
comme un probléme statique lorsqu’on a des contraintes de mesurabilités.

4.2.1 Formulation du probléme dans le cas risque neutre

Enoncé du probléme

Nous énongons le probléme que nous allons étudier. On se donne deux tribus

ﬂjoc.f;l, ?07&3:’1, (41)
et le probléme s’énonce
' Ee(y(U,,U,,W)), 4.2
erw?gllew ]P(j( 0 )) (4.22)
UO j ?0 )
s.c.{ U =<7 (4.2b)

Pour comprendre ce probléme, quatre éléments sont a définir plus précisément
— les variables de décisions U, et U,,
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— la variable de bruit W,
— le cotit j,
— les tribus Fy et Fi.

Discussion a propos des variables aléatoires et du critére. On associe a
chacune des trois variables aléatoires (U07 U, W) un espace de valeurs ; respective-

ment Uy, Uy, W. Ainsi, U, € U | U, € U, W ewe
Le cotit est la fonction

j:Uyx U xW—=R, (4.3)
et on rappelle a nouveau

i (U, U, W) s w e j(Uy(w), Uy (w), W (w)) . (4.4)

4.2.2 Discussion & propos des contraintes

Les contraintes de mesurabilité (4.2b) sont données pas de temps par pas de
temps et sont appelées contraintes de non anticipativité. Elles ne peuvent s’agréger
en une seule contrainte. En effet, si on pose U = (UO, Ul), on peut écrire

U, =< S

U, < 9}@U59, (4.5)

mais on ne peut pas écrire les contraintes

UO j 3'0 s (46&)
U, <7, (4.6b)

comme une seule contrainte de mesurabilité car Fy C F; et Fy # F7.

Présentation de l’objectif du chapitre Nous cherchons les conditions pour
pouvoir écrire le probléme (4.2) sous une formulation du type

Ep(u%gﬁoﬁp(u?ga Ep (j (o, u1, W) | F1) ) 3’0)> . (4.7)

Ceci permettrait de décomposer le probléme (4.2) par pas de temps. On résout
deux problémes
— d’abord un probléme de minimisation en u; a wug fixé

min E]p(j(uo,ul,W) ‘ fﬂ) , (4.8)

u1 €Uy

— puis un probléme de minimisation en ug

u%ggoEp(J}qei& B (j(uo, ur, W) | ) ‘ 3‘”0) (4.9)
On parle alors de résolution backward. C’est la méthode employée dans le Chapitre 2
lorsqu’on a résolu le probléme du vendeur de journaux a deux pas de temps en

donnant d’abord Ulti avant de donner ug.
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4.2.3 Reésolution par imbrication dans le cas risque neutre

Proposition 4.1. Le probléme (4.2) peut s’écrire

up€Ug u1 €Uy

Ep( min Ep( min Ep(j(ug, ur, W) | F1) ‘ 3'“0)> . (4.10)

Démonstration. On commence par réécrire le probléme (4.2) comme

min min Ep(j(U,, U, W)) . (4.11)

Uy=%0 U, <51
D’apres (3.8), on peut faire entrer le minimum en U, sous 'espérance pour obtenir

min Ep(min Ep(j(U,, ur, W) | F7)) (4.12)

UO j?O u1 €U

En toute rigueur, pour effectuer 'opération ci-dessus, il faut justifier que 'on peut
minimiser Ep(j(U,, u1, W) | F1) a ug fixé ce que nous détaillons pas ici mais qui est
détaillé dans |9]. Retenons que cette opération est possible parce que Fy C F;.

Toujours d’apres (3.8), on peut ensuite faire entrer le minimum en U, sous l'es-
pérance pour obtenir

Ep( min Ep( min Ep(j(ug, ur, W) | F1) ‘ 3'“0>> . (4.13)
up€Uo u1 €Uy
OJ
Remarque 4.2. On rappelle qu’on peut écrire
F1=0(Glaec A), (4.14)
ot les G sont les atomes de la tribu F.
Le probleme
min Ep(j(ug, uy, W) | F1) (4.15)

u1€U1

est alors a entendre comme la variable aléatoire issue de 'opération de minimisation
sur chaque atome G de la partition engendrée par F.

4.2.4 Extension de la résolution dans le cas avec mesure de
risque

Le but de cette section est de généraliser I'imbrication aux problémes d’optimi-
sation stochastique dynamique avec risque. Le probléme que 'on étudie s’écrit :

i F(j(U,,U,W)), 4.16
UOEUI?,llrjlleU? (j( 0 )) ( 2)
UO = 5L.’O )
s.c.{ U =7, . (4.16Db)
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On se donne pour cette section trois mesures de risque (F,Fo,F;) vérifiant la
condition (3.19) de cohérence temporelle c¢’est-a-dire telles que :

F(Fo(X)) =F(X), VX

R
S
4.17
IFo( Fi(X) ): Fo(X) , VX ( )
—— ——
F1—mesurable Fo—mesurable

Proposition 4.3. Soit (F,Fo,Fy) une mesure de risque dynamique cohérente tem-
porellement alors le probléme (4.16) est équivalent a

]F'IE‘('IF',,W). 4.18
(Jféﬁo o min T (j(uo, ur, W)) ) (4.18)
Démonstration. La démonstration copie la démonstration de la Proposition 4.1 en

utilisant les résultats généralisés de §3.3.1 au lieu de ceux du cas risque neutre de
§3.3.2. O

On peut donc, sous la bonne axiomatique, utiliser une méthode par imbrication
pour résoudre des problémes d’optimisation stochastique sensibles au risque.

4.2.5 Résumons nous

Nous avons vu comment utiliser les résultats obtenus dans le cadre statique pour
décomposer le probléme pas de temps par pas de temps. On résout alors le probléme
en backward que ce soit dans un cadre risque neutre ou sensible au risque.

Nous allons a présent regarder les résultats que 1’on obtient lorsqu’on relaxe les
contraintes de mesurabilité dans le cas de problémes dynamiques.

4.3 Résolution par dualisation des contraintes

Nous allons a présent étudier dans un cadre dynamique les problémes relaxés du
§3.4.

4.3.1 Formulation du probléme dans le cas risque neutre

Nous définissons un probléme relaxé de (4.2) par

min _ Ep(j(U,,U,,W)) . (4.19a)

U,€U,U, eU¥

4.19b
Ex(U, | 5,) = U, (4190)

Le lecteur est invité a relire le §3.4.1 pour la discussion sur la relaxation des
contraintes (4.2b) et le §4.2.2 pour la discussion sur le caractére dynamique des
problémes (4.2) et (4.19).

sc. { EP(UO ’ ?0) = Uo
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4.3.2 Reésolution dans le cas risque neutre

Dans le cas risque neutre, on rappelle qu’on dispose d’un produit scalaire naturel
entre deux variables aléatoires, qui est défini par

(X,Y) = EP(XY) : (4.20)
On peut alors définir le Lagrangien du probléme (4.19) par

LU, U, 7w = Ep(j(U, U, W))
+ (7o, Ep (U, | Fo) — U,) (4.21)
+(m Ep(U, | :1) = U,)

On se place dans le cas oi1 Uy = U; = R pour la suite. Les résultats se généralisent
facilement & des dimensions supérieures.

Proposition 4.4. Sous les hypotheses
1. l’ensemble U est convexe,

2. la fonction j est conjointement convexe, sci et propre en ug et ug sur Uy x Uy
pour tout w € W,

alors le probléeme (4.19) est équivalent a
max [ min _ j(ug,u1, W) + (Ep(mw, | Fo) — m,) - u
ﬂ'OER(S))ﬂTlER(S} P<uo€R,u1€Rj< 0, ) ( P( O| 0) 0) 0 (422>
+ (Ep(m, | F1) — 7)) ) -

Si les hypothéses ne sont pas vérifiées, le probleme (4.22) fournit cependant une
borne inférieure du probléeme (4.19).

Démonstration. La preuve reprend celle de la Proposition 3.14 en posant U =
(U,,U,) et en posant 7 = (m,, 7). O

4.3.3 Extension de la résolution dans le cas avec risque

Les discussions concernant ’absence de produit scalaire naturel, les mesures de
risque invariante en loi et I'écriture des contraintes de mesurabilité ont été faites
dans le §3.4.3.

Le probleme étudié est

i F(j(U..U, W)) . 4.93
eru?,%llew (U, U, W)) (4.23a)
Ex(U, | Fo) = U,
c. . 4.23b
SC{]EP<U1|CT'~1):U1 ( )

On procede alors en deux étapes comme dans §3.4.3 en énongant d’abord un
résultat général avant de s’intéresser aux mesures de risque cohérentes.

Proposition 4.5. Sous les hypothéses

1. l’ensemble U est convewxe,
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2. la mesure de risque F est croissante, invariante par translation et convezxe,
3. la fonction j est conjointement convexe en ug et uy sur Uy X Uy pour tout w,
le probléme (4.23) est équivalent

i IF'U,U,W+E(IE F,) — -U)
woeﬂ%%%r}ieﬂﬁgl UOGUI?,II?IEWZ (]( 01 ) g ( P(ﬂ-o| O) WO) 0

(4.24)
+ Be((Be(m, | 51) = ) - U} )) -

Si les hypotheéses ne sont pas vérifiées, le probleme (4.24) fournit cependant une
borne inférieure du probleme (4.23).

Démonstration. La preuve reprend celle de la Proposition 3.15 en posant U =
(U,,U,) et en posant 7 = (m,, ;). O

Proposition 4.6. Soit F est une mesure de risque cohérente de la forme (3.53)
associée a l’ensemble de loi de probabilité Q. On se place sous les hypothéses de la
Proposition 4.5.

Si de plus Qp est un convexe fermé borné, j est conjointement fortement convezxe
en uy et uy sur Uy x Uy alors le probléme (3.50) est équivalent a

max max[E min (ug, uy, W)— + (Ep(m, | Fo) — 7,) - u
7o ERG m, €ERG Q€ P(UOGUOﬂHGUl]( 0- )dP ( P( 0| 0) 0) 0 . (4'25)

+ (EP(Wl | F1) — 71'1) -ul)

Si les hypotheses ne sont pas vérifiées, le probleme (4.25) fournit cependant une
borne inférieure du probléme (4.23) et du probleme (4.24).

Démonstration. La preuve reprend celle de la proposition 3.16 en posant U =
(U,,U,) et en posant 7 = (m,, 7). O

4.3.4 Résumons nous

Nous avons étudié des problémes d’optimisation stochastique dynamique dans
lesquels les contraintes de mesurabilité étaient relaxées.

Aprés avoir étudier le cas risque neutre, nous nous sommes intéressés a des
mesures de risque plus générales. Ceci nous a permis d’introduire la notion de mesure
de risque dynamique comme suite de mesures de risque conditionnelles cohérentes
temporellement.

4.4 Conclusion

Nous avons tout d’abord vu au cours de ce chapitre que les contraintes de mesu-
rabilité d’un probléme dynamique ne peuvent pas s’agréger en une seule contrainte
et donc qu’on ne peut appliquer d’emblée les méthodes du cas statique.

Puis nous avons utilisé les résultats du cas statique pour énoncer des méthodes
de décomposition par blocs de scénarios et par dualisation des contraintes dans un
cadre dynamique.

Nous avons étendu les résultats connus de dualisation des contraintes dans le cas
risques neutre a des mesures de risque plus générales.
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5 Perspectives d’application

5.1 Introduction

Le probléme que 'on étudie est une extension du probléme de vendeur de jour-
naux exposé au Chapitre 2 & un probléme multi-vendeurs. On distingue K kiosques
faisant chacun face & une demande aléatoire. Ces K kiosques s’approvisionnent au-
prés du méme imprimeur qui ne peut imprimer qu’une quantité limitée de journaux.

Ces K 41 acteurs travaillent pour la méme entreprise et agissent donc en équipe
en essayant de maximiser leurs revenus globaux. Le probléme est illustré sur la
figure 5.1.

5.2 Modélisation

Paramétres du probléme
— temps discret t € {0,1}
— des kiosques a journaux k € {1, ..., K'},
— une demande aléatoire D, au kiosque k révélée au temps 1,
— une tribu donnée par Fy = 0(2,Q) C F1 = o(Dy, ..., Dy,),
— Un imprimeur / a capacité maximale d’impression QQ™*,
— le cotit d’impression ¢! d’un journal a 'instant ¢,
— le prix de vente pr d’un journal au kiosque k,

Variables de décision du probléme

— la quantité & commander U} au kiosque k & I'instant ¢,
Pour plus de confort, on note

U'=| :|,u=]:1]. (5.1)

¢ t
U, Ug
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FIGURE 5.1 — Représentation schématique du probléme de journaux multi-vendeurs

Fonction objectif

in F(LY U - in{U?, D 5.2
U};I?(E%)w (Czk: k Xk:[pkmm{ k> k}} (5-2)

+d> U - [pk min {U}, D, — min{D,, U,S}}D . (53)

On différencie plusieurs types de contraintes
— contraintes couplantes sur la capacité de production

0<> Ulw) Q™ , YweQ, Vte{0,1}, (5.4)
k

— contraintes de mesurabilité

U' <5, vte{l,2}. (5.5)

5.3 Perspectives de résolution

On prend comme mesure de risque F = CVARg. D’aprés la proposition (4.6), et
d’apreés la représentation duale (A.18) de la CVARg, on peut formuler le probléme
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d’optimisation

max max Ep(}Lmund—P( Zuk Z prmin{uy, D, }]

w0 A0 QeQcvary 3

+ ! ;ui - g [pk min {u;, D, — min{D,, “g}}D ,
X [(etoty 2]

(5.6a)
5.6.0<) Uyw) Q™ VweQ, Vte{l,2}; (5.6b)
k
Q 1
<< . .
P_l_ﬁ,‘v’wEQ (5.6¢)

A (7% X% Q) fixés, on est amené a résoudre pour chaque w les sous problémes

g}llﬁﬁ ( Z“k Zpkmin{ugaDk(W)H
#0323 [pemin (o, D) — minfi, D @N]) . e
# 37 | (Betel) i)

s.c. 0< Zu}; < QM. (5.7b)
i

5.4 Conclusion

On a dans ce chapitre posé un probléme multi-vendeurs. Dans ce genre de pro-
blémes, une contrainte couplante lie les acteurs entre eux. On a utilisé une formula-
tion fonctionnelle des contraintes de mesurabilité pour pouvoir les dualiser.

Notre programme de travail est d’utiliser les résultats des Chapitres 3 et la
CVARj comme mesure de risque, pour décomposer le probléme en plusieurs sous-
problémes que I'on peut résoudre de facon simultanée.
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6 Conclusion

Au travers de ce rapport, nous avons étudié la décomposition des problémes
d’optimisation stochastique sous contraintes de mesurabilité ; soit en utilisant une
méthode par imbrication, soit en utilisant une méthode de dualisation des contraintes
de mesurabilité.

Nous avons vu comment changent les méthodes de résolution entre le cas statique
et le cas dynamique. Nous avons étendus des résultats du cas risque neutre au
cas sensible au risque en remplacant I'espérance par une mesure de risque. Nous
avons cherché les conditions pour reformuler des problémes d’optimisation sensible
au risque comme des problémes d’optimisation linéaires, dans le but de faciliter leur
résolution numeérique.

Mes contributions personnelles dans ce rapport sont :

— des résultats numériques sur un “toy problem” permettant de saisir I'impact

du risque et de 'information dans un probléme d’optimisation stochastique,

— l’extension de la méthode par dualisation des contraintes en remplacant 1’es-

pérance dans le critére par une mesure de risque cohérente, que ce soit dans
un cadre statique ou dynamique,

— un résultat d’égalité entre un probléme de maximum et un probléme linéaire

dans un cadre stochastique qui devra étre étendu a des cas plus généraux que
ceux présentés dans le rapport.

38



A Appendices

A.1 Rappels sur les mesures de risque

Les ouvrages de référence pour cet appendice sont [1], [7], [12]. On utilisera les
notations suivantes :

1. (£2,9) est un espace mesurable,
2. A(Q) est 'ensemble des lois de probabilités sur €2,

3. X est un sous-espace vectoriel de L> qui contient les constantes; c¢’est un en-
semble de variables aléatoires X : Q2 — R représentant une perte monétaire,

4. F: X — R est une mesure de risque.

A.1.1 Définition et propriétés des mesures de risque moné-
taires

Définition A.1. Une mesure de risque F est dite monétaire si
— F est croissante : X <Y = F(X) <F(Y),
— T est snvariante par translation : ¥V m e R, F(X +m) =F(X) + m.

Remarque A.2. En optimisation, on cherche souvent & minimiser les cofits et la
variable aléatoire X représente une perte monétaire. Plus une variable aléatoire est
grande, plus les pertes qu’elle représente sont grandes et plus la position est risquée
a maintenir.

En économie, on cherche & maximiser les profits. Les mesures de risque sont alors
décroissantes et 'invariance par translation s’écrit F(X + m) = F(X) — m. Cette
définition est équivalente a celle présentée ci-avant dans le sens ot un profit négatif
est un cott positif et vice versa.

Si la mesure de risque F est invariante par translation, quitte a translater toutes
les variables aléatoires de m, on peut considérer que IF est normalisée c’est-a-dire
F(0) =0.

La propriété d’invariance par translation est une propriété forte. En effet, cela
impose des propriétés topologiques sur la mesure de risque. On a la proposition
suivante.

Proposition A.3. Une mesure de risque monétaire F est Lipschitz continue par
rapport a la norme ||.||s
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Démonstration.

X-Y < X-Y|.
X < Y+[|X-Y|x
F(X) < F(Y +[|X YY) par croissance . (A1)
F(X) < F(Y)+||X =Y ||l parinvariance par translation
FOXO)-F(Y) < XYl

Par symétrie des roles joués par X et Y on obtient :
F(X) -F(Y) < | X - Y| . (A.2)
ce qui conclut la preuve. ([l

Définition A.4. Une mesure de risque F est dite
— conveze si F(AX + (1 = A)Y) < AF(X) + (1 — A)F(Y) pour A € [0;1]
— positivement homogéne si VA >0, F(AX) = A\F(X)

Une mesure de risque a la fois monétaire, convexe et positivement homogéne, est
dite cohérente.

Proposition A.5. Si[F est une mesure de risque monétaire positivement homogene,

alors elle est convexe si et seulement si
— F est sous-additive c’est-a-dire F(X +Y) <F(X)+F(Y)

A.1.2 Exemples de mesures de risque

On introduit les notations pour la fonction de répartition

— Fx(z) =P (X <2)

— Fx'(p) = inf {z|Fx (z) > p}

Soit une variable aléatoire X et o un nombre entre 0 et 1. On peut définir les
mesures de risque suivantes.

Value at Risk :

VaR,(X) =inf {m e R|P (X <m) > a}. (A.3a)
ce qui donne avec les notations adoptées :
VaR,(X) = Fx'(a) . (A.3b)
Tail Conditional Expectation :
TCELX)=Ep(X | X >VaR,) . (A.4)
Mesure de risque entropique :
RE,(X) = 1i log (Ep(e X)) . (A.5)

Worst Conditional Expectation :

WCEL(X)=sup{Ep(X | A); AT, P(A)>1-a}. (A.6)

40



Conditional Value at Risk :
(X —s)7]

E
CVaR,(X) =infs € R{ T o + s} . (A.7)
Expected Shortfall :
1
ES,(X) = = a]E[(X —VaR,)"|+VaR, . (A.8)
Average Value at Risk :
Pour tout « dans [0,1)
1 1
AVaR,(X) = = / VaR,(X)dp (A.9)

et par extension, pour a = 0, on utilise la mesure de risque Worst Case :
AVaR, (X ) = ess.sup(X) . (A.10)
Théoréme A.6. Avec les définitions ci-dessus, on a :
CVaR, = FES, = AVaR,, . (A.11)

Proposition A.7. — VaR,, TCE, et RE, ne sont en général pas cohérentes.
— WCE, et AVaR, sont cohérentes.

A.1.3 Représentation duale des mesures de risque monétaires
convexes

Cas général

On rappelle que le dual topologique de L>(2,F,P) est 'ensemble des mesures
finiment additive absolument continues devant P’ notée M, ;.

Théoréme A.8 (Théoréme de représentation des mesures de risque monétaires).
Toute mesure de risque monétaire convexe F sur X est de la forme

F(X)=maxQ € M (Eg[X] — tmin(Q)) . (A.12)
ot la fonction de pénalité cn;, est donnée par

Cmin(Q) 1= sup Eg[X]. . (A.13)

X eAr
De plus, toute fonction de pénalité c telle que F(X) = Qmj\%x (EglX] — ¢(Q)) vérifie
€My, 7
C(Q) Z Cmin(@)

Remarque A.9. La démonstration de ce théoréme montre qu’on peut se restreindre
aux mesures de probabilités absolument continues devant P
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Remarque A.10. Si F est convexe et semi-continue inférieurement alors on peut
toujours se ramener au cas oul ¢ est convexe. En effet, d’aprés le théoréme de Fenchel-
Moreau, on a F(X) = F*(X) et donc

F(X) = JSup {Eg[X —F*(Q)} . (A.14)

ol F* est convexe et semi-continue inférieurement. On identifie alors ¢ et F*.

Théoréme A.11 (Théoréme de répresentation des mesures de risque cohérentes.).

La fonction de pénalité cnin d’une mesure de risque cohérente F prend uniquement
les valeurs 0 ou 4+o00. En particulier,

F(X) = EolX] . Al
(X) = max EoX] (A.15)
avec l'ensemble convexe

Qmax = {Q € Ml,f|cmin = O} . <A16)

Application aux exemples
Proposition A.12.

RE,(X) = sup {Eq[X| - ;= H(QP)} (A17)

ot H(QIP) = Eq(log 2)

Proposition A.13.
L’ensemble Q. associé a la mesure de risque AV aR,, est défini par :
-dQ 1

Qmax = {Q € Ml(]P))v d_]P S 1—a

. (A.18)

L’ensemble Quax associé a la mesure de risque WCE,, est défini par :
Omax :=1{P[. |A]; A€ T, P[A|>1—a}. (A.19)

Remarque A.14. On remarque que, pour la AVaR, quand « tend vers 1, on retrouve
bien la mesure Worst Case qui est le supremum sur 1’ensemble des lois de probabi-
lités.

A.1.4 Construction de mesures de risque

Par sommation

Théoréme A.15.
Si F, est une famille de mesures de risque paramétrée par o € [a;b], alors pour

toute mesure du(a) sur [a;b] vérifiant fab du(a) = 1, la fonctionnelle définit par

F= ff F.du(a) est une mesure de risque.
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Corollaire A.16. )
M, (X) ::/ aAVaR, (X )du(a) . (A.20)
0

est une mesure de Tisque tant que fol adp(a) =1

Exemple A.17. Si on prend la mesure du(a) = —6 (o — 8)da, on a VaRg(X) =

M, (X).Ici, &' désigne 'objet formel qu’est la dérivée premiére de la mesure de dirac

et dont la définition formelle peut étre donné & partir d’une intégration par parties.

Par majoration et minoration

Théoréme A.18. Soit (F;);c; une famille de mesures de risque convexes et moné-
taires de fonction de pénalité respective c;. Si sup;c; Fi(X) < 400 alors

F(X):=supF;(X), (A.21)

icl

définit une mesure de risque monétaire convezre avec fonction de pénalité c(Q) =

inf;c; ¢;(Q)

Proposition A.19.

VaR,(X) = min{F(X );F cohérente et sci telle que F > VaR,} . (A.22)

A.1.5 Mesures de risque dynamiques
On va a présent introduire de nouveaux concepts afin de pouvoir traiter des
problémes dynamiques. On se donne pour cela :
1. {2,Q} =3, C F, C...C Fr =T une filtration de l'espace 2
X; est I’ensemble des variables aléatoires F; — mesurable
Xsp 1= Xs X Xgy1 X ... X Xy

Xs’t désigne un élément de X,

ATl

Le relation d’ordre X, <Y_, désigne la relation d’ordre presque stire com-
posante par composante.

Définition A.20. Une mesure de risque F,; : X;; — X, est dite conditionnelle si
elle est monotone c’est-a- dire si

Xs,t < sz,t = ]Fs,t(X t) < Fs,t(Y ) . (A.23)

s, s,t

Définition A.21. Une mesure de risque dynamique gy est une suite de mesures
de risque conditionnelles [, 7 ou t varie de maniére croissante dans un ensemble
T C{1,...,T} non vide.

Définition A.22. La mesure de risque dynamique o348 désigne la séquence
(F1g, Fzg, Fsg)

43



Remarque A.23. On peut définir des mesures de risque conditionnelles a partir d’'une
mesure de risque dynamique par

Foo(X,,...X,) =F. (X, ... X,,0,..,0) . (A.24)

s

Définition A.24. Une mesure de risque dynamique oy est dite temporellement
cohérente si pour tout 1 < s <t <T et tout X ,,Y,,, ona:

Vkes,...,t —1, X, =Y,

et

For(X,, ... X,) <Fir(Y,, ... Y,) . (A.25)
U

IFsyT(Xs, e XT) < IFsyT(Y;, - YT)

Définition A.25. Une mesure de risque conditionnelle & un pas de temps est une
mesure de la forme F; ;4.
Une telle mesure peut étre :
— invariante par translation : si M € X; et X € X; alors Fo,(X + M) =
Fo.(X)+ M
— convexe : VX,Y € Xy, F(AX +(1=)N)Y)
— positivement homogéne : si A > 0,F;(AX) = A

SAF(X) + (1= NF(Y)
F:(X)

Remarque A.26. De méme que pour les mesures de risque classiques, a partir des
deéfinitions (A.20), on peut définir des mesures de risque conditionnelles monétaires,
convexe, positivement homogénes et cohérentes

On va a présent étudier les représentations duales des mesures de risque condi-
tionnelles cohérentes. Pour cela on associe & une mesure de risque conditionnelle une
autre fonction :

F2,(X) = [Fou(X))(w), X € % . (A.26)

Définition A.27. On note Q; ’ensemble des lois de probabilités sur X;. Pour chaque
w, on définit un ensemble de mesures de probabilités noté Q,,(w) défini comme
I’ensemble des éléments Q' qui vérifient pour tout A € F;

Q =1siwé€ Aet0sinon . (A.27)

Théoréme A.28 (Représentation des mesures de risque conditionnelles cohérentes).
Soit Fy, une mesure de risque conditionnelle monétaire, conveze et sci. Alors :

FoulX) = sup EolX — (F)(Q) . (A.28)

Réciproquement, une fonction F : X; — X, qui peut étre écrit sous cette forme
pour une fonction (F“)* propre, est une mesure de risque conditionnelle monétaire
convexe Sci.
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A.2 Rappels d’analyse convexe

Les ouvrages de référence pour ce chapitre sont [5] et [10].

Théoréme A.29. Soit le probleme :
min J(u) . (A.29)

uelad
St
1. J est une fonction convexe, s.c.i et coercive sur U™
2. U est conveze et fermé
3. dom(J) U™ +£ &
alors
11 existe au moins une solution au probleme (A.29).
L’ensemble des solutions est un sous-ensemble convexe fermé.
Si J est strictement convexe, la solution est alors unique.

Théoréme A.30. Soit f : X — R une fonction convexre qui est finie et continue
en au moins un point . Alors le sous-différentiel de f est non vide en tout point de
[intérieur de son domaine,lui-méme non vide, et en particulier en .

Définition A.31. Pour une fonction f : X xY — R et des sous-ensembles convexes
fermés X C X et Y C Y, on dit que 2%, ¢*) € X x Y est un de point selle de f sur
X XY si

Vo e X, Wy eV, f(ay) < faf,yf) < flz.yf) . (A.30)

Proposition A.32. Le point (2%, y*) est un point selle de f sur X xY si et seulement
St
flat yf) = zlelgf(rrﬁ, y) = mip supf(z, y) = max inf f(z,y) = inf f(z, ) . (A31)

Théoréme A.33 (Théoréme d’interversion min-max). Soit f : X x Y — R une
fonction convexe-concave, sci-scs. Si

— [l’ensemble X est un convexe compact

— lensemble Y est un convexe

— les marginales sont continues
alors

min su x,y) = sup min f(x, A.32
min yegf( 0) sup mip fz,y) (A.32)

Théoréme A.34 (Théoréme général d’existence de point selle).

Soit f: X xY — RU{—o0} U{+o0} une fonction convexe-concave sci-scs. Soit X
et Y deux sous-ensembles convexes fermés de X et 'Y, respectivement. On suppose
ausst qu’il existe x° € X tel que

lim f(x°,y) = —oo lorsque ||y]] = +oc et yeY . (A.33a)
et qu’il existe y° €'Y tel que
lim f(x,y°) = +oo lorsquel|z|| = +oo et z € X . (A.33b)

ou bien Y, respectivement X, est borné. Alors, il existe un point selle de f sur X xY
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On donne a présent les rappels concernant les conditions de qualification de
contraintes. Pour ce rappel, on décrit I’ensemble U des solutions admissibles par

un ensemble de contraites égalités et inégalités notées :
— 0;(u) <0,i=1,..m
— V;(u)=0,j=1,...,p
— On peut écrire les contraintes égalités A(u) = b avec b € RP
On peut alors définir un cone analytique de la maniére suivante :

K(u) =Y \0O;(u) + A, A € Au), p € RP .
=1

avec

(A.34a)

(A.34b)

Proposition A.35. Avec les définitions ci-dessus, on a K (u) C (UYL, L ’hypothése

d’égalité est appelée hypothése de qualification des contraintes.

Soit le probléme :

in J(u) .
1
O(u) € —C'.

On définit le Lagrangien élargi de ce probléme par :

L(u, \) def { J(u)+ (N, 0u) sixel*

—00 stnon

(A.35a)

(A.35b)

(A.36)

Théoréme A.36. On suppose qu’il existe une solution au probléme (A.35) et on

fait Uhypotheése de qualification des contraintes suivantes :

o

——~
0€ 00U +C .

(A.37)

alors le Lagrangien du probléme (A.35) admet un point selle et il existe des multi-

plicateurs optimaux associés a une solution optimale.
Corollaire A.37.
St
1. J est conveze, sci
2. O est C-conveze et continue
3. U est borné ou J est coercive en u sur U
4. la condition de qualification des contraintes (A.37) est vérifiée

alors le Lagrangien L admet un point selle.

Définition A.38. On dit que 'application © : U — V est C-convexe si pour tout u

et v.de U et tout o dans [0;1] on a

@(au (1 a)v) —aB(u) — (1 - )O) € —C
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