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Processus de Markov

@ Processus de Markov et propriété de Markov

P (Xn+1 = Xn+1|Xn = Xn, Xn—1 = Xn—15--- ,XO = XO)
= ]P)(Xn+1 = Xn+1|Xn = Xn)

@ la matrice de transition : (P(x,y),x,y € X)
P(x,y) =P (Xot1 = y|Xp = x)

o Loide (Xp,...,X,) pour n € N déterminée par
P et la loi de Xy (notée po).

P(Xo = X0,y Xn = Xxn) = po(x0)P(x0,x1) X -+ X P(Xp—1,Xn)
@ Loi de X, pour n € N, up donnée par
pn = poP" = pip1P
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Loi de X, : une autre facon d'écrire les choses
@ (Xp,n > 0) chaine de Markov de matrice de transition P sur X.
o P(Xo=x0)=1 (i.e. po(x0) =1, po(x) =0si x # xo.)
e N >0 fixé. On sait exprimer E[f(Xy)] :

E[f(Xu)] = unf = noP"F =) no(x)(PNF)(x) = (P"f)(x0)

Une formulation alternative plus algorithmique.
Theorem 1

Soit (up(x), n € [0, N], x € X) la solution unique de

un(x) = > ex PO, ¥)unsi(y) , x€X, n<N
(1) { i) = 700, ¥x e X

Alors
E[f(Xn)] = uo(x0)
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Remarques
@ La premiére équation de (1) peut aussi s'écrire

N—n fois

N—n —
Un:PUn+1 ou un:P f=Px---xPf
@ Pour x € X, lorsque P(X, =x) >0, on a

un(x) = E[f(Xn) | Xn = x] = PN7"F(x)

Preuve P(Xo = xg,...,Xn = X, Xp+1 = Xnt1,- .., Xn = Xn)
=P(Xo = x0)P(x0, x1) X =+ X P(X, Xp41) X -+ X P(xn—1,xn)

en sommant sur toutes les valeurs de xp, -+ , Xp—1, Xn+1, -+ , Xy—1 ON obtient
Lx, xy) * P(Xn = xn, Xy = xn) = P(Xn = Xn) PN=(xn, xpy)

E[F(Xn)1{x, = x1] =BXn =) D PN7"(xn, xn)f (xn)
xyEeX
= P(Xo = xn)(P"~"F)(xn)
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Remarques et notations

(1) est une équation de programmation dynamique *

X est fini, (1) est un algorithme qui termine.

Notations pour la suite

Xo:n Plutdt que (xg, ..., Xn)
Xo:n plutét que (Xo, ..., X,)
Xo:n = Xo:n Plutdt que (Xo = xo,. .., X0 = Xp)

1Sur I'origine du terme programmation dynamique voir [Dreyfus(2002)]. “It was

something not even a congressman could object to" selon Bellman.
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Une autre preuve
On va montrer que pour tout n € {0,..., N—1}
E[unt1(Xn+1)] = E[un(Xn)]
Et ainsi, on aura :
uo(x0) = Efuo(Xo)] = -+ = E[un(Xn)] = E[F(Xn)]-
Par la propriété de Markov, on obtient

P (XO:n+1 = XO:n+1) =P (XO:n = X0:n, Xn+1 = Xn+1) =P (XO:n = XO:n) P(Xm Xn+1)-

E [Un+1(Xn+1)] = Z Un+1(Xn+1)P (XO:n+1 = XO:n+1)
x0:n41 €XNH2
= Z Un-¢—1(><n+1)]:P> (XO:n = XO:n) P(Xn7 ><n+1)

x0:n €XMHL xp 1 €X

= Z ]P(XO:n :XO:n) Z P(Xn7Xn+1)un+1(Xn+1)

Xp:n EXNT1 Xp+1€X
= Z P (XO:n = XO:n) Un(Xn) =E [U(”a Xn)]
Xﬂznexn+1
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La question du jour
@ (X,,n > 0) une chaine de Markov de matrice de transition P sur X.
P(XQ = Xo) =1
@ On cherche a calculer
sup E[f(X;)]

T<N

@ 7 appartenant & une famille de temps aléatoires,
o plus grande (au sens de I'inclusion) que les temps déterministes,
e mais plus petite que tous les temps aléatoires

@ plus grande que les temps déterministes : parce que I'on souhaite
pouvoir tenir compte des valeurs de X, observées au cours du temps.

@ plus petite que tous les temps aléatoires : parce que a l'instant n on
ne connait pas la trajectoire future X, 1,..., Xy

7 = Argmax{f(X,),0 < n < N}

est optimum, mais réclame de connaitre le futur !
@ Voir Pour la Sciences [Hill(2009)] pour une introduction a ce genre
de probléme.
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Temps d'arrét

La notion adéquate est celle de temps d'arrét : on souhaite prendre la
décision de s'arréter au temps n avec l'information que I'on a au temps n.

Definition 2

T est un temps d'arrét, si, pour tout n, il existe A, C X"t tel que

{r=n} ={(Xo, X1,...,Xy) € Ap}

@ “Je peux déterminer si 7 = n en ne considérant que la portion de
trajectoire avant n’".

o Argmax{f(X,),0 < n < N} ne peut pas étre un temps d'arrét (sauf
cas particulier).

@ Le temps d'atteinte d'un point z de X est un temps d'arrét
T=inf{n>0,X,=1z}.

Eneffet {r=n}={Xo#z, X1 #z,...,Xo_1 # 2, X, = z}.
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Formulation d'un probléme d'arrét optimal

@ On se donne une chaine de Markov (X,,n > 0) sur X, de matrice de
transition P, issue de xg en 0 (P(Xo = xo) = 1).

o f: N x X donnég, on cherche a calculer le sup suivant

sup E[f(7,X;)]
rta.<n

@ et aussi a trouver un temps d’arrét 7 qui réalise ce sup.

@ ... on sait répondre complétement a ces deux questions.

Les données : P, xg, f.
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Solution du probléme d'arrét optimal

Theorem 3

Si(up(x),n=0,...,N,x € X) est la solution unique de

@) Un(x) = max { ZyGX P(x, y)unt1(y), f(mx)} , n< N, VYxeX
un(x) = f(N,x), ¥Vx eX.

Alors
° supTSNIE[f(T, XT)] = up(xo)
o 79 =inf{n>0,uy(X,) =f(n, X,)} est un temps d’arrét optimal.

@ Lorsque la matrice de transition dépend de n il faut remplacer P par P,
(la matrice de transition entre les instants n et n+ 1) dans I'équation.
@ 7o est bien un temps d’arrét < N.

{70 = n} = {u(0, Xg) # (0, Xg), - - - » u(n — 1, Xy_q1) # F(n — 1, Xp_q), u(n, Xn) = f(n, Xn)}
@ Preuve formelle du théoréme : transparent 18.
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Commentaires

@ (2) est une équation de programmation dynamique.
o Interprétation de u, : uUn(x) = sup,<, <y E[f(7, X;) | Xo = x].
@ Preuve informelle (“Principe d'optimalité”) :
Au temps n, si X, = x
e soit je m'arréte et je gagne f(n,x)
o soit j'attends le temps suivant n+1 ou je peux gagner
Un+1(Xnt1)-

o La moyenne de mes gains futurs si je passe 4 n+ 1 est donnée
par

Eluni1(Xo+1) | Xo =x] = P(x,y)unia(y)

yeXx

e je m'arréte ou je continue en regardant

max (f(n, x), Z P(x,y)un1(y))

yEX

@ On l'utilise (2) pour écrire un algorithme
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Exemple 1: Calcul du prix d'options américaines

(Xn, 0 < n < N) une chaine de Markov de matrice de transition P
décrivant I'évolution des prix des actifs (e.g. modéle de Cox-Ross).

o J'ai la possibilité si j"‘exerce” mon option en n < N de gagner
f(n,Xy).

@ Que vaut ce droit 7. A quel moment dois-je exercer ce droit pour
maximiser mon gain ?

@ Pour calculer le prix (i.e. la valeur de ce droit), il est naturel de
chercher a maximiser I'espérance du flux E [f(T, XT)] parmi tous les
temps d'arrét de X.

o Justification compléte : cours de Mathématiques Financiére (2A)
ou [Lamberton and Lapeyre(1997)].

J.-P. Chancelier, B. Lapeyre (Enpc) Jeudi 23 février 2023 14 / 40



Temps d'arrét  Arrét optimal Option américaine Preuve du théoréme Un probléme de recrutement (bio et biblio)graphie
oo 000 00®0 00000 0000000000000000 000
: :

Le “put américain” dans le modéle de Cox-Ross

@ On cherche a calculer sup_ . E[f(7, X;)], le prix de I'option et a
determiner le moment d’exercice optimum.

@ (X,,0 < n < N) est le processus de Cox-Ross

XO = 17Xn+1 = Xn (U1{Un+1 — P} + dl{Un+1 — F}) .
(Un, n > 1) une suite de tirage a pile ou face indépendant,
0<p<1l, PU,=P)=p=1-PU,=F).
o r le taux d'intérét sur une période, K le strike, d < 1+ r < u.

Fln.x) = K =)
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Solution
@ On commence par calculer (cf TD) (up(x),n=0,...,N,x € X) la
solution de I'équation (2) du théoréme 3, ici
tn(x) = max (p s 1(x1) + (1 ) tnsa (xd), M)
3) (14+r)n
u (X) _ (K — X)+
T

@ Souvent on calcule v,(x) = (1 + r)"un(x) plutot que up(x).
{ Va(x) = max ( 2 Vi1 () +1(i: P) vir1(xd) J(K— x)+)
v (x) = (K = x)+.
® ug(x) = wo(x) = SUPTSN]E[f(Ty Xr)]
@ 79 le temps d’arrét optimal
0 =inf{n>0,un(Xn) = (K —Xn)+/(1+r)"}

=inf{n > 0,vn(Xs) = (K — Xn)+}.
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Preuve du théoréme 3 : 7 temps d'arrét quelconque

@ u solution (2), on va voir que, pour tout T t.a., ]E[un/\T(X,,/\.,—)] décroit en n.
@ En admettant la décroissance en n, on obtient pour tout 7 t.a.
UO(XO) =E [UO(XO)] =E [UO/\T(XO/\T)]
> E [unnr (Xnnr)] = E[ur(X:)] > E[F (. X,)].

B sup E[f (7, XT)] < up(x0)
o<r<N,t.a.

@ Pour montrer la décroissance annoncée, on remarque que
Ant1 = E[uninyar (Xnr1yar)] — E [tnar (Xoar)]
= E[(unr2(Xnt1) = un(Xa)) 17 > py13)

Et on montre que A,11 <0
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Preuve du théoréme 3 : 7 temps d'arrét quelconque

@ 7 est un temps d'arrét, {7 > n+ 1} = {7 < n}€, s'écrit sous la forme
{7 >n+1} = {Xon € An}
@ La loi de (Xo:p, Xnt+1) est donnée par (c'est la propriété de Markov)

IED(XO:n = X0:n; Xn+1 = Xn+1) = IFD(X():n = XO:n) P(Xm Xn+1)-

Api1 = E[(ups1(Xns1) — u"(X"))l{Xo:n c An}]
= Z (LI,,+1(X,,+1) - Un(Xn))P(XO:n = XO:n)P(Xm Xn+1)

x0:n€An,Xn 11 EX

Z ]P(XO:n = XO:n)( Z Un+1(Xn+1)P(Xn7Xn+1) - UI‘I(X"))

x0:n€Ap Xn+1€X

u est sol. de (2), ZX,,+1EX Un+1(Xn+1) P(Xn, Xn+1) < tn(xn)

<0
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Preuve du théoréeme 3 : 75 temps d'arrét optimal

@ 1o =inf{n >0, u,(Xn) = f(n, Xn)}.
@ On va montrer que E [u(n A 7o, Xnaaro)] est constant en n (i.e. Appr =0).

@ En admettant ceci, il est facile de conclure
uo(x0) = E [uo(Xo)] = E [toare(Xorr,)]
= E[unnro(Xnaro)] = E [rg(Xro)]
Mais, par définition de 79, ury(Xro) = (70, Xrg), donc
uo(x0) = E[f(70, Xro)]
@ Ce qui finit la démonstration puisque 7o réalise alors le sup.

@ Il nous reste a montrer que, pour ce temps d'arrét A1 =0
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Preuve du théoréeme 3 : 75 temps d'arrét optimal

@ 7q est un temps d'arrét, {70 > n+ 1} = {Xo.n € A%} oit
Ag = {UO(XO) 75 f(07X0)7 LR u”(Xn) 7& f(n7Xn)}

@ Sur I'événement {m9 > n+ 1}, on a uy(Xy) # f(n, Xn) et comme u sol. de (2)

> i1 (xnp1) P(Xn, xn41) = tn(Xn)

Xn+1 €X

@ On termine alors comme tout a I'heure, mais en tenant compte de cette égalité :

Ap1 =E [(un+1(Xn+1) - u"(X"))l{XO:n S A_on}:|

= Z (Un+1(Xn+1) - Un(Xn))IP(XO:n = XO:n)P(Xn7Xn+1)7

x0:n€A9 xp11 €X
51, ¢y (52 st )05
Xp41€X
=0.
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© Un probléme de recrutement
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Exemple 2: un probléme de recrutement

o Il'y a N candidats a un poste
@ Je recois les candidats consécutivement

@ Les circonstances m'imposent de décider tout de suite du
recrutement (soit je recrute la personne que je viens de recevoir, soit
je la refuse définitivement).

o La seule information que j'ai sur les candidats est leur classement (je
peux comparer un candidat a ceux que j'ai vu précédemment)

@ Je souhaite maximiser la probabilité de recruter le meilleur candidat

@ Quelle est la fagon de s'y prendre 7
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Le résultat

Il faut recevoir (environ) 37% des candidats sans les recruter

Puis, choisir le premier candidat qui suit qui est meilleur que tous les
précédents (le dernier si cela n'arrive jamais).

On obtient ainsi un temps d'arrét optimal.

La probabilité d’obtenir le meilleur candidat est (environ) de 37%.

Les transparents qui suivent expliquent comment arriver a ces
résultats a I'aide de la théorie précédente.
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Le modéle

@ w = (w1,...,wy) une permutation de (1,..., N).

wk le classement du #k-iéme individu dans la permutation.

Indice (#1 #2 ... #k ... #N)

Rang (w1 w2 ... wk ... wn)

e Qp 'ensemble des permutations de (1,..., N) muni de la probabilité
uniforme.

B, I'évenement “le n-iéme candidat est le meilleur”.

@ On cherche un temps d’arrét 7 qui maximise P(B;).
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Ou est la chaine de Markov 7

@ Un temps d'arrét mais pour quel processus de Markov ?

o Ry(w) le rang du #k-iéme individu parmi les k premiers individus.
e B,={R,=1,R,;1>1,....,Ry>1}.

o Quelle est la loi de (Ry,...,Rn) ?
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Un exemple de calcul de R = (Ry, ..., Ry)

@ w=(2314)donne R=(1214).
@ R=(1214)donne #3 < #1 < #2 < #4 et donc w
(1) = (#1) #1 est le premier puisqu'il est tout seul!
(12) = (#1 < #2) #2 est le deuxiéme parmi les 2 premiers
(121) > (#3<#1 < #2) #3 est le premier parmi les 3 premiers
(1214) = (#3 < #1 < #2 < #4) 4 est le quatriéme parmi les 4 premiers

On obtient la permutation de départ w = (231 4)

Indice (#1 #2 #3 #4)
Rang (2 3 1 4)
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En Python

Si vous avez un doute voici, deux fonctions Python qui font le job.

import numpy as np

def Omega2R(omega):
# Calcule les rang d'insertion pour un omega donne
R=np.zeros (np.size(omega), dtype=int)
# dtype=int, pour specifier que l'on veut un tableau d'entier
for n in range(np.size(omega)):
# classe le vecteur omegal1,...,n] en croissant
y=np.sort (omegal[0:n+1]);
# R[n] = le classement de omega[n] parmi les n premiers
R[n]=np.where (y==omega[n]) [0] [0]+1
return R

def R20mega(R):

# Calcule omega connaissant les rangs d'insertion

iomega=np.zeros(0, dtype=int);

for n in range(np.size(R)):
# J'insére n d 1l'indice R[n]
iomega=np.concatenate([iomega[0:int(R[n]-1)], [n+1],iomegalint (R[n]-1):n+1]1])

# On inverse la permutation

omega=np.zeros (np.size(R), dtype=int)

for n in range(np.size(omega)):
omega[iomega[n]-1]=n+1

return omega

Taille=6
omega=np.random.permutation(Taille)+1 # permutation aléatoire
print (omega)

print (R20mega (Omega2R (omega))) # devrait étre égal & omega

J.-P. Chancelier, B. Lapeyre (Enpc) Jeudi 23 février 2023

28 / 40



Temps d'arrét  Arrét optimal Option américaine  Preuve du théoréme Un probléme de recrutement (bio et biblio)graphie
(oo} 000 0000 00000 000000080000 0000 o
! !

Calcul de lois

o A un R correspond un et un seul w, donc, pour oy € {1,..., k}

P(Ri=a1,. .. Ry=an)=P({w}) = %

@ (Par contraction) les Ry suivent des lois uniformes sur {1,..., k}.
Elles sont indépendantes

o S5.=1 R = 1) sont aussi des variables aléatoires indépendantes.
Elles suivent des lois de
Bernoulli de paramétre p, = P(Sk =1) =1/k

o La suite de variable (S, ..., Sy) suffira pour traiter le probleme.
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Le critere

@ B, I'évenement "le n-iéme candidat est le meilleur”.
By ={Ra=1,Rps1>1,...,Ry > 1} ={S, =1,5,41=0,...,5y = 0}.

o 7 un temps d'arrét par rapport au processus R = (Ry,...,Ry). A
I'instant n, (Ry,...,R,) “contient toute I'information disponible”.
@ Pour un temps d'arrét? 7, on va voir que

ce qui permettra de mettre le probléme “sous forme markovienne”.

2Ce n'est plus vrai sinon ... Exercice: trouver un contre-exemple.
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Preuve

{T = n} = {(Rl, ..., Rao—1, Rn) c An} = {Rl:n c An}-

Notation : Ry, = (R1,...,Ra—1, Rn).

P(r = n,B;) = P(1 = n, By).
=P(r=nRy=1Rp1>1,....,Ry>1)
=P(Ryin € AnyRn =1, Ros1 >1,...,Ry > 1)
=P(Ryn € AnyRn = 1)P(Roq1 > 1,...,Ry > 1)
car indépendance des vecteurs Ri., et R,y1.y, puis par indépendance des R, entre eux
n n+1 « u _n

X oo
n+1n+2 N N

P(Rpy1 >1,...,Ry > 1) =
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Preuve

P(r = n, B,) = %P(le € A Ry=1) = %P(T =Ry =1)
n n
= 8By = n Ry = 1] E[Lr =y Sn]
T
= E[l{r = n}ﬁs"]'

En sommant pour n variant de 1 3 N

P(B-) :]E[%ST].
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Résumons nous !

@ (S1,...,Sn) est une suite de variables aléatoires indépendantes de
Bernoulli 1/k,
donc une chaine de Markov sur 'espace X = {0, 1}, non homogéne,
de matrice de transition, dépendant du temps, P,

1 n
(0,0) = Pn(1,0) n+1 n+1

1

P,(0,1) = P,(1,1) =

1

+

n

@ On chercher & maximiser P(B;) = E[%S-| = E[f(7,S;)] parmi
tous les temps d'arrét plus petits que N.
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Résolution

@ On peut résoudre le probléme grace a (2)

@ On calcule (up(0) et uy(1) pour 1 < n < N)
la solution du probléme est donnée par u;(1) (noter que S; = 1)

up(x) = max {F”lunH(O) + L unga(1), ﬁx}, n< N, ¥xe{0,1}
un(x) =x, Vxe€{0,1}

@ Deux suites a calculer u,(0) et u,(1) pour 1 < n < N)

@ Une fois ceci fait, un temps d'arrét optimal est obtenu par
. n
T =inf {n >0,un(S,) = —5,,} .
N
@ Dans ce cas, on peut mener des calculs explicites

(voir [Delmas and Jourdain(2006)] et TD) pour obtenir les résultats
annoncés.
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En posant, f,(x) = §x on obtient pour x € {0,1}

n 1
up(x) = max (n 1 unt1(0) + mun+1(l), fa(x)) , un(x) = fu(x) .
Comme u,(x) est positive et f,(0) = 0 on obtient

1 n n
0n(0) = g unea (1) + =g una(0). un(1) = max (u,,(O), N) .
Pour N > 1, 3 € [1, N) tel que max (ua(0), %) = ta(0). preuve por

contradiction: on autait sinon u,(1) = n/N > u,(0) pour tout n € [1, N] ce qui donne

*%z

i=n

On aurait alors u3 (0) > 1/N ce qui donne une contradiction.

Vn € [1,N), us(1) = ua(0) =5 > n/N
= Vp e [l,n—1]up(1) = up(0) = B > p/N La preuve se fait par recurence
On appelle a* le plus grand a qui vérifie la propriété au dessus.

J.-P. Chancelier, B. Lapeyre (Enpc) Jeudi 23 février 2023 35 / 40



e

Temps d'arrét  Arrét optimal Option américaine Preuve du théorée Un proble de recr (bio et biblio)graphie
(oo} 000 0000 00000 0000000000000 0e0 000
! !

o Le coiit optimal

1
N

o up(1) = un(0) = uax(1) > n/N, Vn e[l a”|
o Uq+(1) = uax(0) > o™ /N .
o up(1) = fo(1) > up(0) = £ 3" Vn €]la*, N]

=n
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o La stratégie optimale

T=inf{n>1|u(Sy) = f(Sn)}

o Si S, = O comme u,(0) > £,(0) pour n # N et uy(0) > fu(0)
= On ne s'arréte jamais quand S, = 0 sauf si on est a la fin
Si Sp =1 et us(1) = f,(1) (n'arrive que si n > o)

—> On s'arréte.

o o est caractérisé par :

A%

Q
*
Il
3
o
X
\/
=
-]
=3

M

n
N
et limpys oo afy/N = e 2.

o On s'arréte aprés o, la premiére fois que S, =1

:
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Snell, James Laurie

@ La théorie de I'arrét optimal porte le nom d’enveloppe de
Snell (voir [Snell(1952)]), “so named by the Russian
mathematician, Kolmogorov".

@ Snell (1925-2011), mathématicien américain, éléve de
Doob.

@ |l utilise la théorie des martingales pour traiter le probléme
d’arrét optimal.
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