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Le probléme du vendeur de journaux (une période)

@ Chaque matin, le vendeur doit décider d'un nombre de journaux a
commander v € U= {0,1,...} au prix unitaire ¢ > 0.

o La demande du jour est incertaine w € W = {0,1,...}

o Si, a la fin de la journée, il lui reste des invendus : co(t unitaire
cs € R.

cs(u—w)y =csmax(u—w,0), ¢c>—cs
[ —

invendus
e Si, a la fin de la journée, il n'a pas pu faire face a la demande on
associe un codit unitaire cy. Le codt lié a la non satisfaction de la

demande est

em(w — u)y = ey max(w — u, 0)
————

manquants
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Face a une demande aléatoire, le colt est aléatoire

Jjlu,w)= cu +c(u—w)y+cepu(w—u)s

achats

invendus manquants
A (u,w)
C—Cm c + Cs
cw O >
w u

arg min, ¢y j(u, w) = {w} : Quantité inconnue w!
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Choix d'un critére en espérance

Le choix du critére : attitude face au risque du décideur. Comme le
vendeur de journaux va vendre ses journaux chaque jour, on choisit ici un
critére en espérance :

min J(u) avec J(u) = E,[j(u, w)]
uelU —_———
Espérance

Ce n’est pas le seul critére possible : Un vendeur de journaux pessimiste

pourrait minimiser le pire des cas (utilise le support W de la loi de Ia
demande) :

min J(u) avec J(u) = max (u, w)
uel weW
—_———

Pire des cas
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Minimisation du co(it en espérance

@ On suppose que la demande, W, est une variable aléatoire et le
vendeur de journaux connait, Py, la loi de W.

@ Le colit 3 minimiser devient
J(u) =Ewlcu+ cs(u — W) + em(W — u)4]

fonction convexe pour u € Ry

@ Le probléme du vendeur de journaux devient
? .

u* € argmin J(u).
uel

Le vendeur de journaux prend une décision déterministe face a un
aléa dont il connait la loi mais pas la réalisation (Décision-Hasard).

J.-P. Chancelier, B. Lapeyre (Enpc) 10 janvier 2024 6 /21



Le probléme du vendeur de journaux
0000800000000 000000
!

Minimisation du colt en espérance

Commande optimale u* :

@ Si ¢y < c alors J est une fonction croissante et ne rien commander
est optimal.

@ Si ¢y > c alors J atteint son minimum en u* :
vt =inf{zeR|F(z) > (cm—c)/(cm + ¢cs)},

ol F est la fonction de répartition de W, F(z) = P(W < z).
@ Si W est une variable aléatoire entiére alors u* € NN.

En effet :
J(u)

emBEw[W] + (¢ — em)u + (em + cs)Bw[(u — W)4]

e EwW[W] + (¢ — cm)u + (cm + cs) /O F(z)dz

J est continue et coercive pour u € R. Pour ¢y > c elle décroit puis
croit avec un minimum en u*.
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Minimisation du co(it en espérance

£ F(2)
La commande optimale prend des
o valeurs entiéres
cpm—C
cm+cs Cvy — C
u*:inf{z€R|F(z)2 M—} )
— Ccm + Cs
2
u*eN
AP(W =w)

si la demande est une variable
aléatoire entiére.
w

nn €N neNneN
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Minimisation du co(t en espérance ¢y < ¢

Aj(u7 W)

c+cs

cw

C—Cm

On remarque que

. o _ .
min J(u) = i J(u) = Ew[min j(u, W)]

Or mingey j(u, w) est atteint pour u = 0 pour tout w et donne une
commande admissible pour le probléme min,cyj(u, w).
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Distribution des codts j(u, W)

u=10
Distribution de la demande
bin(100,1/2).
u* =49
“Hu
u=280
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Stock initial et colt fixe d'approvisionnement

On suppose ici que I'on peut avoir un stock initial x € Z et que toute
commande a un colit fixe cr. Le colit & minimiser devient maintenant :

JN(U) = ]Ev\/[CF]I{u>0} + cu + CS(X —+u— W)+ + CM(W — X — u)_,.]
= crlfusoy — ox + Ewlj(v + x, W)]
crlliusoy + J(u+ x) — cx

Commande optimale u*(x) pour cy > ¢ :

La commande optimale est une stratégie (s, S) :
u*(x) = (5 = x)ix<sy

Quand le stock devient en dessous de s, on commande des journaux de

facon a ramener le stock & S. La valeur de S est donnée par
arg min, oy J(u).
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Stock initial et colt fixe d'approvisionnement
Soit S le stock donné par {S} = arg min,cyy J(u).
@ Si x> S, il est optimal de ne rien faire (J(-) et cg >0):
J(0) = J(x) — ex < J(x + u) — ex + cF = J(v)

@ Six < S, comme J(-) est minimale en S :
o Si on commande, il faut commander u = S — x de colit

J(u)=J(S) —cx +cF
o Si on ne commande rien le coiit est J(x) — cx
On doit choisir la solution la moins coiiteuse, Il faut donc compléter
son stock jusqu'a S si J(x) > cr + J(S) et ne rien faire sinon. De
plus, on remarque que :

{x<S|Ix)>cr+J(S)}={x|x<s}

ou s est donné par

o s=sup{z e (—00,S)|J(z) > cr+ J(S)}
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Stock initial et colt fixe d'approvisionnement
Posons Xo = x et f(x,u,w) =x+u—w et

J(u,x1) = crlysoy + cu + cs(x1)4 + cm(—x1)+

Le vendeur de journaux : probléme dynamique

in Ew[j(u,X
s wli(u, X1)]
sous contraintes

Xo =X Xl = f(Xo, U,W)

Avec une contrainte de non-anticipativité

U={u:Xo— N}

La commande du nombre de journaux est contrainte a n'utiliser que
I'information disponible Xq = x et pas la demande future W.
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Une “chaine”’ de Markov

Les deux stocks de journaux Xq et X; peuvent étre vus comme les états
d’une chaine de Markov controlée. On peut autoriser des stocks négatifs
et on a alors a priori Xo € Z et X; € Z.

@ Supposant u € N fixé, la matrice de transition de la chaine de

Markov est
P>L<lo,x1 = P(Xl = X1|X0 = Xo)
v JPW=wo) sixi=x +u—w
XX sinon.

@ Supposant que u puisse étre choisi comme une fonction de Xp,
u = ¢(Xop), alors

Xo,X1 .
0 0 sinon.

po {IF’(W =wy) sixg=xp+ d(x)— wo

o Etudier des problémes sur N pas de temps sera I'objet du prochain
cours.
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Temps d'arrét et probléme de contréle

Soit P la matrice de transition d'une chaine de Markov d'espace d'état
X. On considére Y = X U A et deux matrices de transition

V(x,y) X ch,y =Py, et P&A =1 (continue)

et

V(x,y) € X vay =0 et VxeY Pf,A =1 (stop)
On cherche a évaluer un cofit sur un pas de temps pour la chaine partant
de Xp =x X

vo(x) = sup  E(c(u,Xo) + A(X1))
ue{C,S5},Xo=x

ol la matrice de transition de la chaine est PY si le contrdle utilisé est u
et avec ¢(C,-) =0 et ¢(S, x) = fo(x) et 1(A) = 0. On obtient :

VO(X) = sup Z Px,yvl(y)v fO(X) et Vl(X) = fl(X) 9 Vx € X
yeX

Similaire a I'Equation du temps d'arrét optimal
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Un programme linéaire

Le probléme du vendeur de journaux
i =Ew[j(u,W
min J(u) = Ewlj(u, W)]
avec

Jlu,w) = cpuw + (¢ — em)u+ (em + ¢s)(u — w) 4

peut s'écrire comme un probléme linéaire
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Explicitons |'espérance

La demande W prend un nombre fini S de valeurs ws, s € S, avec
probabilité 7
PW=s)=n,, Vs€S

Zﬂ'SZ]. et 7w >0, Vse§
seS

Le critére a minimiser s'écrit alors

J(u) = Z s (cmws + (¢ — em)u + (em + cs)(u — ws))
seS
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Explicitons le max (-); avec des variables supplémentaires
(Optim S1)

(u—ws)y =max{0,u — ws} = min{vs|vs > 0 et vs > u — ws}

J(u) = Z?TS(CMWS + (c — em)u+ (em + cs)(u — ws))
scS

E s min cmws + (¢ — em)u + (cpm + cs)vs
vs>0, VseS
seS VSEZ—WS, VseS

= min E s (cmws + (¢ — cm)u + (cm + cs)vs)
vs>0 , VseS
Vs>u—ws , Vs€S SES
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Le probléme du vendeur de journaux comme un programme
linéaire

min ms(cpws + (¢ — epm)u + (ey + ¢cs)v.
UEU,(VS)SGSEVS; s( MHs ( M) ( M S) S)

sous les contraintes
Ve >u—ws VseS
ve >0 VseS
u>0

On obtient un programme linéaire en nombres entiers (U =N et V = N)
et on peut étudier la version relachée (U =R et V =R).

Question : J

Est-ce que la version reldchée donne une solution entiére ?
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La contrainte de mesurabilité

Le fait que la commande v € U doit &tre la méme pour toutes les
réalisations de ws peut s'exprimer en introduisant de nouvelles
commandes u; € U° (duplication de variables) et en les contraignant a
8tre toutes égales, us = u Vs e S.

min Z c c—c e .
UGU‘USGUSVI(VS)SESGVS ses 775( MWs +( M)US ( M + S)VS)

sous les contraintes
Ve >u—ws Vs€S
ve >0 VseS§S
u>0

us=u VsesS

Si on dualise les contraintes, us = u Vs € S, on découple les problémes
s par s. Des méthodes numériques sont basées sur cette idée.
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POUR ALLER PLUS LOIN : COURS DE L'ECOLE DES
PONTS

@ 1A : cours d'« Optimisation » (matrices unimodulaires)
o 2A:
o cours de « Recherche Opérationnelle »

e cours d’« Optimisation et contréle »
o cours « Modéliser I'Aléa »
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