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1 Définition. Exemples. Premiéres applications

1.1 Action de groupe.[1]

Définition 1. Soit (G,.) un groupe noté multiplicativement, d’élément neutre 1. Soit X un en-
semble. Une action du groupe G sur X une application v : G x X — X vérifiant:

1. Ve e X, ¢(1,2) =,
2.Y(9,9') € G?, Yz € X, ¥(99', %) = 9(g,9(¢', v)).
On dit alors que X est un G-ensemble et que G opére (ou agit) sur X.

Remarque 1. I revient au méme de se donner un morphisme de groupe ¢ : G — Bij(X), en
posant p(g) = = +— P(g,x). On dit alors que ¢ est une action de groupe donnée par automor-
phismes. Si ce morphisme est injectif, on dit que laction est fidéle. En particulier, G/Kery opéle
fidélement sur X.

Dans toute la suite, I’action sera simplement notée .

1.2 Actions par translation.[1]

Définition-proposition 1. Soit G un groupe. On appelle action par translation a gauche l’action
de G sur lui-méme définie par g.a := ga. G opére fidélement sur G pour cette action.

Application 1 (Théoréme de Cayley). Tout groupe d’ordre n peut s’écrire comme un sous-groupe
du groupe symétrique S,,.

On peut définir d’autres actions par translation.

Exemple 1. On fait agir GL, (k) sur M, (k) par translation: G,M — GM. De méme par
translation a droite.

Définition 2. Soit G un groupe et H un sous-groupe distingué de G . On appelle action par
translation a gauche sur le quotient l’action de G sur le groupe quotient G/H définie par g.(aH) :=
gaH. G n'opére pas fidélement pour cette action (le noyau est H ).

Application 2. Soit G un groupe infini et H un sous-groupe de G distinct de G d’indice fini.
Alors en faisant agir G sur G/H on monire que G n’est pas simple.

1.3 Actions par conjugaison.[1]

Définition 3. Soit G un groupe. On appelle action par conjugaison [’action de G sur lui-méme
définie par g.a := gag~'. Cete action n'est pas fidéle.

Définition 4. Soit G un groupe. On appelle action par conjugaison sur les sous-groupes [’action
de G sur ’ensemble de ses sous-groupes définie par g.H := gHg~'. Cette action n’est pas fidéle.

On peut aussi définir d’autres actions par conjugaison.

Exemple 2. GL,(k) agit sur M, (k) par conjugaison, mais pas fidélement en général. O, (k) agit
sur S, (R) par conjugaison, pas fidélement en général.



1.4 Groupes d’applications.

Définition 5. Soit G un groupe (pour la composition) d’applications de E dans E. Alors G agit
sur F' par Uaction f.x = f(z), et donc agit fidélement.

Exemple 3. Soit E un espace vectoriel. GL(E) (ou GL,(k)) agit (fidélement) sur E* (ou sur k*)

Exemple 4. S, agit sur {1,...,n} fidélement.

1.5 Exemples d’actions provenant de la géométrie.

Exemple 5. [1] On note D,, le groupe diédral, ie l'ensemble des isométries qui laissent invariantes
un polygone réqulier a n cotés P,. Alors D, agit sur P, fidélement.

Exemple 6. [/][page 75]Soit ABCD un carré orienté dans le sens direct. On appelle A ’ensemble
de ses diagonales. Alors le groupe diédral Dy agit sur A par Uaction o.d = o(d) fidélement.

Exemple 7. [2][page 42] Si E est un espace vectoriel, GL(E) agit sur ’ensemble des sev de E
noté F. GL(E) n’agit pas fidélement sur F, mais PGL(E) agit fidélement sur F.

Exemple 8. [1] On note G un sous-groupe du groupes des rotations sur espace euclidien de di-
mension 3. On appelle X 'ensemble des péles (ie les intersections des azes des éléments de g avec
la sphére unité). Alors G agit sur X par g,x — g(x).

2 Orbites. Stabilisateurs. Applications

2.1 Orbites. Actions transitives.

Définition-proposition 2. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Soit R la relation
d’équivalence suivante: xRy < g € Gly = g.x. Alors R est une relation d’équivalence et les
classes d’équivalence sont appelées les orbites de X sous G. L’orbite contenant un certain point
est notée Orb(x). Orb(z) = {g.z|g € G}. Une action n'ayant qu’un seule orbite est dite transitive.
Elle est dite libre si et seulement si pour tout x et tout y dans X, il existe au plus un g dans
g tel que y = g.x. Elle est dite n fois transitive si et seulement si étant donné n points distincs
ai,...,an de X et n points distincs by, ..., b, de X, on peut trouver g € G tel que Vi € {1,...,n},
g.a; = b;.

Exemple 9. L’action de translation a gauche est transitive et libre. Celle de translation sur les
quotiens est non libre et non transitive.

Exemple 10. L’action de Dy sur A est transitive et libre.

Exemple 11. Les orbites pour l’action de conjugaison sont appelées classes de conjugaison de
G. Pour laction de conjugaison sur les sous-groupes, les éléments de Orb(H) sont appelés les
conjugués de H. L’action est non libre.

Exemple 12. Pour laction de GLy (k) sur My (k), Orb(A) est appelée la classe de similitude
de A. Les orbites sont décrites par ce qu’on appelle les invariants de similitude, une suite de
polynomes se divisant les uns les autres dont les noyaus sont en somme directe et sur lesquels
les endomorphismes induits son cycliques. Deux matrices sotn conjuguées ssi elles ont les méme
invariants de similitude. De méme pour laction de O, (R) sur les matrices symétriques,les orbites
sont paramétrées uniquement par les valeurs propres comptées avec multiplicité. (car les matricesde
permutation sont orthogonales)

Exemple 13. A, est n — 2 fois transitif sur {1,...,n}, et Uaction est non libre.

Exemple 14. [2][page 42] L’action de GL(FE) sur les droites vectorielles est transitive et non libre
en général; mais Uaction de SO(E) sur les droites vectorielles est transitive et libre si dim(E)=2!
L’action de GL(E) sur les sous-espaces vectoriels a n + 1 orbites, chaque orbite étant I’ensemble
des sev de dimension n. Cette action est non libre.



Exemple 15. L’action de D, sur P, est non libre et non transitive.

Application 3 (Décomposition en cycle d’une permutation). Soit o € S,,. En faisant agir < o >
sur {1,...,n} et en s’intéressant auz orbites de cette action, on montre qu’il existe une unique (a
Dodre prés) décomposition de o en cycles de supports disjoints commutant deux a deus.

Application 4 (Espace affine). [2] Soit E un espace vectoriel. On appelle espace affine de direction
E la donnée d’un ensemble £ et d’une action de groupe transitive et libre de E sur £. C’est ['outil
de base de la géométrie affine. On montre que si E est de dimension finie n alors E est isomorphe
au E considéré en tant qu’espace affine. (cf Frankel)

2.2 Stabilisateurs. Formule des classes.

Définition 6. Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. Le Stabilisateur d’un élément x est
Stab(x) = {g € G|g.x = x}. C’est un sous-groupe de G.

Remarque 2. Stab(g.x) = gStab(z)g~'.

Exemple 16. Le stabilisateur d’un élément pour l'action de translation est le neutre. Le stabil-
isateur d’un élément pour l’action de translation sur les sous-groupes est H.

Exemple 17. Le stabilisateur de x pour ’action de conjugaison est appelé le centralisateur de x,
noté Cq(x). Cq(x) :={g € X|gxz = zg}

Exemple 18. Le stabilisateur de H pour laction de conjugaison sur les sous-groupes est appelé le
normalisateur de H. On montre que H est distingué dans Ng(H) et que Ng(H) est le plus grand
sous-groupe vérifiant cette propriété.

Exemple 19. Le stabilisateur pour l’action d’application est ’ensemble des éléments fixant x, ie
lensemble des éléments tels que x est un point fize. Pour GL(E) ot E est un ev c’est Ker(f —Id).
etc!

Exemple 20. [2][page 42]Le stabilisateur d’un sev F' pour laction par GL(E) est I’ensemble des
éléments de GL(E) qui laissent F' stables, et donc si on complete une base de F' en une base de
E, c’est bien caractérisé matriciellement.

Exemple 21. Le stabilisateur de A est lidentité et le retournement suivant Delta.

Exemple 22. Stabilisateur pour l’action de conjugaison sur les matrices: c’est l’ensemble des
éléments inversibles de [’algébre que représente le commutant de u

Proposition 1. Si est une action de groupe définie par automorphismes, alors Ker o = (| Stab(z).

reX
Définition 7. [3/Soit X et X' deux G-ensembles. Un morphisme de G-ensembles est une appli-
cation f: X — X' vérifiant: Vg € G,Vx € X, f(g9.2) = g.(f(z)). Un isomorphisme de G-ensemble
est une application bijective f : X — X' telle que f et f~! soient des G-morphismes. Il suffit pour
cela que f en soit un.

Théoréme 1. soit x € X. Alors Orb(z) est isomorphe en temps que G-ensemble a G/Stab(x)/[3]
(Vaction sur le quotient étant laction de translation). Notament si G est fini, Orb(z) est fini et

[Orb(z)] divise |G.
Corollaire 1 (Formule des classes). Supposons G et X finis. Soit w un ensemble de représentants

G|

des orbites de X. Alors | X| = ‘7

X xg Stab(x)

Application 5. En utilisant [’action de conjugaison, on montre que le centre d’un p-groupe n’est
jamais trivial.[1] On en déduit que si G un groupe d’ordre p*. AlorsVi < «, il existe un sous-groupe
distingué d’ordre p'. Un p-groupe n’est donc jamais simple (sauf si c’est Z/pZ).

Application 6 (Théoréme de Cauchy). [2][page 45] Soit G un groupe d’ordre n et p un facteur
premier de n. Alors on montre en faisant agir Z/pZ sur GP qu’il existe des éléments d’ordre p
dans G.



Application 7 (Théorémes de Sylow). [1][page 19] Soit G un groupe d’ordre p®m avec pAm = 1.
Alors G admet au moins un sous-groupe d’ordre p®, ces sous-groupes sont tous conjugués et leur
nombre est un diviseur de m, congru ¢ 1 modulo p.

Application 8 (Théoréme de Wedderburn). [1][page 82]Soit k un corps fini. On monire en faisant
agir k* sur lui-méme par conjugaison que l’hypothése de commutativité dans la définition des corps
découle des autres aziomes.

Application 9. [1][fin du chapitre 4]
GL(2,Fy) = SL(2,Fy) = PSL(2,Fy) ~ S5.
PGL(2,F3) ~ Sy4; PSL(2,F3) ~ Ay.
PGL(2,F3) = PGL(2,F3) =~ As.
PGL(2,Fs) ~ S5; PSL(2,F5) ~ As.

2.3 Formule de Burnside[2]|[pages 43,44,50,170].

Théoréme 2. Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X. Soit g € G. on note
fix(g) Uensemble des points fizes de g pour Uaction de G sur X. Alors le nombre d’orbites vaut
1G Y |fia(G))|

geG
Application 10. On se donne 4 perles rouges, 3 perles bleues et 2 perles jaunes. On peut a l'aide
de ses éléments fabriquer 76 colliers différents. Si on se donne 4 perles rouges, 6 perles bleues et
4 perles jaunes, on peut fabriquer 7575 colliers différents.

Application 11. Il y a 57 maniéres de colorier le cube avec 3 couleurs (ou moins) . Il y a
1/24 % (|C|° +6 % |C]3 +8 % |C]? + 6 % |C|> + 3 % |C|*) maniéres de colorier le cube avec C couleurs
(ou moins).

Faire de méme avec tétraédre et icosaédre en utilisant la formule 1/g 3" |C[79) ot v(g) designe
le nombre de cycles de g dans sa d “ecomposition en cycles a supports disjoints

Application 12 (sous-groupes du groupe des déplacements|2][page 171). [En utilisant l’action
d’un sous-groupe fini sur ses poles décrites précedemment, tout sous-groupe fini d’ordre supérieur
ou €égal a 2 de l’ensemble des déplacements de l’espace est isomorphe soit au sous-groupes des
racines n-iémes de l'unité, soit au groupe diédral D, /o, soit a Ay ou As ou Ss.

Application 13 (Fermat [2][page 170). n? est congru d n modulo p.

3 Produits semi-directs

Définition 8. Soit N et H deux groupes etp une action de H sur N définie par automorphismes
de groupes (ie tombe dans Aut(N)!!!!!!) . La loi suivante sur N x H: (n,h)(n/,h") = (ne(h)n', hh')
définit une loi de groupe N x H appelé produi semi-direct de N par H noté N x, H.

Remarque 3. N est un sous-groupe distingué de N x, H au contraire de H qui n’en est pas un
en général. On a méme:

Théoréme 3. N x, H abélien < ¢ trivial & H distingué.

Remarque 4. Si N est distingué dans G et que H est un sous-groupe de G alors NH est un
groupe.

Théoréme 4. Soit G un groupe, H et N, avec N distingué dans G, NH = G et NN H = 1.
Alors G s’écrit comme produit semi-direct H x K.

Remarque 5. Il existe des groupes qui ne sont pas décomposables en produits semi-directs de la
forme Z/7Z, par exemple parmi les 5 groupes d’ordre 8,on en a trois abéliens, le diédral Dy et le
groupe des quaternions Hg pas décomposable.



3.1 Dévissage des groupes diédraux,symétriques,et de Aut(Sg)

Théoréme 5. Le groupe S, est isomorphe a un produit semi-direct A, X Zs, la section étant
n’importe quelle transposition (on envoie sur sa signature), cela donne les mémes produits.

Théoréme 6. Le groupe diédral D, est isomorphe a un produit semi-direct Z/n7 x Zs.

Application 14. Les sous-groupes d’ordre 8 sont les sous-groupes abéliens, le groupe diédral et le
groupe des quaternions

Théoréme 7. Le groupe Aut(Sg) est isomorphe 4 Sg X Zs.

3.2 Groupes d’ordre p et p?

Proposition 2. Tout sous-groupe d’ordre p est abélien et méme cyclique isomorphe & Z,.
Exemple 23. NA(1) = NA(3) = ... = NA(59).

Application 15. Tout sous-groupe d’ordre p? est commutatif et isomorphe a Z/p*Z ou Z/pZ>.
Exemple 24. valable pour 4,9,32,49,64..

3.3 Groupes d’ordre pq

Théoréme 8. Tout sous-groupe d’ordre pq est isomorphe a Z/pZ x Z/qZ si p et q-1 sont premiers
entre euz, si p divise g-1 alors on a deux classes d’isomorphie, Z/pZ x Z/qZ et au produit semi-
direct Z./pZ x Z/qZ

Exemple 25. Sous-groupes d’ordre 6: Ss et Z/3Z. Sous-groupes d’ordre 15,33,51,35: seulement
ceutx abéliens. Sous-groupes d’ordre 10,14,21,22,26,34,38,58: l'abélien et le produit semi-direct.
References

[1] Perrin

[2] Combes

[3] Quérré

[4] Lelong-Ferrand Arnaudiés Algebre

Rajouter les produits semi-directs.



