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1 Définition. Lien avec I’exponentielle

1.1 Définition

Définition-proposition 1. U = ensemble des nombres complexes de module 1, ie tels que si
z=x+1iy, on a x®>+y? = 1. c’est un groupe multiplicatif compact conneze par arcs (pour la
topologie induite par la norme qu’est le module)

Remarque 1. C’est le plus grand sous-groupe borné de C* (pour l'inclusion). C’est aussi le noyau
du morphisme de groupe multiplicatif z — |z|.

1.2 Exponentielle

Définition 1. exp(z) = > 2" /nl.

Proposition 1. exp est un morphisme surjectif du groupe additif C' vers le groupe multiplicatif
C*.

Lemme 1. Sous-groupes additifs de R : les aZ ou denses.

Théoréme 1. L’application t — e est un morphisme du groupe R vers le groupe C, dont le noyau
est un sous-groupe de la forme aZ, avec a # 0. On pose w := a/2. Le morphisme défini si-dessus
est alors 2m-périodique; De plus, il est a valeurs dans U et surjectif, ie tout nombre de U sécrit
sous la forme €.

Définition-proposition 2. cos(f) est la partie paire de €, sin(0) la partie impaire divisée par
i. On a alors I'égalité cos(0) + isin(0) = e et cos(nf) + isin(nd) = (cos(0) + isin(0))".

On peut retrouver & partir de 1a toutes les formules sur

Application 1. > cos(kf) = cos(nf/2) x sin((n + 1)0))/sin(0)/2).>_ sin(nf) = . De méme on
peut linéarise facilement les cos™(0 et sin™(0).

Application 2. Tout nobmre complexe non nul s’écrit sous la forme z = |z|e'®. 0 est appelé un
argument de z. Deux argments différent de 2.

Application 3. Tout morphisme continu du groupe additif R vers le groupes des racines n-iémes
de 'unité est de la forme f(t) = e'*.

Application 4 (Tchebytchev). il existe un unique polynome de degré n vérifiant T, (cos(x)) =
cos(nx).



1.3 Racines n-iémes

Définition-proposition 3. U, = les z tels que z" = 1. Il y en a n, ce sont exactement les
nombres de la forme €2*™/" qvec k variant de 0 a n—1. C’est un groupe cyclique, qui est engendré
par €27/ =y, Les générateurs de ce groupe cyclique sont appelées les racines primitives de
lunité.

0

Remarque 2. ceci entraine qu’un nombre complexe écrit sour la forme re?’ a n racines : les

Tl/nei(9+2ik7r)/n'

Proposition 2. On note I1,, I’ensemble des racines primitives n-iémes de l'unité. C’est un en-
semble qui a p(n) éléments.

1.4 Sous-groupes de U, groupes isomorphes ou homéomorphes a U

Lemme 2. Sia/b n'est pas rationnel alors le groupe aZ + bZ est dense dans R.

Théoréme 2. Les sous-groupes de U sont soient finis et donc c’est un sous-groupe des racines de
lunité, ce qui implique qu’ils sont cycliques, soit denses dans U.

Application 5. Les sous-groupes finis de C sont les groupes U, .

Théoréme 3. U est isomorphe ¢ R/2nZ en tant que groupes. Il est méme homéomorphe a ce
groupe si on munit ce groupe de la topologie quotient. U est isomorphe au groupes des rotations
d’un plan euclidien orienté. Il est méme homéomorphe a ce groupe si on le munit de la topologie
induite par n’importe quelle norme sur les matrices.

2 Polynoémes cyclotomiques

2.1 Définition. Exemples

Définition 2. n-iéme polynome cyclotomique = ©,(X) = [[ oy, (X — 2).

Exemple 1. &;(X) = X — 1. ®(X) = X +1. ®3(X) = X2+ X +1. &y(X) = X2 + 1.
Ps(X) =1+ X+ X2+ X3+ X4 (X)) = X2 - X — 1.

Remarque 3. On peut aussi définir les polynomes cyclotomiques d’un corps quelconque en con-
sidérant de la méme maniére les racines primitives (il faut quand méme avoir n premier & la
caractéristique de p).

2.2 Propriétés
Proposition 3. X" —1=[],, ®a(X)

Proposition 4. Les polynémes cyclotomiques sont des polynomes unitaires de degré o(n). Ils sont
de plus a coefficients dans 7Z.

Application 6. On obtient le polyndome cyclotomique dans un corps quelconque k en réduisant
par le canonique de Z dans k les coefficients du polynéome cyclotomique dans C.

Proposition 5. Les polyndmes cyclotomiques sont irréductibles sur Z[X|, et donc sur Q[X]
puisqu’ils sont primitifs.

Citons une curiosité.

Proposition 6. Le plus petit nombre n tel que le polynome cyclotomique ®,, ait des coefficients
autres que 1,0, —1 est 105.



2.3 méthodes de calcul de certains poly cyclotomiques

Proposition 7. Sim et n sont premiers entre eux alors @yn(X) =[]a € I, [[b € I1,, (X — ab).
Notamment, pour n impair non égal a 1 on a P, (X) = &,,(—X).
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Proposition 8. Soit p premier. Alors ®pe = ®,(XP"~
Proposition 9. Pour n pair, on a ®o, = ®,(X?).

Proposition 10. Sin = [[p® alors en posant d = [[pi, on a &, (X) = Bg(X™/ 7).
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Proposition 11. Soit p un nombre premier ne divisant pas n. Alors ®,, = ®,(XP)/®,(X).

2.4 Applications
Proposition 12. ¢, est le polynéme minimal sur Q des racines primitives.

Application 7. Si a et b sont des racines n-iémes et m-iémes avec n et m premiers entre eux,

alors Q(a) N Q(b) = Q.

Application 8 (Wedderburn). La commutativité est une conséquence des autres axiomes de la
structure de corps pour les corps finis.

Application 9 (Dirichlet). il existe une infinité de nombres premiers de la forme an + 1, avec a
et n premiers entre euz.

3 Analyse de Fourier.

3.1 Groupe dual

Définition 3. Soit G un groupe topologique localement compact. On appelle groupe dual de G,
noté G le groupe des caractéres de G, ie. des morphismes de G vers le groupe multiplicatif U (il
en existe au moins 1, celui qui envoie tout sur 1),muni du produit terme & terme (dont le neutre
est le caractére trivial)

Exemple 2. On a déja montré que les caractéres de R sont les x +— e™®. R~R. De méme, les

o~

caractéres de R™ sont les produits tensoriels de caractéres de R et on a encore (R™) ~ R"™. Enfin,
si lon considere le cercle unité (ie le tore), ses caractéres sont les z = €'t +— ™ aqvec m entier.

Donc T ~ 7. Enfin, on considére le groupe U, ; Ses caractéres sont les e*™kt/n Zimmbkt/n

m entier compris entre 0 et n — 1, donc U,, ~ U,,.

=€ avec

Définition 4. On note M;(G) lespace de Banach des mesures de Radon signées sur G de masse
finie. On appelle transformée de Fourier de la mesure p Uapplication £ € G — fG &(g)du.

Exemple 3. sur les réels on prene la mesure de Lebesgue et on considére une application f
intégrable. Alors si l’'on considére la mesure signée définie par la fonction f, elle est bien de masse
finie et on peut s’intéresser & sa transformée de Fourier. C’est la transformée de Fourier au sens
usuel.

Exemple 4. Sur le tore on prend la mesure de Lebesgue A\, et on considére une application f
intégrable. Alors . Alors la transformée de Fourier est juste F(€) = [1.&(e™)f(t)dA(t). Mais on
identifie le groupe dual o Z dont on obtient F(n) = [.e™ f(t)dA(t). Ce sont les coefficients de
Fourier au sens usuel.

Exemple 5. Sur l’ensemble U, on considére la mesure de comptage non renormalisée, et de méme
une application f sur U,. Alors la transformée de Fourier est F'({) = Zf(e%kfr/")f(e%k”/”, et
donc compte tenu de Uisomorphisme précédent on obtient F (1) = . (e2Fm/n f(e2Fm/m,

Intéret de tout cela?

Théoréme 4. On a dans les trois cas précédent, & savoir le tore, les réels, et les ensembles finis,
une formule d’inversion qui permet de faire la synthése spectrale de lapplication f considérée.



1. Si f € Li(R) et f inLy) alors f =2 f
2. Si f € Ly(T) alors f: 2 f.

3. Si f est quelconque sur [1,n] alors f=Nf¥.

3.2 Transformée de Fourier discréte

Définition 5. On considére un signal s dont on se donne un échantillon de N wvaleurs. On pose
la transformée de Fourier discréte S(k) = Zi::ol s(n) - 6_2Z7TkN pour 0 < k < N. La transformée

de Fourier inverse est donnée par la formule 5(n) = 1/N Zk o ' s(n) - e 2Ty

Remarque 4. Avec le formalisme précédent, la transformée de Fourier discréte de notre signal,
c’est juste la transformée de Fourier de la mesure de comptage sur [1,n] mais pondérée par les
valeurs s(k) comme précedemment.

Dans ce cas, on a bien comme annoncé

Théoréme 5. 5(n) = s(n)

3.3 Application en EDP
Résolution de I’équation des ondes périodiques de maniére approchée.

Définition 6. FEquation des ondes périodiques: uy — Uz, = 0 pour (x,t) € [0,L] x [0,T], u
L — priodique et u(z,0) = v°(z) et uy(x,0) = vi(z).

On admet que sous certaines conditions on a une unique solution & ce probléme. Plutdt que de
faire un schéma aux différences finies classiques pour calculer de maniére approchée I’équation de
la chaleur, on applique & bon escient les petits résultats suivantes.

Proposition 13. On considére une fonction f qu’on échantillonne en N (avec N une puissance de
2) points réquliérement espacés sur [0, L]. On note v; les valeurs auzx points d’interploation. Alors si

N/2-1 cne2ikma/L
k——N/2 K€ ’

alors les coefficients ¢} jouissent des propriétés suivantes: ¢} = U /N pour k <0, et ¢f_n = Ux/N
pour ceux négatifs.

lon appelle P le polynéme symétrique qui interpole [ en ces points, ie P(x) =

Proposition 14. Si l'on applique la formule des trapézes composite a l'ordre N pour approximer
les coefficients de Fourier de f, on aboutit aux coefficients de la TFD.

Ceci suggeére que I'on peut bien approximer les solutions de I’équation de la chaleur en procé-
dant de la maniére suivante. On échantilonne v° et v', on calcule les coefficients de la tfd
correspondant et on cherche la solution de notre systéme des ondes sous la forme u(z,t) =

1/N SN2 1o U ()e* 7/ E . Les coefficients () vérifiant alors une équation différentielle or-
dinaire a savoir 1} — 47%k?/Li), = 0 avec comme conditions initiales 7y (0) = 29 pour k > 0,
Ug—n(0) = Y pour k positif par trop grand, et de méme pour 4} (0). On résoud de maniére
explicite cette EDQO, et ceci nous donne u que l'on calcule donc en effectuant une transformée de

Fourier inverse.

3.4 Application en traitement d’images
Regardons ce qui se passe quand on sous-echantillone un signal.

Théoréme 6. On considére une fonction périodique u(x) = >, ¢, (u)e™ ™/ avec les coef-
ficients de Fourier qui CVA. Alors les coefficients du polyndéme trigonométrique qui interpolle
u est la N-périodisée de la suite des coefficients de Fourier de u: U, = Y .y Cniqn(u) pour
n=-N/2,...,N/2—1.

Définition 7. On considére un signal échantilloné ui. Un signal sous-échantilloné a 'ordre p est
la donnée des up,



Corollaire 1. Si l’on considére un signal sous-echelonné a l’ordre 2, la formule précédente donne
Up = Up + Up—N/2 + Up4+N/2-

Ceci illustre le phénoémene de repliement du spectre : on superpose notre spectre avec le spectre
du signal dont le spectre est décalé de N/2. Le spectre du signal sous-echantilloné contient donc
des informations parasites qui n’ont rien & voir avec le signal lui-méme. En traitement d’image,
on obtient ce qu’on appelle un effet de moiré: apparitations de taches et de filaments paraistes
sur I'image, ainsi que non-conservation des motifs réguliers. CEci apparait dans de nombreux
DVD commerciaux. Pour éviter ceci, une technique possible: avant d’échantilloner notre signal,
on tronque les hautes fréquences.



