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Dans tout ce qui suit, G est un groupe de cardinal inférieur ou égal & 60. Z/nZ sera noté
Z,. On confondra un groupe et sa classe d’isomorphisme. A(i)= groupes abéliens de cardinal i.
NA(i)= ceux non abéliens.

1 Groupes abéliens

1.1 Classification des groupes abéliens finis

Théoréme 1. Tout groupe abélien est isomorphe & un produit direct de Z/nZ.

Théoréme 2. Soient pi,...,p, des entiers premiers entre eux deuxr & deux. Alors en tant
qu’anneaux, Z/p1p2 ... Pn = Z/p1Z X L/psZ X ... X L/pnZ. Inversément, si Z/pips...pn =~
Z)pZ X Z]poZ X ... X ZL)ppZ alors les nombres p1,...,p, sont premiers entre eux deux 4 deux,
et réciproquement.

Corollaire 1. On connait exactement toutes les classes d’isomorphismes de groupes abéliens
d’ordre n donné. Si on pose n = [[p5", il y en a autant que de maniére d’écrire > o; comme
somme d’entiers. Notamment, il y a 102 groupes finis abéliens de Cardinal inférieur a 60.

Exemple 1. A(2) = {22}7 A(3) = {23}7 A(4) = {Z22aZ4}7 A(8> = {ZS?ZQ X Z4722 X Zg X Z2};
A(lO) = {Zz X Z5}, A(24) = {Zg X Zg,Zg X Z2 X Z4,Zg X ZS}, A(32) = {Zg,ZQ X Z16, Z4 X ZS,ZQ X Z2 X Zg, },
A(48) = {Z3 X Z16, Z2 X Z3 X Zg,Zg, X Z4 X Z47Z2 X ZQ X Z3 X Z4}

1.2 Sous-groupes

Remarque 1. 1. Un groupe abélien a un unique p-Sylow avec p|n.
2. Tous les sous-groupes d’un groupe abélien sont distingués
3. Z, a un unique sous-groupe d’ordre d avec d|n: le groupe engendré par n/d.

Proposition 1. Pour les groupes abéliens, il existe des sous-groupes de cardinal d avec d un
diviseur de n: il suffit de prendre un certain produit Z,, X ... x Z,,. Tout groupe abélien fini est
isomorphe au produit direct de ses p-Sylow.

Faux pour les groupes non abéliens, par exemple A4 n’admet pas de sous-groupes d’ordre 6.
Corollaire 2. Les seuls sous-groupes abéliens simples sont les Z,, avec p premiers. Il y en a donc

17 de petit cardinal: Zs, Z3, Zs, Z7 , Z11, ..., Zsg.

1.3 Automorphismes

Proposition 2. Soient p1,...,p, des entiers premiers entre eux deux a deuz. Alors en tant que
groupes, (Z/p1pz...pn)* = Z/p1Z* X L[poZ* X ... X L[pyZ*

Théoréme 3. Auth(Z,) ~ Z,*. Donc Sin =[]pj* avec les p; classés par ordre croissant

1. Sipr =200 =2, Aut(Z,) ~ Zy x Z52 x P{ H(py — 1) X ... X p2n (pn — 1).



2. Sip1 =200 =1, Aut(Z,) ng‘l(pz —1) x...x p¥(p, —1).
3. Sipy >3, Aut(Zn) ~p5~ (p2 — 1) X ... X pi~(pn — 1).

Exemple 2. Aut(Zy) = {Z1}, Aut(Zs) = {Z2}, Aut(Zy) = {Z2}, Aut(Z10) = {Z4}, Aut(Z,6) =
{ZQ X Z4}, Aut(ZQO) = {ZQ X Z4}, Aut(Z33) = {Zg X ZQ X Z3}

Proposition 3. Aut((Z,)" ~ GL,(F}))
Exemple 3. Aut(Vy) ~ GLy(Fy) = S3, Aut(Z3) = Gla(F3) d’ordre 48.
Dans les autre cas, il faut faire au cas par cas.

Remarque 2. Aut(Zy x Z4) = Dy.

2 Cas non abélien

2.1 Rappels théoriques

Théoréme 4 (Sylow). Si |G| = p® *xm, avec p premier et pged(p,m) = 1.
1. Il existe un sous-groupe d’ordre p®, appelé sous-groupe d’ordre de Sylow
2. Deux sous-groupes d’ordre p® sont conjugués (donc leur nombre divise n)
3. Le nombre de p-Sylow est un diviseur de m, congru a 1 modulo p
4. Tout p-sous-groupe est inclus dans un p-Sylow.

Définition 1. Soit N et H deux groupes ety une action de H sur N définie par automorphismes.
La loi suivante sur N x H: (n,h)(n',h’) = (np(h)n’, hh') définit une loi de groupe N x H appelé
produi semi-direct de N par H noté N x, H.

Remarque 3. N est un sous-groupe distingué de N X, H au contraire de H qui n’en est pas un
en général. On a méme:

Théoréme 5. N x, H abélien < ¢ trivial & H distingué.

Remarque 4. Si N est distingué dans G et que H est un sous-groupe de G alors NH est un
groupe.

Théoréme 6. Soit G un groupe, H et N, avec N distingué dans G, NH = G et NN H = 1.
Alors G s’écrit comme produit semi-direct

Remarque 5. Il existe des groupes qui ne sont pas décomposables en produits semi-directs de la
forme Z/Z, par exemple parmi les 5 groupes d’ordre 8,on en a trois abéliens, le diédral Dy et le
groupe des quaternions Hg pas décomposable.

2.2 Groupes d’ordre p et p?

Proposition 4. Tout sous-groupe d’ordre p est abélien et méme cyclique isomorphe a Z,.
Exemple 4. NA(1) = NA(3) =... = NA(59).

Application 1. Tout sous-groupe d’ordre p* est commutatif et isomorphe & Z/p*Z ou 7.]pZ>.
Exemple 5. wvalable pour 4,9,32,49,64..

2.3 Groupes d’ordre pq

Théoréme 7. Tout sous-groupe d’ordre pq est isomorphe & Z/pZ x Z/qZ si p et q-1 sont premiers
entre euz, si p divise ¢-1 alors on a deuz classes d’isomorphie, 7Z/pZ x 7./qZ et au produit semi-
direct Z/pZ x Z/qZ

Exemple 6. Sous-groupes d’ordre 6: Ss et Z/3Z. Sous-groupes d’ordre 15,83,51,35: seulement
ceuz abéliens. Sous-groupes d’ordre 10,14,21,22,26,34,38,58: 'abélien et le produit semi-direct.



2.4 Groupes d’ordre p?q.

Théoréme 8. Soient p et q premiers distincts. On s’intéresse auz groupes d’ordre p?q.

Par souci de clarté, on appelle Cy la condition :p divise q— 1, Co la condition p® divise g — 1,
Cs la condition q divise p — 1, Cy la condition q divise p+ 1. Cy implique trivialement C1.

1. Siq=2, on a 3 produits semi-directs non isomorphes Zy> X Zy, Zg X1 Lo, Zf, Xo Zo. On se
place dorénavant dans le as q > 3.

Aucune des conditions vérifiées: pas de sous-groupes non abéliens

C1 mais aucune des autres: deux produits semi-directs Z,> X Zg, Zf, X Zg.
Cy mais pas les autres: Zg » Zg, Zg A1 Zp2, Zg N Ly

Cy et Cs: 4 produits Zg X Zy2, Zg X1 Zg, Zg X2 Zg, Zy2 X 7.

Cy et Cy: 4 produits Zg X Zy2, Zg Xy Zf,, Zg X Zg, Zg X Zg.

C3 mais pas les autres: un seul Zy> X q

o NS =

Cy mais pas les autres: un seul Zf, X q

Exemple 7. NA(12), NA(18), NA(50), NA(28), NA(44), NA(45)

2.5 Groupes d’ordre p?

Application 2. p impair premier. Tout groupe d’ordre p® est isomorphe soit a Z/p*Z ou Z/pZ? x
Z]Z? ou Z/p*Z ou au produit semi-direct Z/pZ? x Z)Z? ou au produit semi-direct Z/pZ? x L] Z.

Exemple 8. Groupes d’ordre 27: les 3 abéliens et les produits semi-directs.
2.6 Autres cas

Proposition 5. 1. NA(8) = Dy, Hg
2. NA(30) = {D15, Z3 X D5, Z5 X D3}

3. NA(36) = {Z21 X1 Za, Zsl Xo Za, Zol X3 Za, Zy X1 Zs, Z7 Xa Zg}
4. NA(42) = {Z3 1 Zy, Z3 % Z3,Z9 X Zy4, Zg X 23,73 x; 73,73 »; Zs} aveci=1,2,3.
5. Le seul sous-groupe simple d’ordre 60 est A5 .
6. Les cas suivants se déduisent de la méme maniére: . Il reste donc seulement les cas 16,24, 32, 40, 48, 56, 60,
un peu plus complezes.
Remarque 6. 1. NA(i) contient uniquement des produits semi-directs de Z,, sauf pour i =

8,16, 32, 40, 48, 56

2. En fait, on montre qu’aucun groupe d’ordre strictement inférieur a 60 non abélien n’est
simple (on a quasiment démontré ce résultat ici modulo les cas problématiques si-dessous et
les autres cas pas faits du paragraphe précédent). Ay est donc le premier groupe simple non
abélien, et c’est le seul d’ordre 60. On rappelle que les seuls sous-groupes abéliens simples
sont les Zy,.



2.7 Etude détaillée de petits groupes symétriques ou alternés
Proposition 6. 1. A, est simple pour n =3 etn > 5.
2. Le centre de Sy, A, est trivial. D(S,) = D(A,) = A,.
3. Int(Sy) ~ Aut(S,) ~ S, sauf pour n =6 ou on a un produit semi-direct Aut(Sg) ~ Sg x 2.
4. Sp~ A, X2,
5. La classe de conjugaison d’une permutation est l’ensemble des permutations du méme type.
Proposition 7. S3 du Ortisz.
Proposition 8. S, du Ortisz.

Proposition 9. Ay du Ortisz.

2.8 Etude détaillée du groupe des quaternions

Tableau du Ortisz
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