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On considére trois espaces de Banach E, F,G et U, V, W des ouverts de ces espaces.

1 Théoréme d’inversion locale

1.1 Difféomorphismes

Définition 1. Une application f de U sur un ouvert V est appelé un C* difféomorphisme ssi elle
est de classe O, bijective et la réciproque est aussi C*.

Remarque 1. Ceci implique évidemment en dimension finie que E et F' sont de méme dimension.

Exemple 1. Le passage en coordonnées polaire ¢(r,0) = (rcosf,rsinf) est un C* difféomor-
phisme. de (0,+00) x (—m,m) sur R? privé de la demi-droite des réels négatifs.

Exemple 2. La boule unité en dimension finie est C' difféomorphe a l’espace tout entier par
z — th(z)z/||z[]), f(0) = 0.

Il existe des homéo C! qui ne sont pas des difféo.
Exemple 3. f(z) = 2°.
L’application principale des difféo est le théoréme de changement de variables.

Théoréme 1. On munit un ouvert R"™ de la mesure de Lebesgue. Soit U un ouvert de R™, V un
autre ouvert et p un difféo entre les deux. Si f est intégrable sur U, alors f°¢ est intégrable sur

Vet [, fa\= [, fopd.
1.2 Inversion locale

Lemme 1 (Point fixe de Picard). Soit (X,d) un espace métrique complet et f une fonction de X
dans X k-contractante avec k < 1. Alors f posséde un unique point fize.

Théoréme 2. Soit U un ouvert E, a un point de U, et f différentiable de classe C*. On suppose
que df (a) est un isomorphisme. Alors f est localement un difféomorphisme d’un voisinage ouvert
de a vers un voisinage de f(a).

Remarque 2. Vrai en fait pour un C* difféo.
Faux si il manque des hypothéses.

Exemple 4. f(z,y) = (2% —y?, 22y) est un difféomorphisme local en tout point privé de l'origine,
mais n’est pas un difféomorphisme global (pas injectif)

Application 1. [1]Résolution de I’équation (y—2)0y f+(z—x)0y f+(x—y)0. f = 0 par changemetn
de variable. On trouve les fonctions o(x + vy + 2,22 + 3% + 22) ot © est une fonction de classe C*
sur u? < 3v.



Application 2. [1]Systéme f(x,y) = u, g(x,y)v. On suppose dp de rang 2 en un point (a,b) de
U. Alors localement on a existence et unicité de solutions. Si la différentielle est de rang 1 pour
tout (x,y), on disjoncte les cas: soit une infinité de solution, soit pas de solutions.

Application 3. [1/On peut redreser les champs de vecteurs. Soit v de U dans R™ et on considére
le flot () d’une EDO dy/dt = v(y) et y(0) = . avec v de classe C'. Alors on sait que le flot est
une applicatio nde classe C'.On peur redresser le flot: on peut changer localement de coordonées
pour transformer le systéme différentiel en dY/dt =V), et Y(0) = X, avec V = (1,0,...0).

Application 4. [1]Si une matrice M est inversible, la classe de congruence contient au moins un
petite boule centrée en M. (donc classe ouverte?)

Application 5. [8]/Localement autour de lidentité, on a existence d’une racine n-iéme d’une
matrice

Application 6. [3]Cf Mnémé-Testard, il n’existe pas de groupes arbitrairement petits dans Gl,,(R).

Application 7. [3][1] Application de classe C® sur un ouvert U de R™ dans R. on suppose
df(0) = 0 et d>f(0) non dégénérée de signature (p,n — p). Alors i lexiste un difféo locale valant 0
en 0 tel que f(z) = f(0)+p3(x)+...+pp(x)*—. ... Application: D?f(0,0) de signature (+—). La
courbe f(x,y) = f(0,0) admet un point double o lorigine et le couple des tangentes est d’équation

1.3 Inversion globale

Théoréme 3. On suppose f injective sur un ouvert U et telle que la différentielle est un iso-

morphisme en tout point. Alors l'image de f est un ouvert et f est un C' difféo. De méme avec
C*.

Exemple 5. [1]L’application f(x,y) = (x+1,2y) = (s,p) est un diffeomorphisme de U = {z > y}
etV = {82 > 4p}. De plus, U est un ouvert connexe mazimal tel que f soit un difféomorphisme
de U sur f(U).

Application 8. [2]/[Hadamard-Levy]f de classe C1 (resp C*) de R"™ dans lui-méme . F est un
difféo ssi f est propre et la jacobienne est inversible en tout point

Application 9. [1]Une application C* k-dilatante est un difféo sur R™.
Application 10. Une application holomorphe injective est biholomorphe.

Exemple 6. L’exponentielle compleze est un difféo de la bande sur C privé des réels négatifs.

1.4 TImmersion, submersion, rang constant

Théoréme 4 (Submersion). [1]/Soit U un ouvert de R" et f : U — RP une application de classe C*.
On suppose qu’en un point de a de U la différentielle Df(a) est une application linéaire surjective.
Alors on peut localement compléter les fonctions f1,... fp, en un difféomorphisme sur un voisinage
V. Dans ce nouwveau systéme f est la projection , f est une application ouverte, et il n’existe
aucune application ¢ non identiqguement nulle telle que (f1(),..., fp(x) = 0 sur V. De plus f
admet un inverse d droite C.

Théoréme 5 (Immersion). Soit U un ouvert de R™ et f : U — RP une application de classe C*.
On suppose la différentielle injective en un point a. On peut quitte & permuter les coordonnées
transformer aprés un changement de coordonnées f en l'injection de R™ sur RP. f a un inverse a
gauche C*.

Théoréme 6 (rang constant). On suppose le rang constant égal a v sur l'owvert. Alors on peut
changer de coordonnées au départ et a l'arrivée pour obtenir la projection sur les T premiéres
coordonnées.



2 Théoréme des fonctions implicites

2.1 Le théoréme

Théoréme 7. f de U x V vers G de classe C' (ou C*). On suppose f(a,b) = 0. On suppose que
la différentielle partielle par rapport a la deuxiéme variable est un isomorphisme. Alors I’équation
f(z,y) = 0 se résoud localement sous la forme: x € U',y € V', f(z,y) =0 (x € U,y = p(x)
avec ¢ de classe CF.

Exemple 7. [1/2? +y* —1 = 0 s’inverse localement sauf si y = 0. On a deuz fonctions implicites.

Remarque 3. On peut calculer facilement les dérivées de la fonction implicite en réinjectant dans
I’équation.

Exemple 8. Paramétrage précédent ¢'(x) = —x/y = —zp(x).

Application 11. [3/Les racines simples d’un polynome dépendent localement de maniére C> des
coefficients. Les polynémes a racines simples formetn un ouvert.

Exemple 9. [1]Point fize et fonctions implicites: le point fize paramétré d’une application con-
tractante de classe C' dépend de maniére C' du paramétre.

Exemple 10. [{/siny + xy* + 2? = 0: définition implicite sur deux ouverts de R? et C° difféo.
Exemple 11. [1/zéro approché de x7 + 0.99x — 2.03 = 0.

2.2 Applications a I’étude de courbes définies implicitement
[5]

Définition 2. On considére une application f qui définit une courbe implicite dans le plan. Un
point est dit ordinaire ssi df (M) est non nul, singulier sinon.

Théoréme 8. On considére un point ordinaire My de la courbe plance T' d’équation f = 0.
On peut alors paramétrer larc localement de maniére cartésienne, et la tangente a cet arc est
df (Mo)(M — Mo).

Théoréme 9. Un point ordinaire est un point d’inflexion ssi il vérifie H(x,y) = 0 avec H la
fonction suivante:

H(l’,y) = f:nQFzy - fa:fy(facz +fy2) +fy2f:ry

Théoréme 10. On considére la forme quadratique qu’est la différentielle seconde, en un point
singulier Q(x,y) = d*f(My)(x,y)? = ra® + 2szy + ty>. On a différents cas, donnés par le lemme
de Morse:

1. ¢ déf pos, rs —t2 > 0 (res def neg): f admet un minimum (resp mazx) strict en ce point

2. ¢ pas définie, mais non dégénéré rs —t%> < 0 : sur un voisinage c’est le seul point singulier,
et la courbe est localement la réunion de deux arcs simples réguliers, et les tangentes sont
d’équation Q(x — xo,y — yo) = 0.

Exemple 12. F(z,y) = 2° — y* + 2%(x + y) Etude du Lelong Ferrand Arnaudiés

Exemple 13. [1/Folium de Descartes: x3 + y> — 3xvy = 0: admet un point double a l’origine.
En appliquant le théoréme des fonctions implicites, on peut paramétrer localement le folium, puis
létudier en détail, notamment tangentes,branches infinies...



3 Sous-variétés

3.1 Définition, premiers exemples

Définition 3. Soient V un sou-ensemble de R™, a € V. et d un entier naturel. On dit que V est
lisse en a, de dimension d,s’il existe un difféomorphisme F de classe C' d’un voisinage ouvert U de
a dans R™, qui transforme V en un sous-espace vectoriel de dimension d, ie. F(UNV) =V'NF(U)
avec V' = R4 x {0} C R™. On dit que V est une sous-variété de dimension d de R™ si V est lisse
de dimension d en chacun de ses points.

Remarque 4. On pourrait étendre auzx sous-varités de classe CF.
Exemple 14. Le cone du second degré privé de 0 est une variété lisse.

Théoréme 11. Soient U un ouvert de R™ et fi,..., f, de U dans R des fonctions de classe C*.
Soit V' l’ensemble des points x tels que x € U et fi(z1,...25) = 0,..., fp(z1,...2,) = 0. On
suppose les différentielles indépendantes. Alors v est une sous-variété de dimension n-p de R™.

Des exempels de non variété (pas lisse en 0)
Exemple 15. 1. 22— 42 =0

2. 2 +9% - 32y =0

3.2 Théoréme fondamental

Théoréme 12. 1. V lisse en a, de dimension d

2. Pour tout a, il existe un voisinage de a et une submersion g a valeurs dans R™"™P telle que
UNM =g 1(0);

3. Pour tout a, i lexiste un ouvert contenant A et autre ouvert de RP contenant (ay,... 7ap) et
une app C™ telle qu’aprés permutation des coordonnées U N M soit le graphe.
3.3 Espace tangent

Théoréme 13. Si V est lisse en a, de dimension d, ses vecteurs tangents en a forment un sous-
espace vectoriel de dimension d, appelé espace vectoriel tangent en a a V. L’espace affine est le
méme mais passant par a.

Théoréme 14. Dans une sous-variété définie implicitement, l’espace vectoriel tangent est défini

par les équations ) 0; f;i(a)v; = 0 pour tout i entre 1 et p.

3.4 Les groupes classiques

Théoréme 15. [6]
1. SL,(R): espace tangent en Id est les matrices de traces nulles, variété de dimension n® — 1

2. SL,(C): espace tangent en Id est les matrices de traces nulles, variété de dimension 2(n?—1)

3. O,,,50,(R): espace tangent en Id est les matrices telles que *M = —M , variété de dimension
n(n—1)/2
4. U,(C): espace tangent en Id est les matrices telles que M = — M, variété de dimension n?

Developpements: Hadamard-Levy, Inversion locale avec point fixe, lemme de Morse
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