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Dans tout ce qui suit, (X, T , µ) désigne un espace mesuré, Ω un ouvert de Rn avec n > 1.

1 Espaces vectoriels normés Lp(X)

1.1 Dé�nitions

Dé�nition 1. Soit p ∈ [1,∞) et soit f : x → C une fonction mesurable. On pose ||f ||p := (
∫
X
|f |pdµ)

1
p . On

pose Lp(X) := {f | ||f ||p <∞}.

Dé�nition 2. On pose ||f ||∞ = supess(|f |) = inf {C| |f(x)| 6 C pp}. On pose L∞(X) := {f |||f ||∞ <∞}

Proposition 1. Si f est mesurable alors ||f ||∞ = lim
p→+∞

||f ||p.

1.2 Structure d'espace vectoriel

Dé�nition 3. Soit p ∈ [1,∞]. On appelle exposant conjugué de p (noté p′ dans toute la suite) le nombre

p′ ∈ [1,∞] tel que
1
p

+
1
p′

= 1.

Théorème 1 (Inégalité de Hölder). Soit f et g deux fonctions mesurables positives. Alors∫
X

fg 6 (
∫
X

fp)
1
p (
∫
X

gp
′
)

1
p′

Corollaire 1. Soit f ∈ Lp(X), g ∈ Lq(X). Alors fg ∈ Lr(X) avec
1
p

+
1
q

=
1
r

Application 1 (interpolation entre Lp(X)). f ∈ Lp(X) ∩ Lq(X). Alors f ∈ Lθp+(1−θ)q pour tout θ ∈ [0, 1].

Théorème 2 (Inégalité de Minkovski). Soit f et g deux fonctions mesurables positives. Alors ||f + g||p 6
||f ||p + ||g||p.

Corollaire 2. Les espaces (Lp(X), ||.||p) sont des espaces vectoriels semi-normés.

Proposition 2. Soit f ∈ L(X)p. Alors ||f ||p = 0 ⇔ f = 0 pp. Soit donc la relation suivante : fRg ⇔ ||f −
g||p = 0⇔ f = g pp. C'est une relation d'équivalence. On Pose Lp(X) = Lp(X)/R. On pose ||Cl(f)||p := ||f ||p.
(qui ne dépend pas du représentant choisi). Alors Les espaces (Lp(X), ||.||p) sont des espaces vectoriels normés.

1.3 Complétude des espaces Lp(X)

Théorème 3 (Riesz-Fischer). Lp(X) est un espace complet.

1.4 Sous-espace dense de Lp(X)

Rappel:

Théorème 4. Toute fonction mesurable positive presque partout est limite croissante de fonctions étagées.
Donc l'ensemble des fonction étagées est dense dans l'ensemble des fonctions mesurables.

Théorème 5. Toute fonction de Lp positive presque partout est limite croissante de fonction en escalier (ie
étagées nulles sauf sur un ensemble de mesure �ni), et donc le sous-espace vectoriel des fonctions en escaliers
sont est dans Lp.
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Remarque 1. Ce résultat permet de démontrer un grand nombre de propriété au travers de ce qu'on appelle
"la machine standard": pour démontrer une propriété P vraie sur une fonction de Lp et "linéaire", on montre
d'abord qu'elle est vraie sur les indicatrices, puis sur les combinaisons linéaires positives d'indicatrices, puis sur
les fonction Lp positives avec le théorème de convergence monotone puis sur toutes les fonctions Lp en écrivant
f = f+ − f−.

Application 2 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Si f ∈ L1(Rn) alors
∫

Rn f(x)ei<x,ξdx→ 0 quand ξ tend vers
∞.

Application 3. Soit f ∈ L1(Rn). Alors ∀ε > 0,∃δ > 0|mes(A) < δ ⇒
∫
A
f 6 ε.

1.5 Relations d'inclusions entre espaces Lp(X)

Proposition 3. Si µ est une mesure �nie, alors p 6 q ⇒ Lq s'injecte continûement dans Lp(X).

Remarque 2. Faux même si µ est une mesure de Radon.

Exemple 1. f : x 7→ |x|s1[−1;1] ∈ Lp(R) ssi ps>-1.
f : x 7→ |x|s1[1;∞) ∈ Lp(R) ssi ps<-1.

2 Dualité, ré�exivité

Dans toute cette section µ est une mesure σ-�nie.

2.1 (Lp)′ = Lp′

Théorème 6 (Théorème de représentation de Riesz). Soit 1 6 p < ∞ et soit ϕ ∈ (Lp(X))′. Alors il existe
un unique g ∈ Lp′

(X) tel que ϕ(f) =
∫
X
fg. De plus |||ϕ|||(Lp(X))′ = ||g||Lp′ . On identi�e donc (Lp(X))′ et

Lp
′
(X) à l'aide de cette isométrie.

2.2 Ré�exivité

Théorème 7. Les espaces Lp(X) sont ré�éxifs pour 1 < p <∞.

On peut donc appliquer aux espaces Lp(X) les théorèmes généraux sur les espaces ré�éxifs. Notamment,

Application 4. La boule unité de Lp est faiblement compacte. Toute partie bornée (resp fermée bornée) de Lp

est faiblement relativement compacte (resp. compacte).

En fait, les espaces Lp(X) véri�ent une propriété plus forte.

Dé�nition 4. Un evn est dit uniformément convexe ssi ∀ε > 0, ∃η > 0 tel que ∀x, y, ||x|| 6 1, ||y|| 6 1, avec

||x− y|| > ε, on a
x+ y

2
< 1− η.

Théorème 8. Tout espace uniformément convexe est ré�exif.

Proposition 4. Les espaces Lp(X) sont uniformément convexes (avec 1 < p <∞).

3 Liens entre les modes de convergence dans les espaces Lp

3.1 Convergence monotone Lp

Théorème 9. Soit fn une suite croissante positive pp de fonctions tendant vers une fonction f positive pp et
Lp. Alors fn converge vers f en norme Lp.

Application 5. Application convergence monotone

3.2 Lemme de Fatou Lp

Proposition 5 (Lemme de Fatou). Soit fn une suite positive. Alors
∫
X

lim inf fn 6 lim inf
∫
X
fn.

L'inégalité peut être stricte.

Exemple 2. fn = 1/(nx) sur R+∗.

Proposition 6 (Lemme de Fatou inversé). Si µ est �nie, alors
∫
X

lim sup fn > lim sup
∫
X
fn.

Application 6. Application Fatou
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3.3 Théorème de convergence dominée et sa réciproque

Théorème 10. Soit fn une suite de Lp convergent simplement vers une fonction f aussi Lp. On suppose qu'il
existe une fonction g positive dans Lp telle que pour tout n, |fn| 6 g. Alors fn tend vers f dans Lp.

Application 7 (Intégrales à paramètres). soit f : X ×E où E est un espace métrique. On suppose que f(x, t)
est mesurable pour tout t, dominée par une fonction g indépendante de t L1, et f(x, .) continue pp. Alors
t 7→

∫
X
f(x, t)dµ est continue sur T . Soi Ω ⊂ Rn un ouvert. Soit f : X × Ω une application mesurable pour

tout t, intégrable pour tout t, et f(x, .) est de classe C1 quel que soit x telle que toutes les dérivées partielles
soient dominées par une fonction g indépendante de t. Alors t 7→

∫
X
f(x, t)dµ est de classe C1 sur Ω et

d( 7→
∫
X
f(x, t)dµ)(t) =

Exemple 3. La transformée de Fourier d'une fonction L1 est continue.

Théorème 11 (Réciproque du théorème de Lebesgue). Soit fn convergeant vers f dans Lp. Alors il existe une
sous-suite fϕ(n) convergeant presque sûrement vers f et un chapeau intégrable h tq fn 6 h.

3.4 Lemme de Sche�é et lemme de Vitali

Théorème 12 (Lemme de Sche�é). Soit fn convergeant simplement vers f . Alors fn converge vers f dans L1

si et seulement si
∫
X
|fn| converge vers

∫
X
|f |.

Dé�nition 5. Soit fn une suite L1. fn est dit équiintégrable ssi ∀ε > 0,∃δ > 0 tel que µ(E) < δ ⇒
∫
E
|fn| < ε

pour tout n.

Théorème 13. fn une suite équiintégrable qui converge en mesure vers f si et seulement fn converge vers f
dans L1.

4 Etude spéci�que des Lp(Ω)

4.1 L1(Ω) et L∞(Ω)

Proposition 7. L1(Ω) n'est pas ré�éxif : la suite 1B(a,1/n)/µ(B(a, 1/n)) ne converge pas faiblement.

Théorème 14. Un espace de Banach est ré�exif si et seulement si son dual topologique est ré�éxif.

Corollaire 3. L∞(Ω) n'est pas ré�exif.

Proposition 8. L∞(Ω) n'est pas séparable: soit a ∈ Ω et ra < d(a,Rn \ Ω., Posons ua = 1B(a,ra). Alors les
voisinages ouverts Oa = B(ua, 1/2) sont disjoints et en nombre non dénombrable.

Proposition 9. (L1)′(Ω) = L∞(Ω) mais L∞(Ω)′ est strictment inclus dans L1(Ω).

Exemple 4. [4]On prolonge par Hahn-Banach la forme linéaire sur Cc(Ω) dé�nie par ϕ : f 7→ f(0). On montre
que ϕ ne peut pas être représentée par une fonction L1.

4.2 Régularisation par convolution et convergence

4.3 Régularisation par moyenne et convergence

4.4 Densité des fonctions C∞
0

Théorème 15. Les fonctionc C∞0 (Ω) sont denses dans Lp , pour p <∞.

Remarque 3. Les espaces Lp sont donc les complétions pour les normes ||.||p des espaces C∞0 ,sauf pour L∞.

Proposition 10. La complétion pour la norme ||.||∞ de l'espace C∞0 (Ω) est l'ensemble des fonctions essen-
tiellement bornées nulles à l'in�ni.

Application 8 (Lemme fondamental des variations). Soit f ∈ Lp telle que pour tout g ∈ C∞0 (Ω),
∫

Ω
fg = 0.

Alors f = 0 pp.

Remarque 4. C'est en fait aussi vrai pour les fonctions localement intégrables.
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Corollaire 4 (Distributions). On munit D := C∞0 (Rn) de la topologie suivante: une base de voisinages d'une
fonction test f de support inclus dans un compact K est

{
Uf,ε,α|ε > 0, α ∈ Nk

}
avec

Uf,ε,α = {g ∈ D|supp(G) ⊂ K, ||Dα(f − g)||∞,K < ε}

. On note D′ son dual topologique, que l'on munit de la topologie ∗-faible, de telle sorte que Tn → T dans d′

ssi pour tout ϕ dans C∞0 , on a < Tn − T, ϕ >→ 0. Une fonction u ∈ L1
l oc est une distribution : on véri�e

que ϕ 7→
∫

Rn uϕ est bien continue. Le lemme précédent assure que si u = v au sens des distributions avec v
et u localement intégrables alors u = v pp. (c'est donc aussi vrai pour les fonctions Lp qui sont localement
intégrables).

5 L'espace de Hilbert L2(Ω)

5.1 Structure hilbertienne de L2

Dé�nition-proposition 1. (f, g) 7→
∫
X
fg est un produit scalaire sur L2(Ω) qui fait de L2 un espace de Hilbert

noté H.

On peut donc appliquer à H le théorème de projection sur un convexe fermé ou sur un sous-espace vectoriel
fermé.

Théorème 16. L2 étant séparable, il admet une base hilbertienne

5.2 Coe�cients de Fourier

5.3 Transformée de Fourier

Dé�nition-proposition 2. Si f ∈ L1(Rn) alors on dé�nit sa transformée de Fourier F(f)(ξ) =
∫

Rn f(x)ei<x,ξdx.
C'est une fonction continue tendant vers 0 quand ξ tend vers ∞. La transformée de Fourier inverse est
F̄(f)(ξ) =

∫
Rn f(x)e−i<x,ξdx.

Théorème 17. Si f est L1 et que F(f) est aussi L1 on a la formule d'inversion de la transformée de Fourier
: F(f)F̄(f) = F̄(f)F(f) = 2πId.

En utilisant le théorème de prolongement des applications linéaires., on montre le théorème suivant:

Théorème 18. Si f est L1 ∩ L2 alors F(f) est dans L2 et ||f ||2 = 2π||F(f)||2 (Parceval). On peut alors
prolonger la transformation de Fourier en une application linéaire de L2 dans L2. La formule de Parceval est
toujours valable comme la formule d'inversionj, et la transformée de Fourier est un automorphisme de L2.

5.4 Extension aux espaces de Sobolev Hs et applications

Dé�nition-proposition 3. Soit s > 0. On appelle Hs(Rn) :=
{
f ∈ L2(Rn)|

∫ n
R ((1 + x2)s)|F(f)|2dx <∞

}
.

C'est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (f, g) =
∫

Rn((1 + x2)s)|F(f̄)F(g)dx.

Remarque 5. Hs est aussi la complétion pour la norme ||.||HS de C∞0 .

Application 9 (Equation de Schrödinger linéaire et non-linéaire). On s'intéresse à l'EDP suivante (dans Rn
avec s > 0. {

iut −∆u = 0
u(0, .) = u0 ∈ Hs (1)

On cherche une solution faible de ce problème, ie on cherche une fonction mesurable u qui véri�e: ∀ϕ ∈ S,
∀t ∈ R,

∫
Rn iut − ∆uϕdx = 0. Ce problème admet une unique solution faible notée S(t)u0 := e−it∆u0 :=

F̄(e−it|ξ|
2F(u0)(ξ)). De plus, S(t)u0 ∈ C0(R, Hs(Rn)), et l'égalité de Parceval nous donne ||S(T )u0||HS =

||u0||Hs : le propagateur S(t) conserve l'énergie du système. Soit maintenant le système (avec ici s >
n

2
){

iut −∆u = P (u, ū) ∈ L2

u(0, .) = u0 ∈ Hs (2)

où P est un polynôme valant 0 en 0. On montre que u est une solution faible sur le temps [−T, T ] si et
seulement si u ∈ C0([−T, T ], Hs) et u véri�e l'égalité de Duhamel A(u) := S(t)u0− i

∫ t
0
S(t−σ)P (u)(σ)dσ = u.

On montre l'existence d'une solution locale en appliquant un théorème de point �xe de Picard sur l'opérateur A
(qui est bien un opérateur sur un espace complet C0([−T, T ], Hs) ), contractant pour un temps T assez petit.

Developpements: Ascoli + Riesz-Fréchet-Kolmogorov, inversion de la transformée de Fourier, riesz-thorin +
young
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