Dans toute la suite, le polynome trigonométrique ™" sera noté e,. On pose T le tore R/27Z.
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1 Définitions. Théorie L?; Noyaux

1.1 coefficients de Fourier
Définition 1. n-ieme coefficient de Fourier d’une fonction de L'(T): c,(f) = 1/(27) 027r f(z)e, (x)dx.
Lemme 1. Riemann-Lebesgue c,(f) — 0. L’ensemble des coefficients de Fourier est noté ]?

Définition 2. On appelle série de Fourier la série suivante: Y cpe,. Sa somme partielle est notée
Sn.

Proposition 1. 1. |c ()] < || f]]1-
2. cn(f(=1)) = c-n(f)

. f*en :cn(f)en

. Si f est de classe C* par morceaux on a c,(f') = inc,(f).

3. en(f) = con(f)

4- ca(f(-+a) = e en(f)
5. cu(f(-+a)=eMe,(f)
6. cnlerf) = cn—r(f)

7

8

9. Si uen série trigo Y aney cvu vers f, alors c,(f) = ay, et f continue.

Proposition 2 (trivialisation du produit de convolution). Si f € L' et g € L' alors fxg € L' et

on démontre que c,(f x g) = cn(f)en(g). Donce Uapplication [ — f est un morphisme d’algébres,
continu et de norme 1. (on munit les suites de la norme infini)

La question principale est: peut-on reconstituer une fonction & partir de ses coefficients de
Fourier et en quel sens?

1.2 Theéorie L?

Grace au théoréme de Weierstrass
Théoréme 1. Les polynémes e, forment une base hilbertienne de L*(T)

Corollaire 1. Au sens L?, on a f =Y (en, f)en = Y. cnen. De plus, ||fll2 =3¢ |en(f)|>. On a
inégalité de Bessel ||f — Sn(f)|l2 < ||f — pl| pour tout polynéme p € P,,.

Théoréme 2 (Carleson). Sy (f)(x) — f presque surement.
Citons des applications du théoréme de Parseval.

Application 1. On considére une application de classe C et 2m périodique d’intégrale nulle.
Alors || fll2 < ||f'l2 avec égalité ssi f € Vect(e, e ™).

Application 2. 457, p2sin®(nh) = 1/(27) [7_|f(z + h) — f(z — h)[*.
Application 3. Calcul de >_1/k? et plus généralement de > 1/k>".

Application 4. Inégalité de Hilbert: > ara;/(k+1+1) <> a? (somems finies). Plu sgénérale-
ment, | > arar/(k+1+1)> < 72> a2 Y b2



1.3 Cas de reconstitution et applications

Théoréme 3. on considére une fonction f continue de classe C' par morceauz. Elle est somme
de sa série de Fourier.

Application 5. Y 07, 2u/(u? — n?) = mcotan(mu) — 1/u.
Application 6. Calcul d’intégrales I,, = fo% cos(nz)/(ch(a)—sin(x))dz et J, = fo% sin(nz)/(ch(a)—

sin(x))dz.

2 Utilisation des noyaux trigonométriques
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