
Caractérisation de Sylvester des matrices sym def pos, et

des matriecs positives (Gourdon

Pierre Lissy

May 3, 2010

Théorème 1. Une matrice sym S est déf pos ssi tous ses déterminants mineurs principaux sont
strictement positifs.

Proof. La condition est nécessaire. En e�et, si l'on note q la forme quadratique canoniquement
associéé à la matrice S, et εi la base canonique. Alors La matrice mineure Mk n'est rien d'autre
que la restriction à V ect(e1, . . . ek) de q, qui reste dé�nie positive et donc de déterminant stricte-
ment positif (puisque les valeurs propres de la matrice associée sons trictement positives et que le
déterminant est le produit de ses valeurs propres).

Inversément, supposons tous les mineurs princpaux strictement positifs. Raisonnons par récur-
rence sur n. pour n = 1 le résultat est évident. Supposons le résultat vrai pour toute matrice de
tailel au plus n − 1. Soit S de taille n. Notons H l'hyperplan dé�ni par H = V ect(e,1 . . . , en).
L'hypothèse de récurrence assure que qH est dé�nie positive (puisque sa matrice est la restric-
tion qui véri�e que tous ses mineurs sont strictement positifs). De plus q étant dé�nie positive,
on est sûr que l'orthogonal de H pour q est en somme directe avec H. Notons e1, . . . en une
base q − orthogonale adaptée à cette décomposition, mais telle que les n-1 premiers vecteurs
soient orthonormés pour cette base. Alors il existe une base dans laquelle la matrice de q vaut
Id, α = U . Donc S =t OUO où O est la matrice de passage de εi à ei. Mais dans ce cas, comme
det(S) = det(O)2α > 0, on a α > 0, ce qui prouve que la matrice dans la base ei de q est dé�nie
positive, donc q est dé�nie positive.

Théorème 2. Une matrice sym est positive ssi tous les mineurs extraits diagonaus de cette matrice
sont positifs (ie les det MI sont positifs avec I une partie de {1, . . . , n}, et Mi est la matrice des
mij avec {i, j} ∈ I2).

Proof. La condition est nécessaire par le même argument que précédemment: la matriec mineure
est la matrice de la restriction de q à V ect(ei, i ∈ I).

Reste à voir pourquoi la démonstration est su�sante.

Lemme 1. Posons Xn − b1Xn−1 + . . . + (−1)nbn−1 le polynôme caractéristique de A; Alors le
coe�cient bi du polynôme caractéristique est la somme des mineurs diagonaux d'ordre i)

En e�et,Si l'on considère χA = det(XIn − A), il faut regarder d'où sont issus les termes de
degré i.

On écrit A sous forme colonne: A = [C1, . . . Cn]. Du coup, XIn−A = [Xε1−C1, . . . , Xεn−Cn].
On a donc la formule suivante en utilisant la multilinéarité du déterminant. χA = (−1)ndet(C1, . . . Cn)+
(−1)n−1

∑
i = 1ndet(C1, . . . Ci−1, εi, Ci+1, . . . Cn)+(−1)n−kXkαk+. . .−Xn−1

∑n
i=1(ε1, . . . εi−1, Ci, εi+1, . . .).

αk est une somme de termes obtenus en faisant en sorte de ne choisir que k coe�cients diagonaux.
Autrement dit, αk =

∑
Γi
βi où Γi est un ensemble d'indices et βi associé au Γi est det(Di), où

Di = Ci pour i ∈ Γi, et Di = εi sinon. On remarque qu'en developpant successivement par rapport
aux colonnes où il y a plein de zéros on tombe bien sur un mineur principal d'ordre k, c'est ce
qu'on voulait.

Revenons à nos moutons. D'abord, grâce au lemme ci-dessous, on a clairement en appliquant
ceci à −x avec x > 0 que det(−xIn −A) = (−1)n(xn + b1x

n−1 + bn−1 est strictement du signe de
(−1)n, donc que det(xIn + A) > 0. Notamment, c'est vrai pour les sous-matrices Ak puisqu'on a
bien les hypothèses qu'il faut (tout les mineurs principaux sont positifs). Ainsi, pour tout k et tout
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x > 0, on a det(xIk + Ak) > 0. Donc par la question précédente, la matrice xIn + A est dé�nie
positive, ce qui implique notamment tX(xIn + A)X > 0. On fait tendre maintenant x vers 0 (ce
qui est possible car 0 est adhérent à R+∗. et le tour est joué.
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