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On note C), le nombre de “parenthésages” distincts d’'un mot a n éléments noté a; ...a,. On
souhaite calculer C,,. Commencons par préciser ce que nous appelons un parenthésage: c’est une
maniére de regrouper les termes deux a deux, un terme regroupé étant un nouveau terme que 1’on
peut regrouper. Ainsi, dans un parenthésage, on n’a que des regroupemetns deux & deux. C’est
donc aussi de maniére équivalentes le nombre de maniéres de regrouper des termes dans un produit
non associatif a; ... a,.

Exemple 1. ((12)(34))(56) est un parenthésage, ainsi que 1(23))(4(56) mais pas (123)(456) par
exemple.

Regardons ce qui se passe pour de petites valeurs de n. D’abord clairement pour n = 1 ou
n = 2 il n’y a qu’un seul parentésage possible. Pour n = 3, on a (ajaz)(as) et (a1)(agas) donc
(C3 = 2. Maintenant, remarquons la chose suivante. pour n > 2, alors tout mot parenthésé se
décompose de maniére unique de la forme (ay ... ax)(ag+16,) o k < n—1. En effet, cela considére
au dernier produit que ’o n effectue. De plus, le mot a ... ay et lui-méme un produit de termes, il
a donc Cf possibilité de parenthésage, tout comme ay41a, qui a Cp,_j possibilité de parenthésage.
Ainsi, comme on fait varier k de 1 & n — 1 on a l’égalité C,, = 2;11 CrCp_r Considérons la série
génératrice entiére f =Y >  C,, X™.

On a Pégalité formelle f2 = 320 (3721 CuCrg = 0%, C, X™ = f — X. Donc formellement
f est racine du polynéme T2 — T+ X . Son discriminant est A = 1—4X. Sous certaines conditions.
Supposons maintenant que f ait en temps que série entiére un rayon de convergence non nulle noté
R. Alors pour z < min(R,1/4), on a f(x) = (1 + e(x)v/1 — 4x)/2, avec e(x) qui vaut plus ou
moins 1. Mais comme f est continue nécessairement () est continue et donc constante égale a 1
ou-1. Or f(0) = 0 donc nécessairement £(z) = —1 et on obtient que f(z) = (1 — /1 — 4z)/2.

Inversément, considérons la fonction g : z — (1 — /1 —4x)/2. Alors cette fonction est de-
veloppable en série entiére au moins sur B(0,1/4) (car \/(z) est DSE pour |z| < 1 et elle vérifie
sur 1’équation fonctionnelle g(x)? — g(x) +1 = 0. Considérons son développement en série en-
tiere > _, ooanz™ (car f(0) = 0). Alors en utilisant le principe des zéros isolé et le fait que
par produit de Cauchy f(x)? a un DSE qui est > >~ ,(3",_, n — lagan—x, les coefficients du DSE
vérifient nécessairement la relation a, = 22;11 aran_r pour n < 2. De plus, on remarque que
V(1 —42) =1 -2z +o(x) donc f(z) = (1 — (1 —2z)) +o(z) =z +o(z) et a; = 1 nécessairement.
Ainsi, les a; vérifient la méme relation de récurrence que les C; et s’initialisent de la méme maniére.
On a donc pour tout ¢ > 1 que a; = C;. Ainsi, le rayon de convergence de la série entiére considérée
est bien au moins égal & 1/4 et toute les considérations que nous avons faites jusqu’a présent ont
un sens, notamment f(z) = (1 —+/1 — 4z)/2. Dérivons cette égalite. f'(z) = (/T — 4z)~ /2. Mais
le developpemetn en série entiére de (1 4 u)'/? nous donne (v/1 — 4x)~1/2 =3 Cmy o (=1)m4ram.
Mais C", ;) = (=1/2)(... = 1/2 +n)/n! = (=1)"1/2"(2n)!(n!(2"(n!)) = (2n)!(n!)?/(4". Ainsi, on
a f'(x) = > C%, . En intégrant terme & terme et en tenatn comtpe du fait que f(0) = 0 on ob-
tient f(x) = > ory C%,/(n+1)z" ! =372 Cia®. Dot en utilisant le principe du prolongement
analytique une fois de plus, on a C,, = Cy. 15 /n.
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