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On note Cn le nombre de �parenthésages� distincts d'un mot à n éléments noté a1 . . . an. On
souhaite calculer Cn. Commençons par préciser ce que nous appelons un parenthésage: c'est une
manière de regrouper les termes deux à deux, un terme regroupé étant un nouveau terme que l'on
peut regrouper. Ainsi, dans un parenthésage, on n'a que des regroupemetns deux à deux. C'est
donc aussi de manière équivalentes le nombre de manières de regrouper des termes dans un produit
non associatif a1 . . . an.

Exemple 1. ((12)(34))(56) est un parenthésage, ainsi que 1(23))(4(56) mais pas (123)(456) par

exemple.

Regardons ce qui se passe pour de petites valeurs de n. D'abord clairement pour n = 1 ou
n = 2 il n'y a qu'un seul parentésage possible. Pour n = 3, on a (a1a2)(a3) et (a1)(a2a3) donc
C3 = 2. Maintenant, remarquons la chose suivante. pour n > 2, alors tout mot parenthésé se
décompose de manière unique de la forme (a1 . . . ak)(ak+1an) où k 6 n−1. En e�et, celà considère
au dernier produit que l'o n e�ectue. De plus, le mot a1 . . . ak et lui-même un produit de termes, il
a donc Ck possibilité de parenthésage, tout comme ak+1an qui a Cn−k possibilité de parenthésage.
Ainsi, comme on fait varier k de 1 à n− 1 on a l'égalité Cn =

∑n−1
k=1 CkCn−k Considérons la série

génératrice entière f =
∑∞

n=1 CnXn.

On a l'égalité formelle f2 =
∑∞

n=2(
∑n−1

k=1 CkCn−k =
∑∞

n=2 CnXn = f −X. Donc formellement
f est racine du polynôme T 2−T +X. Son discriminant est ∆ = 1−4X. Sous certaines conditions.
Supposons maintenant que f ait en temps que série entière un rayon de convergence non nulle noté
R. Alors pour x 6 min(R, 1/4), on a f(x) = (1 + ε(x)

√
1− 4x)/2, avec ε(x) qui vaut plus ou

moins 1. Mais comme f est continue nécessairement ε(x) est continue et donc constante égale à 1
ou -1. Or f(0) = 0 donc nécessairement ε(x) = −1 et on obtient que f(x) = (1−

√
1− 4x)/2.

Inversément, considérons la fonction g : x 7→ (1 −
√

1− 4x)/2. Alors cette fonction est de-
veloppable en série entière au moins sur B(0, 1/4) (car

√
(x) est DSE pour |x| < 1 et elle véri�e

sur l'équation fonctionnelle g(x)2 − g(x) + 1 = 0. Considérons son développement en série en-
tière

∑
n=1∞anxn (car f(0) = 0). Alors en utilisant le principe des zéros isolé et le fait que

par produit de Cauchy f(x)2 a un DSE qui est
∑∞

n=2(
∑

k=1 n− 1akan−k, les coe�cients du DSE

véri�ent nécessairement la relation an =
∑n−1

k=1 akan−k pour n 6 2. De plus, on remarque que√
(1− 4x) = 1− 2x + o(x) donc f(x) = (1− (1− 2x)) + o(x) = x + o(x) et a1 = 1 nécessairement.

Ainsi, les ai véri�ent la même relation de récurrence que les Ci et s'initialisent de la même manière.
On a donc pour tout i > 1 que ai = Ci. Ainsi, le rayon de convergence de la série entière considérée
est bien au moins égal à 1/4 et toute les considérations que nous avons faites jusqu'à présent ont
un sens, notamment f(x) = (1−

√
1− 4x)/2. Dérivons cette égalité. f ′(x) = (

√
1− 4x)−1/2. Mais

le developpemetn en série entière de (1 + u)1/2 nous donne (
√

1− 4x)−1/2 =
∑

Cn
−1/2(−1)n4nxn.

Mais Cn
−1/2 = (−1/2)(. . . − 1/2 + n)/n! = (−1)n1/2n(2n)!(n!(2n(n!)) = (2n)!(n!)2/(4n. Ainsi, on

a f ′(x) =
∑

Cn
2n. En intégrant terme à terme et en tenatn comtpe du fait que f(0) = 0 on ob-

tient f(x) =
∑∞

n=0 Cn
2n/(n + 1)xn+1 =

∑∞
k=0 Ckxk. D'où en utilisant le principe du prolongement

analytique une fois de plus, on a Cn = Cn−1
2n−2/n.
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