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On commence donc par remarquer que dans le cas ||[on(f)|looc = [If * Knlloo < || f]lool [ Kn]||1-
Mais Ky = > (1 — [n|/N)en, et Ky est positif, donc on a que ||Kyl||1 = co(Ky) = 1. Dou
Pinégalité ||on(f)|loc < ||f]leo- De plus, on a que f(z) — on(f,2) = f(z) — 1/27rf1r7r flz —
t)Kn(t)dt =1/2m [T _(f(z)— f(z—t))Kn(t). On se donne maintenant un certain § > 0 quelconque

pour le moment. On a |f(z)—on(f, x)| < 1/27Tf|t|<6 |f(x)—f(z—t)|Kn(t )dt—|—1/271'f§<‘t|<7T |f(z)—
f(z —t)|Kn(t)dt. Mais la fonction f étant continue elle est uc; Si ’on se donne £ > 0, il existe
un certain ¢ > 0 tel que |z — y| < ¢ implique que |f(z) — f(y)| < . Du coup en réinjectant dans
l'inégalité précédente on a que | f(z)—on(f,z)] < 1/27 flt|<5 eKy(t)dt+1/2m f6<|t‘<ﬂ |f(z)—f(z—
DN (00t < &4 1[Flla /27 fypy e K (00t < &4 Fllao/ T fy iy (/N sin(Nz /2 (sim(a/2) .
Mais |sin(Nz/2)] < 1 et |sin(z/2) > |sin(d/2)|, par croissance du sin sur [0,7/2] et |f(z) —
on(f,z)] < e+2||fl|oo/(N.5in?(5/2)). Soit donc maintenant quesi N > A alors 2|| f||oo/(N.sin?(5/2)) <
e. Du coup, pour tout z, on a pour N > A que |f(z) — on(f,z)] < 2¢ et on a démontré ce
qu’on voulait. Si maintenant on a f € LP. On considére vu que K est strictement positif la
mesure suivante: Ky (t)dt/2w. On applique l'inégalit¢ de Hlder pour cette mesure. lon ()P <
12r [T |f(z — )PKn(t)dt [__71P Ky(t)dt < 1/2r [T |f(z — t)|PKxn(t)dt. Maintenant, on
intégre et on utilise le théoréme de Fubini-Tonelli: ||O’N( |E < 1/4n2 [ KN(t)[ffpiﬂf(x -
t)|Pdaldt < 1/4x2 [T Kn@)[)"_|f(z)Pdz]dt < \|Kn\|1||f|\p < ||f||§. On a donc bien 'inégalité

voulue. Maintenant, on s’intéresse & f(z) — UN(f7 = 1/277 [T 1 f(@) = flz — t)|Kn(t)dt. Cela
conduit & || f—on (f)|[5 < 1/47% [T Kn@)[", |f(2)—f(z— t)|pdx]dt = 1/27rf_ Kn(t)g(—t)dt =
on(g,0) avec g(t) = |[f — 7+ f|}. Mais on sait par la propriété d’équicontinuité en moyenne que g

est continue. Démontrons-le rapidement. C’est facile. On approche f & € prés par g continue a
support compact. On a alors || f — 7 f||} < [|(f — g) + 7 (f — 9)|| +[lg — 7tg]| < € et maintenant que
g est continue elle est uc et donc pour ¢ assez petit on a que |x —y| < T implique |f(z) — f(y)| < e
et on a donc pour t < T on a [|f — 7 f|[b < e+ ¢ et c’est gagné.

Par ce qu’'on a démontré juste avant, on a on(g,0) — g(0) = 0 et donc on a bien ox(g,0) >

llon () = fllp = .



