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Hypotheses: df (x)(h) inversible sur "enselble de définition. xg quelconque, et x,+1 = F(x,)

avec F(x) = x — df (x)71(f(z)).
Lemme 1. F envoie B(a,r) vers B(a,r) pour un certain r.

Proof. F(r) —a = x — a + df(x)"(2)(f(z)) = df(z)"(—f(z) + df (x)(x — a). Soit y € R™.
Posons h : t —< f(a + t(x — a)),y >. Taylor-Lagrange: 3ty € [0;1] tq h(1) = h(0) + A'(0) +
W'(t0)/2, ie < f(x),y >=< f(a),y > + < df(z — a)(z),y > +1/2 < &*f(z — a)(z — a)(a +
to(x — a),y) >. On s'intéresse & ||F(z) — a||*> =< df (z) "1 (—f(z) + df (z)(x — a),df ()" (= f(z) +
df (z)(x — a) >=< —f(z) + df (z)(z — a),df (x)"df ()" (—f(x) + df (x)(z — a) >. En posant
y le membre de droite, on a d’aprés I’égalité précédente ||F(x) — al|?> = 1/2 < d?f(x — a)(x —
a)(a + to(z — a)),df (z) " *df ()" (= f(z) + df (z)(x — a)) >. Cauchy-Schwartz: ||F(x) — al|> <
172|162 (a+ oz —a))| || lw—al l|df (z) 1 [df (2) "~ (— £ (2)+df () (w—a)|| >, done || F(z)—all? <
Cllz — al|?||F(z) — al| avec C = 1/2.supd®fdf (z)~1. On conclut de la maniére suivante: soit 7 tel
que Ca < 1. Alors ||F(x) — a]] < Callz — a|] < ||z — a|| < r. Donc envoie bien la boule sur la
boule. O

Lemme 2. La convergence est quadratique localement, donc rapide il me semble.

Proof. ||zns1 —al| < Clx, —all?, ie C||zni1 — al| < (Cl|z, — al])?. Ceci implique immédiatement
par récurrence sur . que C||z,41 — al| < (C||zns1 —al|)?". Donc f(z,) — a et la convergence est
quadratique. O

Lemme 3. On repasse dans le cas réel et on suppose f'(x) > 0 et f”'(x) > 0. Alors la convergence
est globale et quadratique.

Proof. On remarque que par stricte croissante le zéro est unique sur notre intervalle de définition.
F(r) <z, et F(z)—a=1/2f"(2)/f(x)(x — a)? > 0 par Taylor-Lagrange. Donc I'intervalle [a, d]
est stable, de méme de [c, a]. Ainsi la suite des itérées est décroissante, elle tend donc vers un point
fixe de F' qui en a un seul, a. De plus la convergence vers a est quadratique en utlisant encore
Tat —a = 1/2"(2)/ f(za) (@ — ) < Cla — a)2. O



