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Lemme 1. Pour toute norme subordonnée, on a p(A) < ||4]]

Proof. C’est facile. soit x un vecteur propre associé & une valeu propre A avec |A\| = p(A4). On a
Az = Az, donc ||z||A = |||A]|]-||z]| et comme x est non nul on peut simplifier et c’est fini. O

Réciproque fausse, prendre n’importe quelle amtrice nilpotente non nulle.
Lemme 2. Ve > 0, il existe une norme subordonnée telle que ||A|| < p(A) + ¢.

Proof. C’est plus compliqué. On commence par trigonaliser notre matrice A. La matrice de
Pendomorphisme canoniquement associé dans la base eq,...e, est triangulaire supérieure. (les
coefficients diagonaux sont les valeurs propres ;). On pose alors P(k) la matrice de changement
de base associée a la base e1/k,...,e,/(k™) = (¢/;). On remarque que dans cette nouvelle base
on a T(e;) = Ne} +ti1i/pe'k—1+ ...+ t1,;/p""e/1. Autrement dit dasn cette nouvelles base,
les coefficients extra-diagonaux de la matrice peuvent étre rendus aussi petits que l'on veut, par
exemple plus petits que €/n. On considére maintenant la norme infinie associée a cette nouvelle
base. On considére ||z[[oo = 1. Alors [|Az|[oo < sup; D7 [ti ;] < supi(|Ail +¢) < p(A) +¢, et donc
la norme subordonnée a la norme infinie dans cette base convient parfaitement comme norme sur
les matrices. O

Théoréme 1. p(A) = lim||A™||"/" pour toute norme subordonnée.

Proof. On reprend z associé a une valeur propre de norme maximale A. On a alors A¥z = X\Fz, donc
Ne||z||— < ||A¥||.|]|z||- En simplifiant on obtient A\*||x|| < ||A¥||, donc en passant & la puissance
1/k on a pour tout k que p(A) < ||A¥||'/*.

Remarquons immédiatement que s’il existe une norme matricielle pour lequel on a l'égalité,
alors ce sera vrai pour toutes les autres. En effet si 'on suppose que pour la norme N; on a
existence de la limite, alors si ’on considére une autre norme No, on a CNy; < Ny < DN;. Donc
CYEN (ARYVE < No(AR)/E < DYEN(AR)H/E et en utilisant le théoréme des gendarmes on a ce
qu’on veut.

On se donne un € > 0.

On remarque que p(A/(p(A) +¢) < 1. Montrons que ceci implique que (A/(p(A) +€))k — 0.
11 suffit de montrer que c’est vrai pour UNE norme.

On utilise une norme de Househdlder ||.|| telle que ||A|| < p(A)+e/2. Alors ||A*/(p(A)+e)¥|| <
(p(A)+¢e/2)%/(p(A)+¢e)* — 0. Ainsi, on a bien ce qu’on voulait. Du coup, On se donne maintenant
une norme N quelconque ne dépendant plus de €. pour k assez grand on a N(A*) < (p(A) + ¢)*,
donc N(A¥)V/* < (p(A) + ¢). Ainsi on passe a la limite sup : limsup(N(A®)'/*) < (p(A) + ¢),
et ceci étant vrai pour tout e, on a pour cette norme, limsup(N(A*)Y/*) < p(A). Mais I'inégalite
précédente nous dit que p(A) < liminf(N(AF)'/*). Comme la liminf est toujours plus petite que
la limite sup, c’est que la limite inf vaut la limite sup vaut p(A) est le tour est joué! O



