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Lemme 1. [[h]|z, = sup(| [, h(y)g(y)dv]|lgllps = 1).

Proof. Si ||g||L» = 1), alors par Vinégalité de Holder,(| [, h(y)g(y)dv| < [|hl|zellgllLe = [|P]|La-
Inversément, on considére la fonction g = signe(h)*|h|?~'/C avec C = ||h9 ||y = | [REODI 1 —1/q =
| [ h9|]1 —1/q, on a donc (| [, h(y)g(y)dv| = [, |h|%dv|/C =| [, |h|2) 9= = ||A]| L. O

Lemme 2. M = sup {(Tf,9),Ifllz, = llgll;o =1 }

Proof. D’apreés ce qui précede, M = sup(||Tf||q¢,||f|| = 1) = sup(sup((T'f,q).|lg|| =1, ||fl| =
1) = sup {(Tf,9),Ifllz, = llgll;r=1 }- O

Montrons donc ce résultat. Supposons dans un premier temps que les fonctions u et v sont
continues & support compact. On considére un z de partie réelle entre 0 et 1 et on complexifie
les indices: 1/p(z) = (1 — 2)/po + z/p1 et 1/q(2) = (1 — 2)/qo + 2/q1. Posons ensuite ¢(x,z) =
F@)P/PE) £(@)/F(2)] (0 i £0) et (, 2) = |g(2)|7/1) g(x)/|g()| (0 si g=0). Clairement pour
tout z ,p(.,z) € LPi, de méme pour 9(.,z) € L% et ceci pour i=0 ou 1. On vérifie qu’il en est de
méme pour les dérivées. On définit la fonction suivante : F(z) = (T'¢(z),¥(z)) avec 0 < Rez < 1.
La focntion est analytique sur la bande 0 < Rez < 1, et bornée et continue sur la bande fermée
0 < Rez < 1. Deplus, ||@(it)||zeo = ||| f[P/P°]|ro = || fP/P||z» = 1, de méme pour ||@(14it)|| e =
| £1P/P1||Ler = ||f?/P*]|» = 1. Par conséquent, on a |F(it)| < [[To(it)|[Loo || (it)]] oy < Mo. de
Meéme [F'(1 +it)| < [[Te(1 +it)||pao |[1(1 +it)|[ o4 < M1. Donc par le théoréme des trois droites
d’Hadamard,, comme ¢(6) = f et ¥(0) = g, on a F(6 = (T'f, g) et donc d’aprés le lemme des trois
droites, [(T'f, g)| < Mg~ t"“** M{"**  Poure revenir au cas général, on remarque qu’on a démontré
que notre opérateur est continu d’un sous-espace dense de L9 (& savoir les fonctions continues &
support compact) vers le sous-espace des fonctions conitnues & support compact muni de la norme
q, et donc de L9, on peut donc par prolongement des fonctions uniformément continues le prolonger
en une fonction linéaire de LP vers LY.



