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Théoréme 1. Une suite f, converge dans L' vers f ssi f, converge vers f en mesure et que
l’ensemble f, est équi-intégrable, pour peu que la mesure soit finie.

Proof. On définit la fonction suivante, qui tronque les hautes fréquences: px(z) = z si |z| < K,
onagp(z)=Ksiz>K,et p(r)=—K si x < —K. Soit € > 0. On a uniforme intégrabilité de la
famille des X,,, donc il existe un certain K tel que pour tout n, on a ffn(z»K |fnl(z) < e. Mais par
le théoréme de convergence dominée on a aussi qu'il existe un C tel que [ ¢ (f(x))— f(z)|dx < e.
Quitte a prendre le plus grand des deux on peut aussi supposer que [ |px (f(x))—f(z)|dz < e, et on
peut méme supposer en fait K > 1. Mais on remarque que la quantité [ |px (fn(z)) — fn(z)|dz =
ffn(x)gK(fn(x) - K) + ffn(x)ng —K — fu(z), ce qui est plus petit que ffn(a:)>K fn(z)dz +
ff"(m)g_K —fo(x)dz = flfn(w)2K| |frl(z) et donc est inférieure & . Mais on a en outre que
lor (z) — px(y)] < o —y[ donc on a |ox(fn) — vx(f)] < |fu — f], et la suite f, converge
en mesure vers f: il existe un certain N tel que n > N = u(|fn — f] = ) < ¢/K. Notam-
ment pu(lox(fn) — wx(f)] = €) < /K. Mais [ ok (fa(z)) — ox(f(2))] < flsaK(fn)—cpK(f)KeE +
fle(fn)_cpK(f)‘% lor (fn) —@r ()], et ceci est inférieur & p(E)e/K +2Ke/K < u(E)e +2¢. Ainsi,
maintenant si Uon regarde [ [f, — f| < [|fo — ox(fu)l + [ o (fa) = ox (N + [lox(f) = f] <
€+ ¢+ pu(E)e + 2¢, et le tour est joueé.

Pour la réciproque, c’est nettement plus simple. Il existe N tel que n > N = [|f, — f| < e/2.
Du coup par conséquence immédiate du TCV on a existence d’un ¢ tel que pour tout mesurable
Atel que p(A) < 01 <n < Nona [,[fa]l <eet [,|f] <e On choisit un K tel que
sup, [ |fr] < §/K, ce qui est possible. Alors on a bien pour n > N que p(|fn| = K) < 6 et

donc f|f' i<x [fnl < f\f, <xc 1] + [|f = fu] < e. De méme pour n < N on a aussi directement

que ﬁ P> K |frn| < e. La famille est donc bien équi-intégrable. Quand & la covnergence en proba
elle résulte immédiatement du fait que pour tout n on a eu(|fn, — f| > €) < ||f — full1. Ceci
devrait permettre de conclure rapidement: pour tout ¢ il existe un N tel que n > N implique que
[|f — foll1 < &% et onabien u(|f, — f]| >¢) <e. O



