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On remarque qu’il y a une correspondance bijective entre les supplémentaires de F' et les
projecteurs dont 'image est F', un tel projecteur ayant pour noyau un supplémentaire de F'.
On se raméne donc & trouver un projecteur dont le noyau et 'image sont stables par tous les
éléments de G. Pour ce faire, il suffit d’exhiber un projecteur qui commute avec tous les élements
de G est le tour est joué. Pour ce faire, I'idée est de prendre un projecteur quelconque et dele
conjuguer par tous les éméments de G et en faire la somme. Soit ¢ un projecteur quelconque
dont I'image est F. On pose p := 1/|G| * deGgqg_l. Montrons qu’il commute avec tous les
élements de G. Soit go un élément de G. On a gop = 1/|G| * deG gogqg~"'. On réindexe la
somme en transformant gog en ¢’ (car applications g — gggest bijective donc on peut le faire).
On obtient gop = 1/|G| % > eq 9'a(g5 '9) ™", ce qui donne gop = 1/|G|* Y cqg'algs '9) ™" =
/|G %3 yeq 9’9~ 90 = pgo-

Il ne reste donc qu’a démontrer que p est un projecteur dont 'image est F'. Soit x € F, F
est stable par tous les éléments de G donc pour tout g, on a ggg~'(z) = gg~'(x) = x. Ainsi
tout vecteur de F est fixé par p. Soit maintenant un x quelconque, on a gg~!(z) € F puisque q
est un proejcteur d’image F', et du coup comme F' est stabilisé par tous les éléments de g, o na
gqg~! € F. On a donc p(x) € F, et d’aprés ce qui préceéde p(p(z)) = p(z), donc c’est bien un
projecteur d’image F'.

Le fait que le corps soit de caractéristique nulle est archi important. Expliquons pourquoi.
Rappelons deux faits.

Lemme 1. F' stable par u ssi F' stable par u + A d pour tout \.

Proof. 11 suffit de démontrer le sens direct, le sens réciproque s’en déduira en appliquand le sens
direct & u — AId. Mais ce sens direct est totalement trivialement vrai: si 2 € F, alors pour tout A,
on a Ax € F et le résultat s’en déduit. O

Lemme 2. On considére un endomorphisme nilpotent de rang mazimal. Ses seuls sous-espaces
stables sont ses noyaux itérés.

Proof. Rappelons que dans ce cas, la dimension de Ker(u*) est k. En effet, u étant nilpotent
d’indice n et la suite des dim(Ker(u*)) étant croissante et vérifiant que dés qu’elle est constante
entre deux étapes, elle reste constante, on a nécessairement du fait que dim(Ker(U?)) = 0 et que
dim(Ker(u™)) = n et que c’est le premier indice pour lequel ca arrive, que ’on ne peut croitre
en dimension que d’un cran par un cran (si on monte pas on stationne et c’est pas possible car
I'indice de nilpotence est n, si on monte de plus de 2 c’est pareil , on stationnera trop tot en n).
Considérons maintenant F' un sous-espace stable de u de dimension k. Alors up reste nilpotent,
d’un certain indice inférieur ou égal & k. Donc cela signifie qu’a foriori, u’} =0, ie pour tout z € F,
on a e¥(z)0 =. donc F C Ker(u*) mais par égalité des dimensions, F = Ker(u*). O

Considérons K un corps de caractéristique quelconque p, et E = KP. On conclut facilement.
On considére n un endomorphisme nilpotent de rang p — 1 (ie d’indice de nilpotence p). On
considére s = Id + n. Alors en utilisant la formule du binéme de Newton, et en utilisant que pour
p premier, p|C’I’f, on a sP = Id 4+ nP = Id. Cela implique que s est inversible d’ordre fini. On
considére donc G =< s >. Alors d’aprés un lemme précédent, les seuls sous-espaces stables de s
sont les noyaux itérés de n. Notamment, si I’'on considére n’importe lequel de ses noyaux. Il est



stable par s donc il est stable par toutes les puissances de s, mais on ne pourra jamais espérer en
trouver un supplémentaire stable par tous les éléments de G puisque déja on ne pourra pas trouver
de supplémentaire stable par s! (car tous les noyaux sont emboités)

Remarque 1. En fait, il semblerait qu’une condition suffisante plus faible serait que le cardinal
de G soit premier a la caractéristique de K.



