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Lemme 1. La transformée de Fourier envoie L' N L? dans L? de maniére isométrique.

Proof. C’est le point délicat. On prend dans le Rudin. On considére g(z) = f * f(—z). Comme f
et f(—x) sont des éléments de L', g reste un élément de L' qui plus est borné presque surement
puisque par Cauchy-Schwarz on a |g(z)| < ||f||3. On démontre de plus que g est continue. En effet,
si f,, est continue & support compact et approxime f, que g, est une suite de fonctions continues &
support compact approximant f(—), on a que | fu ¥ gn —  g1(z) = (fu * (g2 —9) — (f — fu) ) <
Il =gl + ol — il o tnd bien wers 0
Posons alors H (¢ ) = el et deﬁmssons ha(z) = [z H(At)e"™dt. On démontre aisément
que ceci donne hy(x) = /2/7A/(A% + 22 Notarnment fR h,\ = 1. De plus, calculons g *
fff )\t W=y dtdy = [ H( At )dt [ RH(Mt)g(t)e*dt. Notamment en 0 on obtient
g * h>\ = [H( )\t ( )dt. Mais en appliquant le théoréme deconvergence monotone quand A—0
a H(At) on voit que la limite quand A tend vers 0 de cette quantité est justement fR t)dt. Mais

)

§=(N{F(=)) = |F(@)[2, d'ot gxhx(0) — || F]13. Tl reste a remarquer que gxha(0) — g(0) = || 3.
En effet, h) est une approximation de I'unité et g est continue, o na donc ce qu’on veut par notre
lemme qui dit que f*hy CVU vers f.

On obtient bien que f € L? et de plus on a I’égalité de Parceval. O

On peut alors appliquer le théoréme de prolongement des applications linéaires et prolonger la
transformée de Fourier & L? en une application linéaire continu de méme norme. De plus elle reste
trivialement une isométrie: si € L%, on approche x par des éléments de L' N L? z,,, qui vérifient
[|F(zn)|| = ||zall, en faisant tendre n vers oo par continuité de F on obtient bien ||F(x)|| = ||z||.
En fait, il est remarquable que ceci permette de conclure que F' est maintenant un isomorphisme
de L2.

1. F est injective c’est évident.

2. L'image de F est fermée. En effet, si y € Im(F). Alors il existe des z,, € L? tels que
Tx, — y. Notamment, la suite des Tz, est de Cauchy donc pour tout € > 0, il existe
N tels que n,m > N implique ||Tz, — Tx,|| < . Mais évidemment ceci implique que
||Zn — m|| < € et donc ,, est elleeméme de Cauchy dans I'espace complet L2, elle converge
donc vers un certain x et par continuité Tz, — Tx = y.

3. L'image de F' est dense. La raison la plus simple est qu’on sait que par inversion de la
transformée de Fourier on envoie Wiener SUR Wiener et que Wiener est dense dans L' N L?2.
D’ou le résultat.



