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On se place dans le cadre suivant: un intervalle [a, b] découpé en n intervalles égaux de longueur
h = (b—a)/(n), et on pose z; := a + ih. Supposons notre fonction f dérivable 2k + 2 fois. On
applique la formule d’Euler-Maclaurin a 'ordre 2k + 2 a la fonction g = f(a+ xh) parce qu’on veut
des entiers: Y7 o f(zi) = [ Flatth)dt+1/2+(f(a)+ £ () + 5 a, h2 =1 (201 (a)— 21 (b)) +
Ry avec R(t) = [)' h*+2g*+2(a + th)ng(x — E(z))/(2k + 2)!. En changeant de variable dans les
intégrales on obtient h > ., f(x:) f f@)dz 4+ h/(2* (f(a) + (b)) + S5 a,h?n(f20 1 (a) —
f2L(b)) + h2Rt2 fa 242(2) Bog(t — E(t))/(2k + 2)!dz, ce qui s’écrit sous la forme f; ftydt =
h)2%(f(a)+ 307 Fla)+£(0)+ 3K, :h? +0(h?+2), On obtient donc une meilleure estimation
de lerreur dans le reste que estimation des trapézes qui est f; f@®)dt = (b—a)/2n* (f(a) +
S F(@) 4+ F() = (b—a)h?/12f" (x) = Fu(f) +O(h?). On peut alors appliquer la méthode dite
d’extrapolation a la limite de Richardson, qui a ’avantage de ne pas nécessiter de connaitre les
coefficients a;, ce qui est important. On pose alors y = h? et on réécrit donc I’égalité sous la forme

plus agréable Fy(y) = /(y)/2+(f(a)+ 35 -1 Faa)+ 1) = [2 fB)dt=3 ciy’+O(y*+1) =
fa ftydt + Zaiy + O(y*+1). On applique la méthode de Richardson avec r = 1/4 et yo =
4nTm,n —4dIm—-1n
4 —1

On remarque qu’en outre Fy, (5 = (b—a)/4n(f(a)+ 307 fla+(i—1)h/2)+ f(b)) = 1/2%(F.(f)+
YT | fla+ (i—1/2)h)). On a donc un algorithme rapide de calcul des T},1 qui est 711 = Fy(f),
puis Gam (f) = (b—a)/2m 52" f(a+(i—1/2)(b—a)/n2™) et enfin Ty, 11 = 1/2% (Th 1+ Gam (f)).

Enfin, on a une formule explicite pour developper les T, ,, = ag + by o((b—a)/4™~ 1)”Jrl +0,((b—
a)/ndm= )t 44 O((b — a) /na™ TP avee by = (10— 1/47971, ..(1 1_"_j)/(l -
r)...(1— r"’l)anﬂ, On démontre ceci par récurrence sur n pour tout p < k —n + 1. Pour
n = 1 c’est vrai c’est juste Euler-Maclaurin, et on actionne un raisonnement par récurrence.
Ton+1 = 1/(1 —1/4™)[(ap + bpo((b — a)/nrm_l) + .o —1™(ag + bpo(1/4m72(b—a)/n) +...] =
ap+(1—1/4)/(1 = 1/4")b, 1 (r™~t(b—a)/n)" T +.. ., et on a bien byy1; = (L—777) /(1 =7")bp;.
On voit alors que d’une colonne & l’autre on améliore la convergence, autrement dit que (T}, p+1 —
a0)/(Tm.n — ao) — 0 pour les n tel que a, # 0. En effet on a b, o = [[(1 —r=%)/(1 —7¥)a, =
P14 24 Fn—1r=1)E2=1) ... (" =1)(1=7)...a, =" D/24(~1)""q,. Donc avec
p = 0onobtient (Trn.nt1—a0)/(Trmn—ao0) = (—ant1/anr~"(r™"t(b—a)/n)(1+0(r™ 1(b—a)/n),
ce qu itend bien vers 0 quand n — oo. En pratique on calcule donc un certain nombre fixé de
termes et on a trés vite ce qu’on veut.

(b—a)/n?. On obtient une suite construite par Ty, 1 = Fom—1(f) et Ty pi1 =



