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On admet la valeur de I'intégrale de Fresnel: [, e~ia” = i/ /(7). On s’intéresse a 'équation
de Schrodinger linéaire sur R™ tout entier: iu; + Au = 0, u(0,.) = ug € H*(R™), avec s > 2. O nva
supposer par commodité de plus que ug est L' (on verra aprés pourquoi) Faisons un raisonnement
heuristique Supposons que ’on passe a la transformée de Fourier en espace dans cette équation.
ity — ||€])?u = 0, et ©(0,.) = Uy € H*R™. Ceci donne u; = —i&%4, et donc on résoud ceci en
a(¢) = e IEIG,(€), ce qui donne u(t,z) = F(e €%y (€))(x) = S(t)up. Du coup, posons
u(t,z) = ]:'(e*it“g"gﬁg(f)) et montrons d’abord :

L. u(t,z) € CO(R, H*(R™))
2. u(t,z) € C'(R, H*2(R™).

La premiére égalité est une conséquence du théoréme de convergence dominée. Si t, — t, on
considére donc |[u(ty,.) — u(t,.)||gs = [(14||€2|])*/2e~ eI — e=etnllEl Gy (¢)de. Or Iintégrande
est inférieure en norme 2(1 + ||€2|])*/?1(€) qui est intégrable puisque ug est H'. Le théoréme de
convergence dominée s’applique donc est on a ce qu’on veut. Pour montrer que u est de classe C*,
on montre déja qu’elle est dérivable et on calcule sa dérivée. On procéde de méme en cons1derant
l[u(t + hn,.) — u(t,.)||ga—2/hy. L’intégrande converge vers (1 + ||€|[?)5=%/?|[¢||?e~ |‘5H2u0(§)
on majore encore par qqch qui est intégrable, et on obtient de plus que la dérivée est F((1 +
|1€]12)5=2/24| |¢]|2e =it 1€117 Ty (£)) () dont on montre encore trés facilement qu'elle est continue. En-
fin, on voit du coup grace & tous ces calculs que u est solution de ’équation de Schrodinger non
linéaire: iu; = —F((1+]1¢]|2)°2/2([¢]Pe~itn1161 G (€)) (), mais Au = F((1+][€][2)>=2/2[¢] [Fe=t 1€ P (€) ) ()
par propriété de la transformée de Fourier. Ainsi, on a une solution du probléme de Cauchy qui
appartient & CO(R, H*) N C*(R, H*~2). De plus, c’est la seule comme expliqué.

Corollaire 1. Conservation de la norme H*.

Proof. C’est une évidence. Par Plancherel, |[u(t,.)||gs = 1/27 [(1 + ||x]|2)*/2]e~ PG, (£)de =
1/2m [0 (§)de = [uol|a-- H

Corollaire 2. Inégalité de dispersion L°°.

Proof. C’est 14 ou Dintégrale de Fresnel va servir. En effet, on remarque que u(z, t) = F(e =875, (€))(z) =
Fem el (z) wug (). Or Fem el () = 1/27 [ e~itllEll* +i<e.wi>gy - Grace a Fubini, on voit facile-
ment qu’on peut écrire ceci comme le produit n fois de fR e’“y2’wydy. Effectuons le changement de

variable ty2 = s. On obtient Fe~ " () = 1/2m+/(t) fe’iSQ’IS/\/t ds =1/2m\/(t) [ e—ilsta/\/(0/D)+ia®/(4t) g5
V(pi)/(2m)ei* /(40 gim/4 — 1/\[4177 iw?/(4)  Ainsi, on a que Fe~ I8 (2) = 1/(dim)"/ 2eillall /4t
Ainsi, finalement, ||u(z,t)||o0 < 1/(4@#)”/2||u0||,;1 et on a l'inégalité de dispersion voulue. O



