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On considére I'intégrale suivante: fooo sin(x)dzr, qui existe comme tout le monde le sait car c’est
la partie imaginaire de fooo @ /xdx qui existe par IPP. Pour la calculer, on s’intéresse a I’intégrale
a paramétre F'(¢ fo e~ @sin(x)/zdr. On remarque que cette fonction est de classe C' sur
Pouvert (0, o) car si l'on se place sur [a, 00), on a que la fonction ¢t — e **sin(z)/zdx est de classe
C' en t pour tout z, et que la dérivée qui vaut —ze~@sin(z)/x vérifie que |e—tzsin(z)dz| < |e= %],
qui est intégrable sur [a, co. On peut donc appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégral
et on a que F'(t) = — fomfty e tsin(x)de = —Im([;° e” "y = —Im([e™™ /(—t +4)|3°) =
—Im(t—i)=—Im(i+t)/(t*+1) = —1/(t*> + 1). 1l existe donc une certaine constante C telle que
F(t) = —arctan(t)+C sur (0,00). En faisant T' — oo on remarque qu’on obtient f(t) — —m/2+C.
Or si l’on se donne a > 0, on a la domination |e *'sin(z)/z| < e~ **|sin(x)|/z qui est intégrable
sur (,00). On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée et si 'on se donne une
suite ¢, — oo on a que e **ngin(x)/x CVS vers 0 et donc F(t,) — 0 en oco. A fortiori on a
0=—n/24 C et donc C' = 7/2. On a donc sur (0,00) que F(t) = —arctan(t) + w/2. La fonction
Arctan étant continue sur [0,00), pour conclure que [ sin(x)/z = /2, on a juste & démontrer
la continuité de F' en zéro (elle est déja continue sur (0, c0) mais pas forcément en 0.)

On utilise pour cela le lemme suivant.

Lemme 1 (Deuxiéme formule de la moyenne). On considére une fonction f de classe C' positive
décroissante et g continue sur le segment [a,b]. Il existe un certain c € [a, b] tel que f: f(t)g(t)dt =

a) [, g(t)dt

Proof On considére la fonction G :  — [’ g(t)dt. Par IPP on a f Ff®)gt)dt = f(b)G(b) —

f G(t)f'(t)dt. Mais d’aprés la premiére formule de la moyenne (qu1 elle est ev1dente) comme F' >0
contlnue, on a existence d’un c tel que fa G(t f’ f G G(c)(f(b) — f(a)), ce qui
donne ff f(t)g(t)dt = f(b)G(b) + (f(a) — fF(b)G( f g(t dt + f f g t)dt. On remarque
que par décroissance de f on a si par exemple fb > 0 que 0= f(a) [ g(t fc g <

f g- Par théoréme des valeurs intermédiaires il existe un d tel que f(b f g = (a) fcd g, et
donconaquef ) [T g(t)dt + f(b fg fag. O

On se donne deux réels 0 < a < b et on applique ceci & f(x) = e~ /z et g(z) = sin(z)/z: il ex-
iste un certain c(a, b, t) tel que fab e sin(x)/x = e /a [ sin(x)dz? Onadonc f; e sin(z)/xdx <
e~*/alcos(a) — cos(c)| < 2/a. Ceci étant vrai pour tout b on a donc que | [~ e~ sin(z)/zdz| <
2/a. On a donc : pour tout epsilon>0, il existe un A tel que a < A implique que pour tout ¢,
ona |F(t) — [ e *sin(x)/xzdx| < e. Soit t, — 0. On peut alors appliquer sur le borné [0, a] le
théoréme de convergence dominée car |e t»*sin(z)/z| < |sin(x)/x| continue sur un compact donc
intégrable. On a donc que | [, e **sin(z)/zdz| < & pour n > N. Du coup pour ces n o na bien
|F(ta)| < | fy e sin(x)/zdx| + € < 2¢ et la continuité en 0 est garantie. Dot le résultat.



