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Vrai ou faux? (2 points)

1. VRALT: ¢ est bien de carré sommable car nulle & partir d’un certain rang, sa norme vaut 1, et (ex,&;) = 0 dés que
k # 1. C’est donc une famille orthonormée. Elle est aussi totale puisque tout élément de H (ap, )nen = (a1, a2, .. .)
peut bien se réécrire sous la forme Z:O:1 AREL.

2. FAUX. En effet, c’est déja faux pour L>(0,1) et L'(0,1). Par exemple, la fonction identiquement égale a 1 est
dans W1>°(R) (elle-méme et sa dérivée qui vaut 0 sont bornées) mais pas dans W1 (R) puisque déja pas dans
LY(R).

3. FAUX. En effet, toute limite de fonctions continues s’annulant en 0 s’annule aussi forcément en 0. Ceci se
démontre de la maniére suivante: si u, — u dans WH1(0,1) et que pour tout n € N*, u, € C1(]0,1]) avec
u,(0) = 0, alors, par I'injection de Sobolev, on sait qu’il existe C' > 0 tel que pour tout n € N,

[w(0)] = |un(0) = u(0)] < [lun = tllsc,j0,1) < Cllun — ullwra(o,1)-

Le membre de droite tendant vers 0, on en déduit bien «(0) = 0, ce qui interdit la densité puisqu’une fonction
de Wh1(0,1) n’a en général aucune raison de s’annuler en 0.

4. VRAL cette fonction s’annule bien en 0 et 1. De plus, pour u est C! sur |—1,0[ et ]0, 1[ avec v/(z) = —1sixz < 0 et
w'(x) = 1siz > 0, de telle sorte que I'on a bien toujours pour x positif ou négatif que u(z) —u(0) = |z| = [ g(t)dt,
ol g est la fonction définie par g(z) = u/(x) pour x # 0 et g(z) = 0 (par exemple). g étant dans L?(0,1), on en
déduit par le critére du cours que u € W12(0,1).

Exercice 1. 1. il suffit de remarquer que (Pg(x),y) = (Pr(z), Pr(y)) + (Pr(z),y — Pe(y)) = (Pr(z), Pr(y))
puisque y — Pg(y) € E+ et Pg(z) € E. De méme pour (z, Pg(y)).

2. C’est quasiment une question de cours: on sait que pour tout x € H, on a
1Pe()|* = [|z]]” ||z — Pe(a)|* <[l

avec égalité si et seulement si = Pg(z), i.e. * € E. Ainsi, en revenant a la définition de |||Pg|||, on a bien
[l|Pe||] <1 et I'égalité est atteinte pour tout élément de E, on a donc bien |||Pgl|| = 1.

3. L’expression (Cos) a bien un sens car par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, pour tout e € F et tout f € F tels que
llell = 11f1l =1, [{e, f)] < 1.1 =1, autrement dit —1 < (e, f) < 1. Ainsi,

-1< sup {e,f) <1
e, fEF, |le|l=||fl|=1

et il existe donc un unique 6 € [0, 7] tel que (Cos) soit vérifié (car cos est bijective de [0, 7] dans [—1,1]). De
plus, on ne peut pas avoir 6 > g, puisque dans ce cas, on aurait

sup (e, f) <0,
e€E, fEF, |le||=]If[|=1
ce qui est impossible car si il existe e € E, f € F avec ||e|]| = || f|| = 1 tel que (e, f) < 0, alors {e,—f,) > 0 avec
toujours —f € F et ||| f||| = 1, de telle sorte que le sup est strictement positif.
Si ENF # {0}, soit e € ENF avec e # 0. Alors, quitte a renormaliser e, on peut toujours supposer que |le|| = 1,
et on a alors (e,e) = ||e||? = 1, de telle sorte que
sup (e, f) =1

e€E, fEF, [lel|=||fl|=1



(puisqu’il est forcément dans [0, 1]) et donc § = 0.

Inversement, dire que § = 5 équivaut a dire que pour tout e € E et tout f € F tels que |le|| = ||f|[ = 1, on a
(e, f) = 0, mais cette propriété s’étend pour des vecteurs non forcément de norme 1, autrement dit F et F sont
orthogonaux.

4. Montrons que cos() = |||Pg o Pr|||. En effet, E et F' jouant un role parfaitement symétrique dans la définition
de 6 (par symétrie du produit scalaire), on aura aussi cos(d) = ||| Pr o Pgl|||.
Commencons par remarquer que l’on peut aussi écrire cos(f) comme étant

cos(8) = sup (e )
e€E, feF, |le]|<1, || f]I<1

En effet, il est clair que

cos(0) < sup (e, )
e€E, fEF, |le|I<1, [IflI<1

car on prend un sup sur un ensemble plus grand & droite. Inversement, pour e et f tels que |le|| < 1 et ||f]] <1,
supposés non nuls et tels que (e, f) > 0 (c’est suffisant puisque cos(f) > 0), , on a

e f
lell” | £1]

En prenant le supremum sur tous les e € E et f € F, de norme inférieure a 1, on en déduit 'inégalité voulue.

(e, ) <(

) < cos(6).

Maintenant, on remarque que si e € E et f € F avec ||e|]| = ||f|| = 1, en utilisant la question 1 et 'inégalité de
Cauchy-Schwarz, on a

(e, f) = (Pu(e), Pr(f)) = (e, Pu(Pr(f))) < llel|-[[Ps o Pr(f)I| <|||Pg o Prll].

En prenant le sup, on obtient bien cos(f) < |||Pg o Pr|||. On suppose dorénavant que Pg o Pr # 0, le cas
Pg o Pr = 0 étant évident (il suffit de reprendre les calculs ci-dessus, on a nécessairement cos(f) = 0). Si 'on
prend une suite (z,)nen+ telle que ||z,|| = 1 et ||Pg(Pr(zn))|| — |||Pe o Pr|||, et y € H tel que ||y|| = 1.
Alors, on a par la question 2 que ||Pg(y)|| < 1 et ||Pr(x,)|| < 1, de telle sorte que (Pg(z,), Pr(y)) < cos(6).
On remarque maintenant que grace a la question 1, on a (Pgr(y), Pr(2,)) = (y, Pe(Pr(z,))). On applique ceci
avec n assez grand et y = % (il est possible de diviser puisque pour n assez grand, la norme est bien

non nulle). On obtient ||Pg(Pr(zy))|| < cos(), de telle sorte que 'on peut faire tendre n vers +oo et obtenir
I’inégalité voulue.

Exercice 2. 1. On consideére une suite de Cauchy (f,,)nen+, avec pour tout n, f, € V. Soit € > 0, il existe N € N
tel que
n,m 2N = ||fo = fmllv <e.

En revenant a la définition de la norme dans V et en utilisant 1’égalité de Parseval, on en déduit notamment que
n,m 2 N = ||f’ﬂ - fm”H < g,

on a donc déja convergence de la suite (f,,)nen vers un certain f € L2(0,1), par complétude de L2(0,1). Montrons
maintenant que les ay(f) vérifient Y=, k?|ay(f)|* < co. On remarque que sin > N et par inégalité triangulaire,

||fn||V < ||fNHV + €.

On se fixe un certain M € N*. On a alors
M
> kBar(£) 2 < £l < (1fwllv +¢)°.
k=1

De plus, chaque ag(f,) converge vers ai(f) en utilisant la continuité du produit scalaire et la convergence en
norme L2 de f, vers f. Ainsi, on peut faire n — oo dans ce qui précéde et en déduire

M
S Ran(HP < (Ifwllv +2)°.
k=1



Ainsi, la série >y, k?|ax(f)|* est bornée et & termes positifs, elle converge donc. A ce stade, on a montré que
fn — f dans H et que f € V. Reste & montrer que f,, — f mais ceci est une conséquence du fait que pour
n,m > N, on ait

[ fn = fllv < e

puisqu’il suffit de faire m — oo dans cette égalité (on a clairement que k%ax(f,) — k%ax(f) et on peut alors
utiliser les théorémes d’inversion de limite et de série).

. Chaque terme ag(f)sin(kmz) est continu en x sur [0, 1] et majoré par |ax(f)|, et cette série est convergente. En

effet, puisque Y p—; k?|ag(f)|* < oo, on peut écrire

w9 = B 2 (a7 + 5 )

Chacune des séries de droite converge bien. (on peut aussi utiliser Cauchy-Schwartz). On a donc convergence
normale de la série de fonctions - | aj(f) sin(k7z) qui est bien continue. On peut de plus intervertir les limites
et dire que

lim f(x Z ag(f)sin(0) =0,

z—0
de méme en 2 = 1 puisque sin(kw) = 0 pour tout k¥ € N*. On a donc bien le résultat souhaité.

. On considére un certain M € N*. Soit ¢ € C§°(0,1). En utilisant I'TPP classique pour les fonctions continues et
en prenant en compte que chacun des termes s’annule au bord, on a déja

L& 1/ M
\/5/0 (1; ak(f) Sm(lmff)) @' (r)dr = —\/5/0 (kz_l kmrak(f) Cos(kmc)) o(z)dz.

Il reste & vérifier que 'on peut faire M — oo dans chacune de ces égalités, mais c’est évident puisque par exemple
pour le terme de gauche et en utilisant 'identité de Parseval,

1 (')
(Zak sin(kmz) ) w’(w)dx—/ f@)¢ (@)de| < V2| D ar(f) sin(km)|| 20,0 |1€'] p20.1)
0 k=M+1
<Y aPIEN L2 0,
k=M+1

de telle sorte que la différence tend vers 0 quand M — oo puisqu’on a fait apparaitre le reste d’une série
convergente (idem pour le terme de droite). On en déduit bien que f € H'(0,1) et sa dérivée faible est donnée
presque partout par

Z krag(f) cos(kmx).

. On suit I'indication. On fait une IPP dans H'(0, 1) et on prend en compte que f est nulle au bord. On en déduit
que

(f,sin(kr-)) = %(f’,cos(lm-)).

ax(f) :
7 autrement dit, on a

(kaw(1))* = 5 (', cos(km)))?,

et cette série est donc bien convergente puisque f’ € L?(0,1) et v/2 cos(kn-) est une base hilbertienne (le terme de
droite est & un facteur constant prés le coefficient numéro k de la décomposition de f dans cette base hilbertienne
et la série des coefficients est dans [2(N*)). On a donc bien que f € V.



Exercice 3. 1. L’injection de Sobolev nous dit qu’il existe C' > 0 tel que pour tout v € H*(0,1), on ait

l[ullco(o,17) < Cllullgr(0,1)-

Soit U,, € V telle que U,, — U avec U € H. Pour que U € V, il faut et il suffit de démontrer que u;(0) = 1 et
que uq(1) = ua(1). Avec des notations évidentes, on a u;,, — u; dans H'(0,1) et ug,, — us dans H'(0,1). En
utliisant I'inclusion de Sobolev précédente, on en déduit que u;, converge uniformément vers u; pour ¢ = 1,2.
Ainsi on a aussi convergence ponctuelle. On en déduit donc que 4y ,(0) — u1(0) = 0 et que pour ¢ = 1,2, on a
Ui n(1) = u;(1). Comme 4y (1) = ug,,(1) pour tout n € N, par unicité de la limite on en déduit ui(1) = ua(1).
Pour vérifier que la fonction donnée est une norme, le seul point non trivial est le caractére défini. On prend

U €V tel que \/||u’1|| T2(01) T HU2HL2 0,y—0- On a alors uj = 0 et uhy = 0, de telle sorte que u; et us sont

constantes. Puisque u;(0) = 0, on en déduit que u; = 0, et comme uz(1) = u;1(1) = 0 aussi, on a bien ugy = 0.

2. On a déja l'inégalité triviale provenant de la définition des normes
Uy < U3

Inversement, on applique la formule du représentant continu pour w; en = € (0,1) et 0, on obtient u;(z) =
fom u} (t)dt. On en déduit en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

|uy (z </ | (¢ dt> g(/;l?) /01 o) (t)]2dt. (1

En intégrant par rapport & x, on obtient déja

~—

llualZ201) < luallizgo1y < U1l

Intéressons-nous maintenant a4 ce qu’il se passe pour us. On applique maintenant la formule du représentant
continu & ug, en x € (0,1) et 1. On obtient

ug(x) = ua(1) + /1"1/’ ub (t)dt.

Or us(1) = u;1(1) et 'inégalité (1) nous donne que

s (1 / (1) .

Ainsi, par des calculs similaires & précédemment et en utilisant 'inégalité bien connue ((a + b)? < 2(a? + b?),

1 2 1 1
||u2|%2<0,1><2<u2<1>|2+( / |u;<t>|dt))<2( | e | |u’2<t>|2dt)<2(|ua||%2<0,1>+||u’2|%z<0,1))-

Ainsi, on a obtenu
||UIHL2(0 n T ||u2||L2(O DS <3||U1%,

de telle sorte qu’en revenant a la définition de la norme dans #, on ait

U1, < 4llU1F5-
L’équivalence des normes est montré. Du coup, comme (V,|| - ||3) est lui-méme un espace de Hilbert comme
sous-espace vectoriel fermé de l'espace de Hilbert H, il en est de méme pour (V,||-||y) par équivalence des normes.

3. On réécrit le probléme sous la forme a(U, V) = I(V), avec
1

a(U,V) :/o (ujvy + quyvr) +/0 (uqvh + quavs) , 1(V) :/o (f(v1 —w2)) —v2(0).

a est trivialement une forme bilinéaire. Elle est continue pour la norme dans V car on a par 'inégalité de
Cauchy-Schwartz et I'inégalité de type Poincaré démontrée précédemment que



S
—

U, V)|

a2 0,0y V1] L20,1) + M@l oo 0,0y Jul L2 o,y lvr 20,1y + 1wl lz20,0) V5l L2 (0,1) + (gl Lo 0,1y w2l |2 0,0) 2] L2 (0,1
HU[v[IV Iy + 4llal e oy TV VIV + UV Iy 4 4llgl Lo o 1TV [V Iy

(2 + 8||Q||L°°(0,1)) U [IV]]y.

elle est coercive puisque de la positivité de ¢, on déduit

1 1 1 1
o) = [ R rad)+ [ (Frad)> [ [ =0k
0 0 0 0

de méme, [ est trivialement une forme linéaire. Elle est continue pour la norme dans V encore une fois par
I'inégalité de Poincaré précédente et 'injection de Sobolev car

NN N

L) < flle20,1) (vallz20,1) + vzl 20,1)) Hlvrl L 0,1 < 4l fl 220,y IV IIvA+Cloal 00,0y < (411 Fl220,1) + 2C) [V [y

On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram qui assure lexistence et 'unicité de U € V tel que pour
tout V € V, on ait a(U,V) = I(V), ce qui répond a la question.

. On prend V de la forme (v1,0), avec v1 € C§°(0, 1) de telle sorte que 'on est bien dans V (les conditions au bord

sont vérifiées). On obtient
1 1
[ =[G =aue
0 0

On abien f—qu; € L?(0,1) puisque ¢ € L>(0,1). Ainsi, par définition de la dérivée faible, on a bien u} € H(0,1)
et uf = qui — f, ce qui donne I’équation demandée. De plus, par définition de ’espace V, on a bien u(0) = 0.
On ne peut pas dire que uf (1) = 0 (d’ailleurs ce n’est pas forcément le cas). En effet, si 'on cherche a tester (Var)
avec V = (v1,0) et v; € V, alors nécessairement v;(1) = 0 par définition de V, et donc une IPP ne permettra
jamais de retrouver une condition au bord sur u} en 1 puisque le terme correspondant dans 'TPP s’annule.

. Cest similaire a la question précédente. On obtient en testant sur (0, @) avec ¢ € C5°(0,1) que

%fuaf=iéu—f—QUﬂ%

On a bien —f — qua € L*(0,1) puisque ¢ € L°°(0,1). Ainsi, par définition de la dérivée faible, on a bien
uh € HY(0,1) et uf = qua+ f, ce qui donne 1’équation demandée. Maintenant, on teste (Var) avec V = (0,1 —x).
Une telle fonction est bien dans V (car 0 et 1 — z sont dans H'(0,1) et que les conditions au bord sont vérifiées).
On obtient

1 1
/0 h(z)d = / (— () — q(@)us())(1 - 2)dz — 1.

On fait une IPP dans H'(0,1) & gauche. On obtient

1

[y () (1 — )bt — / Wl (x)(1 - 2)dt = / (—f(2) — a(@)ua(@))(1 - x)de — 1.

0 0

En prenant en compte I’équation vérifiée par ug et le fait que 1 — ¢ s’annule en ¢ = 1, on obtient —u5(0) = —1,
ce qui était le résultat voulu.

. On teste maintenant (Var) avec une fonction V bien choisie qui ne s’annule pas en « = 1 mais qui s’annule en 0,
par exemple V = (z,x). Une telle fonction est bien dans H'(0,1) et dans V puisque les conditions au bord sont
vérifiées. On obtient

/0 (l (&) + q(w)zen (2) + / (y (&) + g(x)aus(z)de) = / 2 f(2)da.

On fait deux IPP sur u} et uj et on utilise les équations vérifiées par u; et ug respectivement. On obtient

[} (x)a]p + [uh(2)]5 = 0,

autrement dit v} (1) + u5(1) = 0.



